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Alle   Bechte   vorbehalten. 


VORWORT. 


Ubs  Bedürfhiss  einer  möglichst  umfangreichen  Formelnsammlung, 
welches  der  Verfasser  bei  seinen  praktischen  Arbeiten  empfand, 
war  die  Veranlassung  zu  der  Zusammenst^ellung  des  vorliegenden 
Werkes.  Es  wurden  alle  irgendwie  nur  praktisch  verwendbaren 
Formeln  aufgenommen,  von  den  rein  theoretischen  nur  so  viel, 
als  nothwendig  erschien.  Dass  diese  Sammlung  nicht  erschöpfend 
sein  kann,  braucht  wohl  nicht  speciell  gesagt  zu  werden.  Auch 
war  es  mir  nicht  möglich,  eine  jede  aufgenommene  Formel 
bezüglich  ihrer  Werthigkeit  zu  prüfen.  Es  wird  wohl  kein 
Mathematiker  an  eine  Formelnsammlung  diejenige  Forderung 
der  Genauigkeit  stellen,  wie  an  stereotypirte  Logarithmentafeln. 
Doch  ist  schon  Vorsorge  dafür  getroffen,  dass  die  etwaige  zweite 
Auflage  diesem  Ideale  möglichst  nahe  komme.  Das  wird  aber 
nur  durch  die  vereinigte  Arbeit  Mehrerer  geschehen  können. 

Was  die  Anordnung  und  Zusammenstellung  der  Formeln 
betrifft,  so  wurden  zunächst  die  wichtigsten  vorangestellt,  auf 
welche  die  minder  wichtigen  je  nach  dem  Grade  der  Formver- 
wandtschaft folgen.  Durch  diese  Anordnung,  in  welche  man  sich 
bald  hineinlebt,  sowie  durch  die  Register  dürfte  die  Auffindung 
irgend  einer  Formel  so  leicht  sein,  als  es  überhaupt  in  einer  so 
ausfuhrlichen  Formelnsammlung  angeht.  Ganz  besondere  Sorgfalt 
wurde  der  speciellen  astronomischen  Abtheilung  gewidmet,  die 
durch  mehrere,  eigens  für  dieses  Werk  berechnete  Tafeln  be- 
reichert ist.  Die  Correctheit  der  Tafeln  dürfte  wenig  zu  wünschen 
übrig  lassen. 
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VI  Vorwort. 

Durch  ihre  Fülle  des  Materials  ersetzt  die  vorliegende  Formeln- 
sammlung nicht  nur  ein  Uebungsbuch  für  das  Studium  der  höheren 
Mathematik,  sondern  sie. eignet  sich  auch  dadurch,  dass  sie  das 
Wichtigste  an  die  Spitze  stellt,  vorzüglich  zur  Repetition.  Von 
diesem  Standpunkte  ausgehend,  wurden  vorzugsweise  jene  Partien 
bearbeitet,  welche  die  mathematische  Physik  umfassen.  Denn  für 
die  technischen  Anwendungen  derselben  haben  wir  zahlreiche  For- 
melnsammlungen in  speciellen  Ingenieur -Kalendern  und  Taschen- 
büchern. 

Obschon  ich  vollkommen  überzeugt  bin,  dass  ich  nur  ein 
Menschenwerk  geliefert  habe,  so  hoflfe  ich  dennoch,  dass  diese 
Sammlung  sich  viele  Freunde  erwerben  wird. 


Prag,  im  Juli  1894. 


Der  Verfasser. 
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§•  1. 

Cyklometrlsolie  Funotionen. 

NB.    Die  folgenden  Gleichungen  sind  wegen  ihrer  Vieldeutigkeit  vor- 
sichtig zu  gebrauchen.  .  ^ 


1)  arc sin X  =  2 aresin  y^— —  ^  Vi ---a;'«==  2^ar(;sm22:Vr^^ 

==  ai'c  cos  Vi  —x^ ^=—  —  arc cos x=^arc tgn   , 

l_Vl— a:2       1        .     2a;Vl— ic2 
=  2  arc^ =.-^arcign    ^_2a;* 


1  1 

z=  arc  sec  ^==  =  arc  cosec — • 

Vi  — ip«  ^ 


2)  orc(X>5a;==2arccosy^-^i^=-2^*'^^^^^^^^~^)^^^^^^^ 

«  1  /l x*  1  /l iC 

=  17  arc  tgn  — pr-*- — ^ — =  arc  see—  =  arc  cosec  ^. 

•  '^'^^'  I  -L-VT+a;*       1  2ar 

3)  arc <<7« a;  =  2 arc  ^n ^       — ='2^^^^^l  —  x^ 


X 

^=arcsin 


•  V  — 1  +  Vl+a:« 
=  =  2arcsiwi/  !  ' — 

x^  ^       2Vl  +  x^ 


Vi  + 

1  2  a?  1 

r=~arcÄm:r-i — -^=  arc  cos 


arc  cos 


Vi+VTT^*     1 

=rr2arccos  u  — \,      .  =  -^r  v^>  ^  ^^..  ..     , 

=  -- — arc  cot  x  =  arc  cot —= arc  sec  Vi -{-(x^^ 
2  o; 

VTf^ 
=r  arc  coscc ' —  • 

X 

4)   arc52wa;  +  arcsiny  =  arc  sin  {x  Vi  —  y^  +  2/ Vi  —  a;^l 

Lask»,   m»them.  Fomelnsaminlang.  1 


2  Gyklometrisclie  Functionen. 

5)  arc cos x  +  arc  cosy  =  arc  cos  {xy^  Vi  —  x^  Vi  —  y^} 

6)  arctgnx  +  arctgny  =  arctgn      ,r-  ^  [ 

11  -|-  xy] 

7)  arc  sin  X  +  arc  cosy  =  aresin  {xy  ±  Vi  —  a;*  Vi  —  t/«} 

=  arc  C05  {y  Vi  —  x^  +  a;  Vi  —  y^} 

8)  arcf^n  rc  4-  arc  cot  y  =  arc  ton  ,^-r-  ^   =  arc  co<  ^  "*".  ^ 

9)  In  Bezug  auf  die  Vieldeutigkeit  merke  man: 
arcsinx  =  war  -|-  ( —  l)**\arcsinx\ 
arccosx  =  2n7t  +  |arccosa;| 

arctgnx  =  nn  -\-  \artgnx\ 
arc cotgn x  =  nn  -{'  \arc cotgn x \ 

10)  arc  sin  (—  a?)  =  —  arcsinx 
arc  cos  ( —  x)  =  n  —  arc  cos  x 
arctgn('-'  a:)  =  —  arctgnx 
arc  cotg  (—  a;)  =  —  aro  cotgn  x 


Zusatz  zu  §.  1. 

Bezüglich  der  Vieldeutigkeit  der  cyklometrischen  Functionen 
mögen  folgende  Andeutungen  genügen:     Sei  u  der  Bogen   des 
ersten  Quadranten,  x  sein  Sinus,  so  gelten  folgende  Gleichungen: 
sinu  =  X  u  =  arcsinx 


cosu  = 

=  vr 

—  x^ 

U 

—  arc  cos  Vi  — 

x^ 

tgnu  = 

X 

U 

•—  /!«•/»  r/TM, 

'vr 

—  x^ 

uro  lyn    . 

x^ 

etc. 

Allgemein  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

sinw  — 

X 

in  der  Formel 

• 

iJD 

2 

^(f 

—  arcsinx  j  +  2x3r 

X 

0, 

1,  2,  3, 

•  •  • 

weil  die  Bögen 

2" 

Hi 

-) 

±  2%it 

arc 
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alle   denselben  Sinus  haben.    Aus  demselben  Grunde  haben  wir 
allgemein 

sinx  +  arcsiny  =  —  +  |~  —  arcsin(xyi  —  y^ 

-\-  yVl  —  x^)\  ±  2xÄ 

zu  schreiben,  weil  der  Bogen  möglicherweise  über  den  Quadran- 
ten hinausgehen  kann.    Sei 

sinu  =  X    also    u  =  arc  sinx 

sin  V  =  y  «;  =  arc  sin  y, 

so  wird  im  letzteren  Falle  cos  (u  -|-  t?)  negativ.    Nun  ist 

cos(u-}-v)  =  VT^^^  yizi^--xy  =       1  - (f±y^ 


Vl—x^  Vi—y^-}-xy 
wir  haben  demnach 

arc  sin  X -}- arc  sin  y  =  aresin  [xVl  —  y^-j-yVl—  x^]^ 

wenn 

a;«  +  y«  <  1 

arc  sinx -^arcsiny  =  a  — arcsm{a;Vl  —  y'  +  y  Vi  —  x»}» 
wenn 

iP»  +  y>  >  1. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man 

X    \    1/ 

arctgnx-\-arc  tgny  =  arctgn  ^      xy<^  1 

1      xy 

X  \  f / 
arc  tgnX'\' arc  tgny  =  n  —arctgn      ^^'       rry  >  1. 

1      37y 

Ueberhaupt  hat  man  bei  jedem  Problem  alle  Umstände  sorg- 
fältig in  Betracht  zu  ziehen  und  zu  beachten,  dass  die  im  §.  1 
aufgestellten  Werthe  nur  für  die  Winkel  im  ersten  Quadranten 
gelten.  Wie  die  Formeln  zu  gebrauchen  sind,  mögen  folgende 
zwei  Beispiele  zeigen. 

L    Man  beweise,  dass 

VI  —  Ä    ,    1  n 

— 2 h  -^  «»"c  sma;  =  -^  • 

Setze 


.  1/1  —  a:  1 


arc ««  y  — - —  =  p,    -^  arcstnx  =  g, 
so  wird 


1 
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und  zugleich 

1  =  sin2p  -{-  2 sin^ g; 

diese    Gleichungen   müssen    zugleich    bestehen,    wenn  die  obige 
Relation  gültig  sein  soll.     Wir  haben: 


n 


it 


und  damit 

1  =  sin(7t  —  2  g)  +  2sin^q 

1  =  cos  2  3  -}-  2  stn*  g, 
d.  h. 

cos2q  =  1  —  2sm«g, 

dies  ist  aber  eine  bekannte  Relation. 

II.    Man  bestimme  x  aus 

.1  ,  1  3r 

arc  tgn —  arc  tgn 


8ei 


so  wird 


also 


oder 


X  —  \  ^     a;  +  1         12 

arctgn  ^^——^  =  a,    arctgn —j--j  =  ß, 

tgn(a  ^/J)  =  _, 


^  =  ,,n-=2-V3, 


woraus 
folgt. 


a;  =  +  (l  +  V3) 


§2. 

Näherungsweptlie. 

1)    Bis  auf  die  3ten  Potenzen  von  a  ist: 

a  =  sin  a]/  secu 

sin  a        ,3/ a 


=  Ycos  a  = 


cos 


«  Vs 

tgna  =  3«  —  2sina 

ton  a        ^        ^  tV 

-^ —  =  3  —  2ycosa 


Näherungswerthe. 


2)      COS  -^  «  =  1  — 


«2 


«  +  (!-«)  V 


2  — a 


3 


Maxiraalfebler  +  0,0002 
(Com.  Reiid.  1880,  p.  305) 


'-\        „  12  —  5  a;»   ,        .  „         ^  , 

0     «'«•^  =   i2  +  a;a   +<'^  0<<.<^ 

8)  or(rfima;       =a;[|^^-pa;T  0<9<Ä 

n\  •  60  —  17a;»   ,  x^  \  ^     ^  , 

9)  arcs,«a;      =  a;^^— ^^  +  (.  j— ^,  0<(,<X 

10;     %(»+^)  =  %»+f-,(„^'^^),  0<Ö<1 
11)     Ist     (p  <i  2^  15,  so  kann  man  setzen: 

logsinq>    =  log q>'' -{- a ^ ^ clog  cos (p  Aaar^K'JAci 

y      .  ,        „   ,        ,   o    7  a=(Oflfl"  =  4,6855749 

lofftgn(p    =logip"-^a-^lclogcosfp         /  ^o,..or;, 

7        ^  7^/1127  o  =  ca  =5,3144251 

logcotgnq>  =  —  %9"-|-6  —  |  clogcos  q> 

Hier  sind  die  Log.  die  gewöhnlichen. 


§.  3. 

Qrenzwerthe. 

Sei  lim 8  =  0,  limG)  =  oo,  a  eine  reelle  Zahl,  9?  eine  be- 
liebige Function,  so  wird: 

1)  lim{uv)  r=zlimulimv 

2)  lü».U\  =  p^ 

3)  lim  ü^  =  Qim  «)""»" 

4)  (im  ^ — =-~ =  +  m 
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Qrenzwerthe. 


5)    lim  — j: —  z=loga 


i 

TS 


Ä  /1   -U  Ä\^ 

6)  lim  (1  +  «)    =  lim  (t^Ts)   =  * 

7)  lm'^  =  lm'^^lm^-!^^== 

8)  mM}^l^  =  a 

ö 

9)  limSlogS  =  0 


,.    arctgnad 
Um ^ 


a 


Cd 


10)    lim  — —  =  e 


11)  ZmjcoVa"'  —  1/|  =loga 

12)  Zew  5i^  =  lini  {(p  (o  +  1)  —  9? (o)} 

13)  limfS^^^limlvia,)]" 

14)  ?moj(Va-l)  — ^(1/0-1)* +  i(Va  — 1)  -|- •  • .)  =  ?o<7 a 


00     a;^  1 

b 


X 


16)  ?mÄ{9)(a)  4- 9(a +  «)+...   q){h  —  S)]  =   C (p{x)d 

a 

17)  Z/m  1  {Vcö  —  1  4-  Voj  —  2'-^  +  l/oj  —  33  -I }==- 


Zusatz  zu  §.  3. 
Ein  Beispiel  über  die  Auswerthung  der  Grenzwerthe:  UmS=r  0. 

4*      2 d {e^^  + 1)1  —  ""^Or  ■"F^^i 


h'm 


=  lim  -j-s  I 

40 


j^<>— n 


e"«»  + 1 
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4       Ttd      e^^  +  1 

Seien  a  und  ß  zwei  beliebige  positive  Grössen  und  ß  <C  oc. 
Setzt  man 


Orenzwerthe. 


Sei  ferner 

«^  —  p» 
so  wird 

On  —  ßn  =  (-2J    («  —  /*)  «0  «1  ••  •  ««-1 

und 

Jim  («„  —  ^„)  =  0, 

d.  h.  die  Grössen  a»  und  /3»  convergiren  gegen  denselben  Werth. 
das  sogenannte  arithmetisch  geometrische  Mittel  von  a  und  ß 
welches  man  mit  M(aß)  zu  bezeichnen  pflegt. 
Vergl.  Gauss,  Gesamm.  Werke  H. 

§.4. 

Die  Mlttelwerthe. 

1)    Sei  9  =  ^-^^, 

^  n 

so  ist 


9R/(x)  / 


n 

a 


2)  9Jl  a?P  =  — -7—:    i>  positiv  und  ganz. 

a*  —  1 

3)  2Jltt*  =  ^-^^ ^ 

^    .  1  —  COS. r  cm    •  9^        1        1    1  —  cos 2a; 


8  Mittelwerthe. 


a 


Theilt  man  die  Fläche  U  in  n  Rechtecke  Aa?.Ay,  so  ist 
U  =  n  Ax  Ay 

ümf(xy)  =JJf(xy)dxdy 

Die  Integrationsgrenzen  sind  durch  die  Begrenzung  des  für 
X  und  y  gegebenen  Spielraumes  bestimmt 

Vergleiche:    Schlömilch,  Handbuch   der  algebr.  Analysis 
und  Uebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis,  S.  260. 


§.  5. 

Functionen  complexer  Variabelen. 

NB.    Die  in  [  ]  stehenden  Ausdrücke  sind  mehrdeutig. 


m 

1)    [a*]  =  a*  [V]  =  e*t'y«3     n 

k 


eine  beliebige  -(-  ganze  Zahl 


14-i 


3)        1«^    =  ß-2nTix 

4)  t*     =  e  t— »   =  e 

5)  e"       =  (cos  n  9?  ±  i  sin  w  9)  =  (cos  9>  i  i  sin  9?)*» 

6)  p^cosa  +  isina  =  cos  —  (a  -|-  kn)  i  isin  -—(«-}"  ^^) 

yl  =  COS \-  %  stn  —  • 

w 2ifc+  1  2Ä;4-  1 

V —  1  =  COS ■ —  n  +  ^sin ■ — X 

^/-r-;  4*4-1  ,     .    .     4Ä4-  1 

y  +  t  =  cos  — rr-^ —  n  +  tstn  — ^7-^ —  x. 


1/1=  +  1,  -  1  V  — 1=  +  i  —i 
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1/T  =  +  1,  -1,  -f-  i,  -i      ' 

f'':=^  =  V\+iVl  Vl-iVi  -V\+iVh  -VF-^'Vi 


_  1  4.  J/5  —  iVio  —  21/5 


_  1  _  j/ö  +  i  1/10  —  21/5 


4  ' ^ 

_  1  _l/5  —  «VlO  —  2I/5 


f/ — T  _      ,     1  4- V5  4-  ^Vio  -  2V5 

1^  —  1  —  —  1,  ^  1 


1  4. 1/5  —  tVio  -  21/5 


1  _l/5  4-^1/10  —  21/5 


1  -  1^5  -  iVlQ—  21/5 

4 

Die  Gleichung 

x««  —  2x!^cos(p  -|-  1  r=  0 

hat  die  Wurzeln 

2Jc7t  4-  <P   I    .    .    2Ä3r  4  <p 

a;  =  cos  4-  t  sm • 

n         ~  n 

T)      logl""   =  2(nx  -]-  m)7ci 

8)      l*.ls'   =  cos2(mx  +  ny)7t  '\-  isin2(mx  -{-  ny)ji 

'  t  t  ^     1    —    * 

10)  sin  q>  =^-  {cv*  —  e-y*)     cos  9  =  -^  (^''^  +  ^'^'l 

1  e«'/"  —  1 

11)  arcsin«  =  -|  +  i  ?(w?  (a;  +  Vx»  — l)    Vergl.  §.  1,  9. 

L  >  1  =  - 1  -  4-  %  (v^^r::^  -  a?) 


10  Functionen  complezer  Yariabeln. 

arccosx  =  — r  log  {x-\-yx^  —  l)=Ä-f-  ~  %  (l/a;*—  1 — a:) 

12)     y  =:  -^  lo9{cosq>  +  iStny)  =-^%  ^  ^  .^^^ 
^    ^  1  4-  ni  ~  2"  ^^g  1  4-  n»  "1"  *  {arctgnm  —  arctgnn] 


14)  arcsinxi  = r  %  (Vi  +  ^^  +  ^) 

=  i  log  (VT+^  —  a?)  a;3  <  1 

15)  arc  cos  a;  t  =  -s-  +  ~  %  (Vi  +  ^*  +  ^) 

-=^^-jlog(Vl  +  x^-'x)  x^<  1 

i/.\  ^         •  17!+^         1,1— a?  Q^, 

16)  arc<5r»a;»  =  -5.Zoö'p- ^  =  2^.%j-p^  a;»  <  1 

«       1,     X  A-'l      «,1,     —  «  —  l^i-v^-i 
=  2  -  2i  ^^g¥^=  2+-2i^  +  ^  +  1  *  >  ^ 

.        .        sr    ,    1  ,     l-t-^        yt       1  ^     1  —  a; 

17)  arc  cot (a;^)  =  —  —  -j  2o^  ^  j  a;^  <  1 

18)  c*  +  *y  =  e^cosy  +  i&^siny 

19)  a* + •  J'  =  a*  cos  (y  Zo(;  a)  -|-  i  a«  siw  (j/  log  a) 

20)  %(x  +  iy)  =  %  VS^T^+»a«*^«|g(2'r+l>-.^i 

21)  s?w {x  -f-  * J/)  = ^9 stno;  +  * ö ^^^ 

22)  cos(a;  -f~  *y)  = ^^ ^osx  —  * r sma; 

^^.     ,      .      ,    .  .        2sm2a:  +  i(cay  —  c-2y) 

23)  <gn(x  +  ^y)=    ^,^,,.,:^2cos2a; 
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24)  dgn(x  +  $ y)  =     ,^    , 5- ^^ x — ^ 

orx  /      I    •  \       o  (^^  +  e-v)cosa;  +  i(c«'  —  €ry)sinx 

26)  cosec(x-^iy)  =  2  (e^  +  e'psinx^  H^ -^e-y)cos^ 

'  ^      '      ^^  ^y-|.ß-2y  —  2C0S2x 

27)  Sei 

25  =  V(rf^)«  +  y'  +  V^  -  ^)'  +  y^ 
2T=  V(r+"fl;)>4-y^--  V(i  —  xy  +  y« 

-R  =  iS  +  VS«  -  1, 

arcsin(x  +  »y)  =  flt*'^ 5*w  T  -\-  ihgR 

arc  cos  (x  -{-  iy)  =  airc  cos  T  —  i log B.  Vergl.  §.  1,  9. 


80  ^rd: 


28)    Sei 


p_       2x  o  _  ?!jtIL±JfL' 

^«'+y'-  1  V— ^a^(l  _y)a» 

80  wird: 

1  ♦ 

arctffn(x-\-iy)  = -^  arctgnP -}- -^log  Q  «*+y*<l 

=  1  {;r  —  arc^(/w(—  P)}  +  j%(2  a;«+y>>  1 


arc 


ctgn(x-^iy)  =  -^  {ä  — arccfyn^+-pM  — -^%g  :r2+y«<l 

1  1  i 

=  2"  ö^rccfflfn  —  -p  —  jlogQ  x^+y^>  1 


Zusatz  zu  §.  5. 

War  bei  den  cyklometrischen  Functionen  eine  grosse  Vor- 
sicht nöthig,  so  ist  hier  die  allergrösste  am  Platze.  Es  dürfte 
sich  bei  einem  jeden  Problem  die  Untersuchung  auf  dem  Wege 
der  Funkentheorie  empfehlen,  wozu  sich  in  der  Functioneutheorie 
das  Nöthige  findet. 

Wohin  der  unvorsichtige  Gebrauch  führen  kann,  zeigt  fol- 
gendes Beispiel. 
Es  ist 

folglich  auch 

Wir  haben  also 


12  Functionen  complexer  Variabelen. 

Da  nun  e*+*«'^»  ebenfalls  gleich  e  ist,  so  würde  daraus  das 
absurde  Resultat 

folgen,  welches  für  jedes  ganze  n  gelten  müsste. 

CLTC  COS  X 

Beispiel:  -  wird  für  a;  >>  1  scheinbar  imaginär,  wel- 

Vi  —  x^ 

ches  ist  der  reelle  Werth?    Wir  haben 
arccosx  1 


also: 

arc  cos  x   log  (x  -f-  Vx^  —  l) 


-  I  %  (o;  +  VF3^))  ^^p^. 


,  wenn  a;  >  1. 


Vi  —  x^  Vx'^  —  1 

Insbesondere  ist  das  über  die   cyklometrischen   Functionen 
Cresagte  hier  zu  beherzigen. 

§•  6. 

Hyperbolische  Functionen. 

1)  sin  hyp  9  rrr  —  sin  q>  i  cos  hyp  (p  =z  cosq)  i 

2)  arc  sin  hyp  (p  =  log  (9  -|-  Vq>^  -f"  i)  =    /  ,.  = 

J  Vi  +  9^ 

3)  arc  cos  hyp  (p  ==  log  (9  -|-  V9'  —  l)  =    /  ^  = 

5)  arc sechyp w  =  logi  — ul/— -  —  i)  =  _   / —    ^ 

6)  arc cöscc %p a>'=ilog\  — f-l/— -4-l)  =  —   / — /  ^  

7)  c^^  ==  cos  hyp  (f  +  sin  hyp  q) 

8)  sinhypq>  =  ^  (e^p  -{-  e^'P)        cos  hyp  (p  =  i  (ev  —  e-9). 

Vergleiche:     Gudermann,  Crelle's  Journal,  Bd.  6,  7,  8,  9. 
Günther,  Lehre  von  den  Hyperbelfunctionen. 
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Die  Faoultäten. 

1)  Wir  bezeichnen  mit 

a"^  =  a(a  +  rf)  (a  4-  2d)  -I (a  +  «  —  1  d) 

die   Facultät  mit  der  Basis  a,  dem  Exponenten  n  und   dem 
Aagment  d. 

Ist  a  =  1,  so  wird 

l«vi  =  1  .  2  .  8  .  .  .  (n  —  1) 
eine  Factorielle  genannt 

2)  a"'-*'  z=  a(a  —  d)  (a  —  2  d)  .  .  .         (a  —  n  —  1  d). 

3)  a»J®  =  a"       a-*»««*  =  —       a»>^  =  1. 

4)  a— !<»      =  ^  ^ 


(a  —  d)»!-*'        (a  —  d)  (a  —  2 d)  ...  {a  —  nd) 


•1? iMd 

6)       Vo«!«'  =ar 


7)    o«^"'"    =  a^'^^o  4-^dy  ••(« +  ^d  +  n— Id) 


8)    «-f^-'V 


(o-f  «d—  ^d^fh 


i^id 


'        **  —    (a  —  d)«l* 

-T-"W  1 


(a_|d)lh(«-|d-«d)' 


Vergleiche:  Oettinger,  Crelle's  Joum.,  Bd.  33,  wo  die  Facul- 
täten-Theorie  sehr  ausfuhrlich  vorgetragen  ist,  S.  1, 117,  226,  329. 
Weierstrass,  Abhandlungen  zur  Functionentheorie. 
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11) 


FBcnltäten. 

F.inige  Facultäten: 

0!—    1 

5!  —  120 

101  —  3628800 

1!—    1 

61  —  720 

11!  —  39916800 

2!—    2 

71  —  5040 

121  —  479001600 

31—6 

81  —  40320 

13! —  6227020800 

41  —  24 

91  —  362880 

141  —  87178291200 

§.8. 

Identitäten  und  Binomialcoefflolenten. 

A.    Identitäten. 

1)  (ae  —  bd)^-\-(ad-\-bc)*  =  (ac+6d)»+(od  — 6c)» 

2)  (aa-\-bßy  +  (aß  —  bay  =  (a«  +  ft«)(a»+/J») 

3)  (aa  +  6/J  +  cy)»  +  (a/3-6«)»+(ay-ca)»4-(6y-c/3)» 

=  (o» + J» + c»)  («« +  /J» + y*)- 

Sei 

A  =  a«  -\-  by  -\-  cß 

B  =  aß-\-ba-{-cy 

C  =  OY  -\-  bß  -\-  ea, 
so  wird: 

4)  (a-|-J4-c)(«  +  /S-|-y)  =  ^  +  B-f-C 

5)  [a»+i»+c»— Ca6-|-6c+ac)][a»-f/J»+y»— (ot/J-f/Jy-fay)] 

6)  [a»-f  ftJ-f-c»  — 3o6c][a»+/3>-|-y'  — 3«/Jy] 

7)  (a-}-6)(6  +  c)(a+c)  =  (a4-6  +  c)(a64-6c4-oc) 

8)  (a-\-b)(b-\-c)(a-\-c)  =  i[(a4-6-|-c)»— (a»  +  6»+c»)] 

9)  o»(6»  — c«)+6»(c»  — o»)  +  c»(a»  — i«) 

=  (o  — &)(6  — <!)(a  — c){a6  +  ac+ftc} 

10)  (6_a)(c  — o)(c  — 6)  =  a«(c  — 6)  +  6»(a  — c)  +  c«(&  — a) 

11)  (6  — a)(c— a)(c— 6)  =  a(6»  — c»)+J(c»—  o»)+c(a»  — 6») 

12)  (a-|-6-f c-j-d)»-|-(a-|-J  — c— d)«  +  (a+c  — J  — d)« 

+(o+d  — 6  — c)«  = 

13)  (— o+&+c-|-d)«+(a  — 6-)-c  +  «?)>4-(o-|-6  — c+d)« 

+(a  +  64-c— d)»  =  4(o»  +  &»-|-c»-|-rf«). 

14)  (a  +  6  -f  c)»  —  (6  +c  —  a)»  —  (c+o  —  6)»  —  (o-f-J  —  c)» 

=  24abe 
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15)  4  a*6«  c«  —  (ft>  +  c«  —  a«)  (c«  +  a»  —  6>)  (a« + 6«  —  c») 

16)  (a  +  6  +  c)(a+6  — c)(a  — 6  4-c)(— a  +  6  +  c) 

=  2(a«62  +  a2c«  +  6«c>)  — (a*4-6*4-c^). 

17)  (a  — 6)«+(6  — c)«+(c  — a)»  =  2[(a-&)(a-c) 

+  (6  — a)(6— c)4-(c-a)(c  — ft)]. 


B.    Binomialcoefficienten. 
n\ n (n  —  1 J  ■  ■«  (n  +  ^  ~  A;) 

1    'iB^Oaaa/t 


»  (0 = 

^)  G)+g;o=(UI) 

«  '-G)+G)--(-'>'(»)=<-"'Cl') 

4)     (^)=0     .<* 

')  G)+G-.)(0+G-.)(0+-a)=("IO 

»)  cf  )=©+(ni)+(:iD+- 

n,  (•"+") = (-)+(, :: o+(ri')+-(-tT') 

..)  (-+")=a)(7)+a)C-i)-oc-«) 
-)  C")='+(")"+c)*+-+cr 


I 


16  BinomialcoefficieDten. 

^«)  =  0  für -!<«<«> 


§.9. 

Oomblnationslehre. 

1)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Permutationen   von  n  ver- 
schiedenen Elementen  ist  gegeben  durch 

P(n)  =  n\ 
Sind  darunter  r,  8,t, ,  . .  gleiche,  so  ist 

P(n)=    ,    "', 
^  '       r\  s\  tl... 

2)  Die   Anzahl   der  einfachen  Gombinationen  von  n  ver- 
schiedenen Elementen  zur  rten  Glasse  ist: 

Eine  einfache  Combination  enthält  jedes  Element  nur  einmal. 
Die  Anzahl  der  Gombinationen,  in  welchen  sich  die  Elemente 
wiederholen,  ist  fiir  die  rte  Classe: 

C^  _  dn.-]  =  (''-^  +  ^\  =  n(n+l).,.(n~l  +  r) 
"  \  r  )  1.2  ...r 

3)  Die  Anzahl  der  einfachen  Variationen  von  n  Elementen 
zur  rten  Classe  beträgt 

V{n,T)  =  T\{^\  ^nin--  1)  (w  — 2)...(n  —  1  +  r). 

Die  Anzahl  der  Wiederholungsvariationen  von  n  Ele- 
menten zur  rten  Classe  ist 

F[w,r]  =  w^ 
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§.  10. 

Zerlegting  in  Partialbrüohe. 


1)    Sei 


so  wird 


fix)  _       fix)  

I\x)       ll(x—a^)       -^x  —  u,' 


ax  -—  ax 


F'(ax)  dx 

2)    Sei  n  gerade  und  n  >  «*,  ferner 

2x  4-  1  ,         2x 
-! —  n        Ox  ^=  -^  11^ 

so  mrd: 


n  n 


5-1 
a:*»  2  V-,  cosmax  —  xcos(m  -\-  1)«; 


1         fi  -*— ' 


a:*  -4-  1        n  -^         a;''  —  2x  cos  Ux  -\-  l 


ic"  —  1        n  (a?  —  1)  n  (a:  +  1) 


2  .,^-^  X€os(m  +  l)&x  —  cosmft, 


+  n  ^         a;2  —  2  a:  cos  6x  +  1 

1  ' 

3)    Sei  n  ungerade  und  n  >  w, 

a**         ,      ,x  1  ,2     ---^  cosmax  —  x cos (m -\- l) a, 


=  (■ 


''   n{i-j-x)~n    ^  x'^  — 


j:»-|_1  -^   ^^^i^x)   '   n    -^  a;*-*  — 2a:cosax  +  i 

ai"    1  ,2  ^   X cos (m -f- \) ax  —  cosm Ux 

' — 1      n(x — 1)  '   «     -^  x'^ — 'lxcosax-\-i 

Latka,  matbem.  Fonnelntammlung.  2 


n 


18  Factoren. 


§•  11. 

Zerlegung  in  Faotoren. 


•   •   • 


1)  a;~  —  a"  =  (x^  —  a«)  (x^  —  2axcos  —  -]-  aÄ 

Ix^  —  2a X cos n  -f-  a^j 

2)  a:«  -f  a*»  =  (x^  —  2axcos \-  a')  •  • . 

f  rc«  —  2  aa:  cos  ^-^^^^^ —  «  -f-  a«  j 

wenn  n  eine  gerade  Zahl. 

3)  a?"  — a"  =  {x  —a)lx^  —  2axcos—  -f-a')-«« 

Ix^  —  2axcos n  -|-  a^j 

4)  ar*  +  a"  =  (a:  +  «)(^*  — 2aa:cos~  +  aM--- 

(x^  —  2axcos ^~"    jr -f- a* ) 
wenn  n  eine  ungerade  Zahl. 


Arithmetische  Progressionen. 
§.  12. 

Arithmetische  Progressionen. 
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Gegeben 

Gesucht 

Formel 

a    d    n 

l 

l  =  a  -h  (n  —  l)if 

a    S    8 
a    n    8 
S    n    8 

2  = a 

n 

a    S    n 

a    d     \ 
a    n     \ 
S    n     l 

8 

s  =|-  {aa  +  (n-  l)d) 
a  +  l       I»  -  a» 

'  ~    li      '      as 

s  =IL(2l-(n-l)&) 

a    n     l 
a    n    8 

a      l     Sk 

d 

n  —  1 
^       28  —  2an 

,  _  "»zu 

u         »        O 

a     l    8 

~  28  —  1  —  a 
^  _2nl  —  28 

n(n  —  1) 

a    S    l 

• 

fl 

^    1    ^  —  <» 

a    S    8 
a     l    8 

(T  —  ;8  a    ,    \l2  8    ,    C;>  a  —  d)» 
«=       ;2j       1   K   ^     1          4rfa 

2s 

**        a  +  l 

S      I      8 

^i  +  cf    ,    \I^2\-Vö^~        2h 

cf    n     l 
d    n     8 

&       l      8 

n     l     8 

a 

• 

a  =  l  —  (n  —  l)d 

8         n  —  1   ^ 
a  = —  <f 

a       '"'        l 
n 

l  ^  a  +  (n  —  l)(f 
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Geometrische  Progressiünen. 


§.  13. 

Oeometrische  Progressionen. 


Gegeben 


Gesucht 


Formel 


a 

e 

n 

a 

e 

8 

a 

n 

8 

e 

n 

8 

a  e  n 

a  e  l 

a  n  l 

e  n  l 


e  n  l 

e  n  8 

e  l  8 

n  {  8 


a    n    l 


a 

n    8 

a 

l     8 

a 

l     8 

a 

e    l 

a 

e    8 

a 

l      8 

e 

l      8 

l 


8 


n 


l  = 
l(s 
l  = 


g  -[--  (<^  —  ^)^ 
e 

(e  --  7)«gw-i 


«  =  a 


en  —  i 


8   = 


€  —  1 

le  —  g 

e  -  1 


8 

?    = 


{ —   -^^  (-^   — ^ 


g  = 

g  = 

g  = 
a(8 


l 


(e  -  1) 


8 


(e^  —  1) 

le  --  (e  ^  1)8 

—  g;n-i  —  1(8 


—  j;n-l  =  0 


n—1 


e  = 
en  -. 
e  = 

cn  - 


Vi 


=  *0 


s        ,   «  —  g 
a  u 

(8  —  gj ;  (s  —  l) 

cn— 1  -| .  =  0 


K  —  I 


S   —   / 


Zof/  ?  —  ?o,7  g 


n  = 


n  = 


n  = 


n  = 


+  i 


Zo(/  {a  -\-  (e  —  l)s)  —  lofja 
log  e 
loql  —  logg  , 

toy  (*■  —  u)  —  loy  (s  —  l)  '^ 
log  l  —  lopQe  —  (e  —  1)  a) 
löge 


l 

8 


=  g 


c  —  i 
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§.  14. 

Einige,  insbesondere  höhere  Progressionen. 

1)  Die  Reihe 

li>,     20^+  1)     3(i>  +  2)... 
hat  zum  allgemeinen  Glied 

ün  =  n(p  4-  w  —  1), 
und  zum  Summenglied 

g„  =  in(n  +  l)(3p  -f-  2n  -  2). 

2)  Die  Reihe 

I>Q^    O  ~  1)  ((Z  -  1).    (i>  -  2)  (g  -  2)  .  .  . 
hat  zum  allgemeinen  Glied 

«n  =  (i?  —  w  +  1)  (3  —  n  -f  1), 
und  zum  Summenglied 

9n  =  \n  {(^pq  -  (n  -  1)  (3i)  +  3g  ~  2n  +  1)} 

3)  Für  eine  Reihe 

ai  as  Os  a4  .  .  . 
ist  ^ 

d  Ui  d  a^  d  a^  ,  .  ,     die  erste  ] 

^«tti^^a^...       „    zweite!  DiflFerenzreihe. 
d^üi  .  ,  ,       „    dritte] 
Das  allgemeine  Glied  ist  gegeben  durch: 

Das  Summenglied  ist  gegeben  durch: 

Man  beachte,  dass 

^*  tti  =  03  —  2  Oj  4"  ^1 

J^Ui  =  a4  —  803  -(-  3aa  —  ai 


•  •  • 


« 


22  Figorirte  Zahlen. 

allgemein    * 

und  für 

r  ^  m 

J^  an,  =  0, 

wenn  die  Progression  von  mter  Ordnung  ist,  d.  h.  wenn  sie  nur 
m  Differenzenreihen  besitzt. 


§.  15. 

Figurirte  Zahlen* 

Sei 
1     1,    1  +  «,    1  +  2Ä,      1+3«,      1  +    4«,      1  +    5*... 

Bilden  wir  die  Summenglieder 

II  1,    2 +  Ä,    3  +  3«,      4+6*,      5+10d\      6  +  15Ä... 

III  1,     3  +  5,    6  +  4«,    10+10«,    15  +  20«,    21+35«... 
So  werden 

II    Polygonal-] 

III    Polyedral-I  ^^^'^  2«°*°°*- 
Sei  in 

1)  II    «  =  1  (Triagonalzahlen)       1,  3,  6,  10,  15  .  .  . 

2)  «  =  2  (Tetragonalzahlen)    1,  4,  9,  16,  25  .  .  . 

3)  III    «  =  1  /Dreiseitige!  pyramidalzahlen^  ^'  ^'  ^^'  ^^^  ^^••• 

4)  Ä  =  4  ^Vierseitige  J  ^yiaraiaaizanien^  ^^  ^^  ^^^  ^^^  ^^ 

So  wird 

Reihe  Allgemeines  Glied  Summenglied 

n{n  +  1)  n(w+l)(«  +  2) 


1) 


2)  n» 


3) 

4) 


1.2  1.2.3 

n{n-\-  l)(2n  +  1) 
1.2.3 

n{n-\-  l)(n  +  2)      n(n  +  l)(n  +  2)(n  +  3) 
1.2.3  1.2.3.4 

n{n  +  l)(2n  +  1)  n{n  +  \y{n  +  2) 

1.2.3  3.4 


r 
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Femer  ist 


1)^ 

Sn(n+1)    _j n (n -{- 1)       e**  nc*      i    ^**  —  1 

r72~  ~      1.2      ■  7^IT""(e— 1)«"^(6— 1)»* 

Ueber  Progressionen  und  figurirte  Zahlen  vergleiche:  Neun 
Abhandlungen  über  ebenso  wichtige  als  interessante  Gegenstände 
ans  der  Algebra  und  niederen  Analysis,  von  Lefebure  de 
Fourcy  etc.,  Stuttgart  1844. 


§.  16. 

Convergenz  -  Kriterien. 


^Un  =  W,   +  «j-  +  1*3  + 

ist  convergent,  wenn 


1 


lim  -^^  =  lim(Ux)    <Z  1        limx  =  od 

fix 


\)   wenn  es 

^ 2*~' u^x-i  ist    (Cauchy) 

nU(xf)    (Schlömilch) 
2)   wenn 


3)    Ist 


so  muss 

4)    Ist 
so  muss 


lim  x*"  Wx  =  0    r  >  1 

Zinjxjl  — ^j>l    (Raabe> 

«x^-l  _  1 

«X    ~  1  +  a' 

limxa  >  1     (Stern) 

tix-n n*  -f-  an*""*  -[-... 

u«         n*  + -4  w*-*  4- •*•' 

-4.  —  a  >  1     (Gauss). 


! 


24  Convergenz  -  Kriterien. 

Eine  Reihe  ist  1 ,.  |  vergent,  je  nachdem  das  erste,  nicht  ver- 
schwindende Glied  der  Reihe 

F,  =r:  lim  Llogx  -  ^^^^  (x  -f  1)  %  (x  -f  1)1 

Vp  ^lim  \u  xlog^x  —  !li±i  Ä  (x+1)  V(x+l)l 

l  0  Um       0  J 

positiv  1  .  ^ 
..  1  ist. 
negativ] 

Zusatz    zu   §,   16. 

Die  Theorie  der  Reihen  ist  in  der  neueren  Zeit  besondci-s 
ausgebildet  worden.  Da  sie  zugleich  die  Grundlage  der  neueren 
Functionentheorie  ist,  so  werden  wir  das  Wichtigste  in  der  drit- 
ten Lieferung  mittheilen.    Folgende  Bemerkungen  mögen  genügen. 

Bleibt  die  Function  F(£!)  innerhalb  der  Radien  r  und  B  um 
den  Punkt  c  synektisch,  so  wird 

+  00 

F(:s)  =  ^^  A,  {z  ^  cy 

0 

für  jedes  q^  für  welches 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  nach  c,  so  wird 
F{z)  -  2'  ^^  ^^ 

CO 


A»=  ^   r  F(e^)e-'''f^d(p. 

0 

Ebenso  für  zwei  Variable 


} 
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OD 

0         0 

Lassen  sich  die  Integrationen  nicht  ausführen,  so  bedient 
man  sich  der  mechanischen  Quadraturen,  deren  Wesen  im  Fol- 
genden besteht.    Sei 

e  =  ^,    g>  =  A  — , 
SO  wird  e  eine  Wurzel  von  g*  =  1  und  wir  erhalten 

^  2^"^*)^""  =  ^"  +  ^»+«  +  ^»+««  +••• 

00 

1 

Man  erhält  also  -4«,  indem  man  das  arithmetische  Mittel  von 

F(€fr*)er**r* 

9?  =  0.     1- — ,     2 ,  ...     (x  —  1) 


oder 


für 


für  hinreichend  grosses  x  nimmt. 

In  Bezug  auf  die  Gültigkeitsgrenzen  merke  man: 

Sei  f(x)    für    x  =  Xq,  Xi,  a^j,  .  .  .  a?x 

discontinuirlich,  so  gilt,  wenn 

niodxQ  >>  modxi  >....>>  modxx 
angenommen  wird,  die  Entwickelung 

/(x)  =/(0)  +-ffl  X  +  =^  X»  +... 

SO  lange,  so  lange 

modx  <Z  modxxi 

wobei  X  allgemein  complex  angenommen  wurde. 
Bleiben  die  Glieder  der  Reihe 


26  Convergenz  der  Reihen. 

V  =  Uq  -\-  Ui  -\-  Uq  +••• 
stets  positiv,  und  ist 

«0  >  «1  >  w«  > 

ferner 

a 

Undn 


•  t  • 


/ 


endlich,  so  convergirt  die  Reihe  K 

Wir  geben  hier  noch  die  Definitionen  einiger  Begriffe,  die 
sich  hier  am  besten  anschliessen.  (Weierstrass,  Abhandlungen 
aus  der  Functionentheorie,  S.  69.  Vergleiche  auch:  Biermann, 
Theorie  der  analyt.  Functionen.) 

„Es  seien  unendlich  viele  rationale  Functionen  einer  Ver- 
änderlichen X  in  bestimmter  Aufeinanderfolge  gegeben 

/o  W,  /i  (x%  fi  (x),  .  .  . 

Die  Gesammtheit  derjenigen  Werthe  von  a?,  für  welche  die 
Reihe 

v-O 

einen  endlichen  Werth  hat,  nennt  man  den  Convergenzbereich 
dieser  Reihe. 

Eine  unendliche  Reihe 


00 


2/" 

r— 0 

deren  Glieder  Functionen  beliebig  vieler  Veränderlichen  sind, 
convergirt  in  einem  gegebenen  Theile  B  ihres  Convergenzbereiches 
gleichmässig,  wenn  sich  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen 
positiven  Grösse  -d  stets  eine  ganze  Zahl  m  so  bestimmen  lässt^ 
dass  der  absolute  Betrag  der  Summe 


CO 

V 


U14 

2/' 


für  jeden  Werth  von  n,  der  ^  m  ist  und  für  jedes  dem  Bereiche 
J8  angehörige  Werthsystem  kleiner  als  d  ist. 

Soll  die  Reihe  in  demselben  Bereiche  zugleich  unbedingt 
convergent  sein,  d,  h.  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  den- 
selben Werth  haben,  so  muss  es,  wie  man  auch  d  annehmen 
möge,  stets  möglich  sein,  aus  der  Reihe  eine  endliche  Anzahl 
von   Gliedern    so    auszusondern,   dass  die   Summe   von   beliebig 
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vielen  der  übrigbleibenden    für  jedes  der   betrachteten    Werth- 
systeme  der  Veränderlichen  kleiner  als  ö  ist." 

Ueber  Reihen,  die  je  nach  der  Anordnung  der  Glieder  ver- 
schiedene Summen  besitzen,  vergl.  Schlömilch,  Uebungsbuch  IT, 
§.  23;  Weierstrass  212,  V,  VI,  VIL 


§.  17. 

Die  allgeineinen  Relhentheoreme. 

1)    (Taylor) 

a-c  +  Ä)=/(x)+/(:i:)*+/''(a;)^  +  ...4-/(n)(a;) 


iJ»+i  =  ^f(x-\-h-y)''ß'H9)dy 


==(„  +  !)(!  _ö)«/(»+«(x+öA)^j^^O<0<l 
2)    (Maclaurin) 

/w=/(«)+/(«)^+/"(«)^-^^+- 


+/"Ka)^-^^"  +  B.^. 


m 

Ä.+.  =  ^fix-yYr'H.y)dy 


=  („_|_T)(l_ö)»/(«+0  j„  +  ö(x  _a))^-|-^ 
3)    Speciell  für  a  =  0 

a^)=/(0)+/'(0)fJ+/"(0)U+--/<"'(0)fj+i?*ti 


(n  +  lj! 


28 


Reihen. 


4)/(x)=/(«)  +  {/'(a:)^[v(^) 


«  =  « 


+  ä(^«[w]><'''  + 


x=sa 


Die  Reihe  von  Bürmanu:  Hindeburg's  Archiv  II,  S.  499 
(1798). 

5)    Ist 

x  =  a  +  (p(x), 
so  ist 

Reihe  von  Lagrange. 


§•  18. 

Allgemeine  Reihen. 


1)  «-=1+1 +S+S+-+5+- 


o;  und  a 
beliebig 


o; 


n 


X^       x^  x^**~^ 

4)    sinx  =  x~^  +  -,- (-l)"77n: — r7.  +  -" 


3!   '   5! 


(2n—\)\ 


X 


2n 


X  beliebig. 


5)      COSX=l-f  +  U_...(-l)n^  +  ... 

6)    ton.  =  .  +  |.3+^,:.4.^^,,+_|L,,4._i3|_,n+... 


7)    cotgn  x 


(2/0! 

11  12^  1      y 

^~3^~45^  ""945^  ^4725^^ 


8) 


(2a;)2" 
^'~-^(2^"~ 
a;2  ,  5:r^   .  61 


93  555 


a;» 


n 


scca;-l+^,+:^+^jj« -f-..-+^-2^^»x^«''+...a;<  2 


2!  '    4! 


6! 


r 
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13  5  35  63 

2.4.Ü...2«         2«-t-l^         *  ^1. 
XB.  arcstnx  =-5-  —  arccosx. 

11)    ardgnx  =  x  —  -^x^  +  -^x^ ( — 1)"-; r-7  +  -"ic*^l 

I  3'5  ^       ^  2n-\-l   ^  ^ 

=  ^-.1  +  1.1 (-lY— —   x^>l 

2       a:    '   3     X»  ^      ^  2«-|~l  a;«»  +  i        = 

XB.   arctgnx  =  -ö-  —  arccotgnx. 

arctgnx  =  —-  —  arctgn  — 
12j    Man  beachte,  dass,  wenn 

'   ist,  und  /(ar)  =  e  gesetzt  wird,  so  dass  x  =  (p(3)  resultirt,  dass 

,    dann 

e  =  (h  +  »1  <P  (^)  +  «2  9>  W^  +  • '  • 
wird.    So  folgt  beispielsweise  aus 

arcsinx  =  ^  +  ß-  ^'  +  775  ^*  +'•• 

1  3 

£  =  (sin  ^)  +  -p-  (sin  xr)»  -|-  —  (sin  £f)s  +  •  •  • 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  die  inverseu  Reihenentwicke- 
langen. 


30 


Beihen  mit  Bemonlli^s  Zahlen. 


§.  19. 


Reihen  mit  Bernoulli's  Zahlen. 

2n(2n-l) 

2n(2n^l)(2n~2)(2n-^3) 
+ 172X1 ^,„-4+--(-l)  =0. 

p_l     R_l     7?_1     7?_1     7?_5     7?-^^^ 

i?,  =  1,  ^4=5,  J?6  =  61,  J5s  =  1385,  Bio  =  50521,  J?i,  =  2702705. 


**/        ^      I      o«x    ~r   Q2x     T 


2ax-i 


2«j 


32 


4)     1  +  3^  +  5^  + 


(2x)l 

3j2n   2g"—l 

2      (2  w)! 


Ä*'  J?2x-1 


-B2n— l 


1                 1                               2^*»  —    1 
5)       1 --4--- ..-r^ r-  Ä^n^a^      . 


22: 


32, 


G)     1 ^  4-  -- 

^  32«      «^   521» 

7)    Sei 


(2n)l 


(2w)l    2'^«+2 


«=» 


SO  wird 


n- 


srs 


:r4 


JT 


5 


y(^)  =  6-9(3) ^,^,^3^^..  o'(4)  =  yy,  y (5)  =,.^5^1,1,, 


945 


2295,286 . . . 


9(8)  = 


jr' 


9450 


gx      Q  J_  ^  _  1  _L  JL  ^    ^A 

_  m(m4-l)(m  +  2)I/,  _ 


Logarithmische  und  Ezponential- Beiheu. 
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Vergleiche:    Schlömilch,  Comp.  II,  p.  211  et  ssq.  besonders 
für  die  Reihe: 


^+i+i+ 


1=0,5772156649. ••  +  %a:  +  5i- 

2a;«~^4x* 


Viele  hierher  gehörige  Summen  und  Keihen  findet  man  bei 
Euler,  Einleitung  in  die  Analjsis  des  Unendl.  L  Bd.  Deutsch 
von  H.  Maser,  Grunert's  Archiv  I,  IlL  Grelle,  Joum.  IV,  26. 


§.  20. 

Logarlthmisclie  und  Ezponential -Reihen. 


-^  2 


rc  >  0,  wenn  ä  >  0 ;    «  >•  Ä,  wenn  ä  •<  0, 

=)  '^:-^=^i^+Ki)+Ki)'+- 

1  /  1  \2»»+l  1 

7)    logx  =  ^  Zo^(a:  +  *)  +  2"  '^^(^  —  *) 


32  Logarithmische  Beihen. 

8)    logx  =  ^  log(x  +  *)  +  2  ^^^i^  —  ä) 


s 


-4-1— *i--^i^— ^i— V 

9)    log  (a;  -f-  2)  =  2  log  (a;  +  1)  +  log  (a;  —  2)  —  2  log  (x  —  1) 

Reihe  von  Borda. 

{7?  1        RS 

+  46^^"  +  - "^^^-'^ 
11)    %cosa;  =  — 1(2»— l)2^a;«  +  ..- 


2>^>-2 


=  —  2"  I  ««*a; -)-■„■  sin*  a;  -|-  -^  Sin«  a;  -j 

+  -sin'>''x-\----^>x>~j 
12)  %  «^  a;  =  Zo^  a; -|- 1(2  —  1)  2> -^  a:»  +  • . . 

1  (22»-i  _  1)  2»»  ^?-"-^|  a;=»  -f- . .  .1 
n^  ^       (2n)!         '       J 

7         1    1    ,  ,    7     ,  ,     62     ,  ,     127      „ 

+  6Ö825-^'"  +  -2>^-2 
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13)  e^  =  e(l+x-\-^^x*-\-^x»-\-f^x* 
,,,       .  ,    ,         ,0!»        3a:*       8a;»    ,    Sa;«    , 

.  ^*)  ^'  =  i+*+2!-^-^  +  -6r-i- 

15)  ^--=«(^1-^  +  -^--^  +  ... 

16)  e*^.  =  i  +  -,  +  |!  +  ^'  +  ^  +  ... 
^   17)  e-««...  =  i+a;+|J  +  ^'  +  ^  +  ... 

,8)  e««.p.x  =  i4.a;_^|_|_^_... 


,,,-    ,     sinx  X*        X*  X* 


a;  6        180       2835 

22)    £li£:!a,sa;  =  l-||ic«  +  |^a;»-... 


•  •  • 


^    e»— 1~         2*^6  2!       304l"'"426l       308M"* 


§   21. 

Arcus  Sinus-Reihen. 

IX    r  -.o  ,  I    2  rc*  ,  2.4a:«  ,   2.4.6  rr»  , 


2)    [arcsin:r]3  =  0:3  +  1} 3^(1+^) 


X' 


+li3^-^*-0+i+i)-^^+ 


Latka,  mathem.  FormeliiBamiulaug.  3 


s^-  ; 


34 


3) 
4) 


Sinus -Eeihen. 

X^    ,      2      ,         2.4 


Vi  —  x^ aresin X  =  x  — -q-  +  ö-t^* —  "' '    ar^-f- 
arcsinx  ,    2    .  ,  2.4    ,  ,   2.4. G    ,  , 

Für  1)  bis  4)  a;»  <  1. 


§.  22. 

Sinus-Reihen. 


1) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 
10) 

11) 


12) 


sin  fp  -f-  sin  2  g)  -f-  •  •  •  sinmp  = 


.   wop    .   n+1 
Siw  -~  stn  — jr —  (p 


:sm 


2 


sin  9P  -f-  sin  3  <p  -)-  •  • '    sm  (2  w  —  1)  <p  =  sin^  n  <p :  sin  q) 

-  .  „      ,    2   sm*  a:  ,  2 . 4  sin^  x  . 

x^  =  stn^x-i 7z \~ 

~  3       2*    ^3.5     36    ^ 


• .  • 


1     .  „         1.2..  ir  ^     ^n 

XCOSX  =  SmX  ^-^  Sm^  X  —  ■;;—rStn^X — t<C^<-7 

o  o .  D  4  4 

%(1  +^)  =  sinx—-^sin^x-\'-^sin^x-^j^sin^x-\ 


X 


tgnx 


12 
,       1    .  ,  2     .  ^  2.4 


sin^  X 


tr  tn  1  1 

-^  =  smg?  — -^  sm29-(-— stn3<p — ;r<9<;« 

7t  11 

-j  =  sinq>-\'-^sin^(p-\-'^sinf>(p-\ 3r>9)>0 


%  11 

--  ^  =  ,vj/n9)  — —sm 3  9)  +  — siwöy jt^^)^— ä 

Ä  2      .    _       ,     4      .    ^ 

--  ^ös  9>  =  — -  sm  29-1-  ^—  .SV«  4  9 

+  r-7  s m  6  gj  -| 0  <  9  <  sr 


5.7 


JT  sin  aq) sin  (p  2  sin  2  g) 


13)     IT 


2  smaTT  ~~  P  —  a2       22  —  a 
TT  (^^  —  er-o^ sin  q) 


2    ' 


y—a7t 


2 sin 2<p    : 
1«  4-  o»  ~"  23  +  a«  "'^ 


—  3r  <;  g?  <;  JT 


;r  <C  9  <C  31 


i. 


Binus-  und  CoBinus-Beihen.  35 

14) 2: — i — -  z=  xstnw4-x^  stn  2  q> 

'     1  — 2  a:  cos  9-1"^ 

-|-a:8sm3  9)-[----    ir'<l 

15)  arc^o :; —  z=  xstnw4-  -TrStn  2  q> 

^         ^  1  --xcosq)  ^   '    2  ^ 

ö 

i6)-flrcfff     ^  =  X Stn q) -\--^ stnSfp-f- -^ sm6 q> -j x^<^l 

i^x      •  -      I     .  «n      I  •  o  w      <?os(nH- l)a;smna? 

'  2  2sinx 

Zusatz  zu  §.  22  ff. 

Es  ist  vielleicht  rathsam,  auf  einige  divergente  Reihen  auf- 
^     raerksam  zu  machen. 
I  Setzt  man  in  der  für  x^  <^  l  geltenden  Entwickelung 

=  1  +  a?  +  ^'  i  ^*  +' 


>•  •  0 


l  ^  X 

x=z  r  (cos  g>  +  i  sin  9),  so  werden,  so  lange 

modx  <  1, 
also  so  lange 

auch  die  daraus  hervorgehenden  Reihen 
rsinw  , 

1  +  rcosw  ,    , 

1  HF  2rcos<p-j-  r^  ="  ^  ±  ^'^'^  +  '"<^os2g>  ±  ... 

gelten,  nicht  aher  für  r  =  1,  demnach  sind  die  Reihen 

1  +  cos  g?  4"  C05  2  9  +  cos  3  op  -I-  •• . 

and 

sin  <p  +  sin  2  9  -f"  5^**  3  9  i  •  •  • 
divergent. 

Wie  man  andere,  hier  nicht  vorkommende  endliche  Summen 
bilden  kann,  liegt  an  der  Hand.    So  z.  B.  aus 

2cos^x  =  1  -|-  cos2rc 
wird 

2  ]^«  cos^xa:  =  «  +  ^*cos2xa?. 
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Cosinus -Beihen. 


Nun  ist  aber  §.  23,   Formel  l),  '^cos2xx  gegeben,   also 
haben  wir 

2  y  cos^xx  =  n    i^os^^^^(n  +  l)x^ 
-^-^  '  sin  X 


§.  23. 
Oosinas-Reihen. 


1)  l-f-cosq)-{-cos2(p-j-*"  cosn(p  =  lcos-^stn — ^ —  9  j:sm~ 

2)  lag  cos  ^  =  —log2-\-cosq>  —  -^  cos  2  qp 

1  Ä 

+  jCos3<p o<9  <~ 

m  1 

log  sin  ■?  =  —  ?ö5r2  —  cos  9  —  -5-  cos  2  9 


3) 


1  X 

—  jCOSSq) 0<9<- 


4) 


5) 


C) 


7) 


j(j  —  V)='^o^'P+JirosB<p-\--^cos5q)-j----  0^<p^n 


n     .  1 


cos2(p       cos  im       cosGai  n 

__ 0<9<- 


1.3 


3.5 


8) 


9) 


n  €f^^-\-e-^^ _1 acos(p  j,acos2q> 

n  cosaq> 1   ^^  a  cos  <)p        a  cos  2  9 

"2  san  a  ;r  ~  2ä    '    l«  — o«  ""  2«  —  a> 

.    acos^q> 
+  32  _  ^a —»^9^« 

1  —  XCOSfp  ,    ,  , 

T n :: ; — ;  =  l+a?coSGp  +  a:'cos2<p 

1  —  2  a;  cos  qp  -(-  rr'  '  ^   '  ^ 

— ^— ^— -        '  ■•  » 

—  ZopVl  — 2Ä;cöS9?-f-Ä:«  =  a;cos9+  o"  ^*^^^2g) 

4--Q-aJ'e;os3  9  +  ..*    a;2<l. 


Seihen.  37 


§.  24. 

Einige  oft  gebrauchte  Reihen. 

^^    ^^y==  l-acosx     y  =  <^smx  +  ^aUin2x 

2 

^ 1 

2)  igny  =  ntgnx  y  =  x  -\ -r— ^  sin2x  I 

'  I 

3)  cosy  =  cosx  A-  h     y  =  x : 77 cotgn x  (—. —  j 

'         -^  '  ^  smx      2      *^       \sinxj 

4)  siny  =  sinx  -{-  h     y  =  x-\ |--?r^^wa;( )  -f.... 


a;    .    1  .      a; 


5)    j  —  2cotg2x  =  tgnx-{-  •^tgn'^-\-jtgnj'] 

Ueber  Sinus  und  verwandte  Reiben  s.  J.  Fourier,  Analyt. 
Theorie  der  Wärme,  übersetzt  von  B.  Weinstein,  Berlin  1884. 
(Theorie  und  Literatur.) 

Vergl.  auch  Schlömilcb,  Compendium  II,  Braunschweig 
1879. 


\ 
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Binomial  Reihen. 


§.  25. 

Binomial-Reilien. 


6)    (1  -  X) 


5)     (l+x)-  =  l-(;;)a.-f("t>*-- 

(-K:)(tt-J+- 


««<  1 


«»<  1 


7)  (i-i-xy 


«>  — I 


tn 


8)  (1  ^xf=i +^.-^(!^..+ »(»'.--)p»»r").»- 


1.2.m2 


1.2.3.m3 


'^       ^  1.2.3... x.m*  '  ^ 


n 

m 


9)    (1-ic)  =1 


n^         n(m — n)   ^  _^  n(iw— w)(2m — n)  ^ 
m^"~  1.2.m3^  1.2.3.m8       ^ 

w(w  — n)...[(x—  l)m  —  n] 


1 . 2 . 3 . . .  X .  I»* 


ic*  -j a;«  <  1 


BiDomial  -  Reilien.  39 

I     7      .        21      ,  , 
^  256  1024     ^ 

1       1       I   3    ,       5    -  .    35    ,       63    , 
I    231    , 

=  1+ 3^-9  ^'+81^'-243 ^'+729^* 

154 


6561 


««  + 


1  1       ,1.4  1.4.7    ,  I   1.4.7.10    ^ 

^     fl+^~  '3^'*"3.6'"       STO"^ '^3.6.9.12'^ 

^^     ^        3.6.9...3X  ^  ^ 

1       1    2    ,      14    ,  ,    35    ,       91     , 
=  1- 3X+9  x«-3J-x>+2-43^*-729^* 

^6561 


14) 


ii^^r='+»'+^^'- 


,  nfw4-4)(n4-5)„.  , 
"•"  1.2.3  "•" 


f 

i 


40  Binoiuial- Reihen. 


15) 


1) 


n{n  —  4)  (n  —  5) 


1.2.3 

1 

I  1     11      7    .  24.4.7 

X*  — 


2447 


5760 


16)  (l  +  a;)'=e{l-ia;+llx»-jlaj»-f 

17)  V\-\-ax-\-l)x*-^cxi-{-dx*  =  l  +  |-«+-^(*- j)«' 

18)  fr  +  7=l  +  i«=-|x«  +  j^g^._... 


25    '  125 


55   , 


6     72    '  1296  • 


8     138    '  1104 

68 


.5'  — 


•  •  « 


X^  •  •  • 


fl+a;=l  +  l:r-la;»  +  2i87 


§.  26. 

Polynomial-Rellien. 

«  +  px  4"  y^'  -j- . . .  '  •  ' 

'^  J.«  —  a  =  0 

Ca -f  J5/S  +  -4y  —  c  =  0 


Polynomial-BeiheD.  41 

2)  [a-^bx-^ex*-\-      ■]"  =  Ä -\-  B x -\-  C x* -\ 

A  =  a* 
aBzrrnbÄ 
2aC  =  (n  —  l)bB  -^  2ncA 
3ai)  =  (n  —  2)6C  +  (2»  —  l)cB-^3ndA 

3)  1og(l  4-  o«  4-  Ja;«  H )  =  Ak-\-  Bx^-}-  Caß  -{ 

A=:a 

B=  —  \Aa-\-b 

C  =  —  lBa  —  lAb-\-e 

I)  =  —  iCa  —  ^Bb  —  \Ae-\-d 

4)  <-*+&*•+«»+  •  ••  =*Af^  B x^-  Cxf... 

A  =  a 

5)  ay  -f  6y»  +  cy»  -| =  Ax  -\-  Bx^  -j-  Cx^  -j 

y  =  aar  +  ßx^  +  yx^  +  •  •  • 
^  =  aa 

C  =  ay  -\-  2baß  +  c«» 

2)=  a«  +  i/J3_(_  26ay  4-3ca«/J  +  da*. 


§.  27. 

Recurrente  Reihen. 


Sei    m  <r  n    und 


so  wird  für    x  >  m 


C  =  fi  Cjt—i  -t-  r j  Cx-9  -[-•••      r«  Co      ^*  ^^  TT 


0 


Die  GoefGcienten 

f  1  r2  •  •  •  ^« 
werden  nachMoivre  die  Relationsscala  {scala  relationis)  genannt. 
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Reihen. 


Es  ist: 


allgemein 


60^0 

61  Co 

6a  Co 


0 

6ci  =  0 

hl  Ci  —  Jo  ^ 


=  0 


Cx  = 


(nj): 


ao  60  0 0 

ai  61  60  0 0 

03  &3  &i  &o  0  0 


Ox  6x  6x-i 61 


§.  28. 

Suxnmirung  einiger  Reihen. 

1)  Sei 

Un  =  {Aq  -\-Ain-] Ar  w  j  a;"-^ 

Man  sucht  die  Summe  S«  der  ersten  w  Glieder.     Man  setze 

Sn  =  {«o  +  ain-l o^n^}x^  —  ü^ 

und  beachte,  dass 

Sn  —  S„-i  =  «„  a;«-* 
so  folgt: 

(a;  —  l)ao  +  «1  —  «2  4-  «3  —  •  •  •  =  A 

(a;  —  1)  ai  -(-  2  «2  —  3  «3  -f-  4  «4  —  •  •  •      =  -4i 

(a;  —  1)  «3  -(-  3  ttg  —  6  «4  -j-  10  «5  —  •  •  ■    =  ^j 

(a;  —  \)cCr  =  Ar 

2)  Sei  a;«  <;  1  und  die  Reihe 

iS  =  of^  a;  -|-  «,  a;*  +  «3  a?'  4-  •  •  • 
convergent,  so  ist: 

Mit  Hülfe   dieses  Theorems  lassen   sich  viele  Reihen   sum- 
miren. 


Beibeutheoreme.  43 


§.  29. 
Diverse  Reihentlieoreine. 

1)    x-\-(l-x)log(l-x)  =  Y:^x>-\-^x^-\-l^x*-\-..-x^^\ 

V  2** -2 2 — ^''^(^-^>=i:2:3*'+o:4^ 

+  37175^'+- 

Klügel,  Mathem.  Wörterbuch  IV,  S.  580. 
1.3.. .2«  +  !  ar  _       1  1  1 


6) 


2.4...2W  +  22         2w  +  3^   2     2n  +  5 

,1.3  1         ,  /   a;»-+a     , 

l,3...2n  — 1  3g  _       1  1  1        I    V ^ V       l 

^     2.4...2n  +  2  2  ~  2n-(-l       2  '  2«-|-3"'~  2  \2y  2w  +  5 

2.4\2/   2^^4-7^ 
Klügel,  Hindeb.  Archiv  II,  p.  60. 
1.3...2n~l  n^      nHn~.l)3 

^         2.4...2n  ""      ^1-^^      ia.2« 

.  n»  (»^  —  l)Hn  —  2)a  ■ 
'  12.22.3«  "*" 


• « • 


Satz  von  Lagrange:    Euler,  Acta  Petrop.,  1781. 

1    f      6«^4-g-«^        I  _       1       .        1 ^ 1 , 

2a2r^e«''  — e-«^        J        l  +  tt*-«"^4+ a3"^9  +  a'^"^ 

7)        ^     fi  ^^^      1         =_1 1 L  _i 

'^      2a  1        ^«  — e~«''J  l-fa2      4  +  a2'^9  +  a2 

8j     _^[ l I  ^  _        1        ,  1 

^     2tt6      2a»  '        /^        \       ai  +  62"ra2 


aiVe*  -i;      ^        ^ 


^a2  +  962^ 


44  Reihen. 

b  —  a 

n  COS  — pj 7t  c\x  n 

^  .    J  +  a  .    b  —  a     ~     ^n^  —  b^      4»«— a« 

n  sm  -^ —  7t  —  nstn  -^ —  ^ 

Euler,  Com.  Petrop.,  Tom.  XII.    Novi  Comment,  Tom.  HI. 
10)    Es  ist: 


a;  2a;»         .  3x«  4a;io 


V-x     {\-x){\-x^)  '  (l-x)(l-a;«)(I-a;»)    (I-a;)(l-a;aXl-^^)(I-^^J 

{\-X){\-X'^)(\-X^){l-'X^){\-X^) 

Lambert'sche  Reihe:  die  erste  Transformation  rührt  von 
Clausen  und  Scherk,  die  letztere  von  Eisenstein  her. 

Sei 

+  1-^,+  l-^  +  ---   ^A,X'^A^X'^^'"ArX^-\-'- 


1  —  X  ^    1  —  a;»'    1—  a;3 
und 

wobei  J,  m,  n  Primzahlen  sind,  so  wird: 

^.  =  (A  +  1)  (^  +  1)  (i;  +  1)  .  .  . 
üeber  diese  Reihe:  Lambert,  Acta  helv.,  III.  Tbl.    Grelle,  IX. 

11)    m  =  ±Q±^{-lYQfia-h) 

Vergl.  Mathem.  Ann.  Bd.  3,  S.  311. 
12j    Sei 

Wx  =  w»-i  -|-  ttx-2    also     1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  .  .  • 
so  ist 

Sn  =  Wn4a  —  2 

Sei 


^  _  1  +  V5       •       1-1/5 
a=— 2 &  = 2~"' 


so  wird: 


BeiheD.  45 


«,=-L{o»+«  -6-+»} 

«ä  —  M,-iM,+i  =  (—  1)" 

Reihe  von  Lam^.    Vergl.  Nout.  Gorresp.  Mathem.  Tom.  V, 
p.  199  und  Tom.  I,  p.  74. 

Wird  o  =  3,  80  folgt  ä  =  3, 14 1.5  95 . .  .1 
Enler,  Gorresp.  mit  Goldbach,  S.  221.  Gatalan,  Mem.  de 
Liege  1887.    Tom.  13. 

Joum.  de  Mathem.  de  Longcbamps,  Febr.  1881. 


§.  30. 

Qauss,  hypergeometrische  Reihe. 

3)    (y_«-j-j8)F+«(l-a:)F(a+l,/J,y)=(y-/})F(«,/J-l,y) 

4)      (y_«-|-l)F-|_af(«-|-l,/J,y)  =  (y_l)F^|3,y_l) 

5)  (y_/}_l)F+|JF(/J+l,«,y)  =  (y-l)F(«,/J,y-l) 

6)  (ß-a)F+aF(u-j-l,ß,r)  =  ßF(a,ß-\-l,y) 
1)    (y-a-ß)F-(Y-«)F(u-l,ß,y) 

+  /J(l-!t)F(«,/J  +  l,y)^0. 

8)  y(l_a;)F-yJ'(«-l,/J,y)  +  (y-/J)a;F(«,^,y  +  l)  =  0. 

9)  y(a_yir+^ic)F-«y(l-ir)F(«+l,^,y) 

+  (y-«)(y-/5)ajF(«,/S,y  +  l)  =  0. 
10>    I(ocß-\-l,y-j-l)-F(a,ß,y)       ' 


Sei 


i7(x,0)=  *'*' 


(;»  +  l)...(*  +  x) 


46  Reihen. 


11)    ^(«'P'W-/7(x,y-.«-l)/7(x,y-/3-l)^^  ''''^^  ^ 

Die  Function  F  ist  für 

a;  <;  1  convergent, 

0?  >  1  divergent, 

X  =  l    y>a-|-/'  convergent, 

y  <;  a  -|-  /*  divergent. 
Ist 

80  ist 

Ar  =  (")  a-«---  ft«-  F  [n, »  +  r,  r  + 1,  (1)']. 


§.  31. 

Einige  öfters  vorkommende  numerisohe  Reihen. 

1    _  1     ■    1.3        1.3.5.7    ■ 

•'     ^^2  ~  2''    2.4       2.4.6.8    ' 

A)       1  =  1  4. 1  j_  hl  _i_  hli^  j_  ^'^-^-^  4- 
*;  ^  -r  2  ^  2.4^2.4.6  ^  2.4.6.8^ 


•  • 


5)     4-Vl -1/2  =  1- 14  + 


1.3.5.7 


2.4    '    2.4.6.8 


1/1  +  V2        .    .    1.1       1.1.3.5   .     1.1.3.5.7.9 


^^       ^        2         ""^+2.4      2.4.6.8"^2.4.6.8.10.12 
7)     log2^l  =  ^-^^^  +  ^  +  ... 

nx         1  7        o  1  1.1 


2         ^  1.2.3        3.4.5    '    5.6.7 


•  ■  • 


NB,  %  2  =  0,69  314  718 


.  •  « 


Beiheu.     Producte.  47 


•  «  • 


4  2.3.4        4.5.6    '    6.7.8 

Wegen  der  letzten  fünf  Reihen  vide  Stern,  Lehrbuch  der 
allgemeinen  Analysis,  S.  447. 

U)    1  -f  i  -I-  1  -f  ij  -^ =  g  _  2,7 18281828459045 . . . 

13)  1  _  ij  +  Ij  _  ij  +  ...  ==  1  =^  0,3678794412... 

14)  1  —  1  -f  ij  —  1  -I =  cosl  =  0,5403023059... 

/180V 

15)  1  —  i  +  ^  —  fi  H =  «*»*1  =  0,8414709848...  " 

.    /180  V 

=  1,5430806348... 

!^'^  ^  +  ri+i  +  yi  +  -  =  7*'"*  =  l(^-7) 

=  1,1752011936... 
I  §.  32. 

unendliche  Producta. 

1)    Sei     Zogffl  -|-  «je)  =  «x  —  ^«5     Q  ein  Mitteln  erth, 

so  wird 

77(1  +  ax)  =  er«x-(,r««« 

Zur  Beurtheilung  der  Convergenz,  beziehungsweise  der  Di- 
Tergenz  dient  folgende  Tafel,  in  welcher  A,  B^  C^  wesentlich 
endliche  Zahlen  sind. 
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Producte. 


2) 
3) 
4) 


5) 


6) 


8) 


lim  £ax 

Um  SttJl 

« 

limU 

n 

—   00 

B 

0 

convergent 

—    00 

00 

0 

11 

A 

B 

C 

ff 

A 

00 

0 

II 

+  00 

B 

00 

divergent 

+    00 

00 

00 

00 

anbeBÜmmt 

Vi  +  Vj      Vi  +  V,  +  V3 


=  Vj   +  V,  -f  Vs   -f 


Vi  Vi  +  v, 

ViV^V^  ...      =  Vi  -f-  ^l(V8   —   1)  +  ViVj(V3  —   1)  H 

-  vi)(l  -  V,)  .  .  .  -^  l^v,'^  {\—V,){\^  V, 

^(1   -   Vi)(l   -V,)(l   -V3) 

61  *i  __  1    I       Ol       I  ^i^h  I    _ 


(1 


61  —  tti       ^2  —  <^ 


•  •  • 


=  1  J TJ I 

••61— ai      (61  —  ai)  («»,  —  a^) 


Ol  Oj  0^3  •  •  •    Ot\         I        i^J  vy  »«j         I 


Oj  —  62     öl    I    c*3  —  63     a\  flj 


61  fcj  63 . . .        61    '         6j  61    '         frs         ^1  *a 


+ 


9)    /(/w 


mn 


m 


2w  —  m  2n-\-m  4w — m  4n-|-w 


2n        n  —  m    n-{-m    3w  —  w  3n  +  m  5w — w 

Ä      w       1    2n  —  m   3    2n  +  w   3   4n  — m 


2n  — m    2     w  +  *w     2    3n  — m   4   3n-f-^>* 


10)     sec  -jr—  =  - 


n 


n 


Sn 


3w 


—  m  n'\-ni  an — w   Sn-\-m 
2      n         2n  2n  4n 


nn^mn-{-m  Sn  —  m  *dn-j-in 


Producte. 

11) 

mjt         n        n            3n           3n           5n 

2n         w   2n  — w  2w  +  w  4n  — w  4n  +  w 

2   n        2n           2n           4n           4n 
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n  m    2n--w  2n-(-w  4w  — w  4n-|-m 
12)    Es  ist 

ya  =  limPoPi  ..  .    P„, 

wenn 

p   _  (na+l)r  +  l  (na  +  2)r+l  (n  +  l)ar+l 

"  "■      (na  +  l)r     *     (na  +  2)r      '"      («-j-l)ar 

und  der  Fehler,  wenn  man  die  ersten  n  -j-  l  Factoren  behält, 
ist  kleiner  als: 

Xq  ij    ...        X%| 


(n  -f  1)  r  +  1 
Bulletins  de  PAcademie  de  Bruxelles  1849. 

13)  (l-f-a;)(l+a;2)(l-fa;4){l— ic8)...  =  l+a:+a:2+a;34-a:44-... 

14)  (i  —  x){l  —  x^)(l  —  x^  .  .  ,    =1  —  X  —  x^  '}-x^-\-x'' 

—  a;i»  —  ici5  _|_  a;22  -|-  a;" 

=  2  (- 1)" «  * 

0 
Die  dritte  Potenz,  dieser  Reihe  ist: 

=  S(-  l)"(2n  +  l)a:  " 
0 

Vergl.  Jacobi,  Crelle's  Joum.  Bd.  XXI.    Nouv.  Ann.,  T.  IX. 

15)  (i4-a:)(lH-x2)(l  +  a;s)(l+a:^)...  =  l^X'\-x^-{-2x^ 

+  2a;*-f  3rr54-4^6  +  ... 

+  5a;4-(-7a;54-... 

Jeder  Coefficient  in  lö)  und  16),  zeigt  an,  auf  wie  vielerlei 
Arten  der  Exponent  durch  Addition  aus  der  Zahlenreihe  1,  2,  3... 
sich  bilden  lasse,  und  zwar  in  15),  wenn  keine  Wiederholungen, 
in  16),  wenn  solche  gestattet  sind. 

Vergl.  Euler,  Einleitung  in  die  Analys.  des  Unendlichen, 
§.  15. 

Laaka,  matbem.  FormelnflammloDg.  4 


•    •    • 
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1^)  0+T^.)(i+r^V.)(^+rar.)- 

~1  — r~(l  — r)(l  — r»>^(l  — rXl  — r»)(l— rs)~ 

1«^     1  _  1-g"  _L  (1  -  g«)  (1  -  g"-') 
Aö^  1-g   "•"    (l-g)(l-3^) 

(1  -  g-Xl  -  (r-0(l  -  9"-«) 
(1  _  g)(l  _  g»)(i  _  3») 

ist  -  1^ 

~l(i-?)(i-a')(i-3'')-.- 

je  nachdem      n\  j     1  Zahl  ist 

•*  l   ungerade  J 

Man  beachte  für  17)  die  Eigenschaft /(r,r^)=/(r,;8f)  (1  —  £?), 
so  lässt  sich  18)  leicht  aus  17)  ableiten. 

n        2.2.4.4.6.6.8..*     .^^r  n*     n         i\ 
19)  2=1.3.3.5.5.7.7...    (Wallis  Formel) 


+ 


1  1 


C     I     • 


2  /4\2 /6.8\«/10.12.U.16\8 

'^""^  *  =  T (3)  (577)  (9.11.13.15) 

Catalan,  Compt.  Rend.  1877.     Liouville's  Journ.  1875. 

Mchreres  findet  man  in  allen  Lehrbüchern  der  Analysis,  ins- 
besondere in  Euler's  „Einleitung  in  die  Analysis  des  Unend- 
lichen^. Weierstrass,  Abhandlungen  aus  der  Functionslehre, 
p.  206  (Convergenz). 

Zusatz  zu  §.  32. 

Herr  Weierstrass  giebt  in  seinen  „Abhandlungen  aus  der 
Functionenlehre",  S.  206,  eine  Anzahl  von  allgemeinen  Theo- 
remen, die  wir  hier  reproduciren  wollen. 

I.  Wenn  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe 

säramtlich  reell  und  kleiner  als   Eins  sind   und  zugleich  diese 
Reihe  eine  endliche  Summe  hat,  so  convergiren  die  Producte 

Pn  =  (1  —  Wo)  (1  —  tiO  (1  —  u,)... 
(^„  =  (1+ Wo)(l+«i)(l  +  w,)... 
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fiir  limn  =  oo,  beide  gegen  eine  bestimmte,  positive  Grenze, 
und  zwar  das  erste  beständig  abnehmend,  das  andere  beständig 
zunehmend. 

n.  Wenn  dagegen  die  obige  Reihe  keine  bestimmte  Summe 
hat,  so  wird  für  limn  =  oo,  P«  beständig  positiv  bleibend  und 
abnehmend,  sich  der  Grenze  Null  nähern,  während  Q»  über  jede 
Grenze  hinaus  wächst. 

IIL    Wenn  die  Glieder  der  Reihe 

Wqj  Wh  **a?  •  •  • 
sämmtlich  reell  sind,  und  von  einem  bestimmten  Gliede  an  be- 
ständig  dasselbe  Zeichen  behalten  und  kleiner  als  Eins  bleiben, 
80  wird  das  Product 

Pn  =  (l+  Uo)  (1  +  wO  (1  +  «,).. . 
für  lim  =  00,  gegen  eine  bestimmte  Grenze  {die,  sobald  keine 
der  Grössen   Wq,  Ui  . . .  =  —  1  ist,  nicht  Null  ist}   convergiren, 
wofern  die  Reihe 

«f,,  Ui,  Wai  •  •  • 
eine  endliche  Summe  hat. 

Wenn  aber  das  Letztere  nicht  der  Fall  ist,  so  wird 

P„  =  00  oder  P^  =  0, 
je  nachdem  die  Grössen 

i*o,  Wj,  .  .  . 
von  einer  bestimmten  Grösse  an  stets  positiv  oder  stets  negativ  sind. 
IV.    Auch  wenn  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe 

Mo,  Ml,  il^f  .  .  . 

complexe  Werthe  haben  und  die  Reihe  unabhängig  von  der  An- 
ordnung ihrer  Glieder  eine  endliche  Summe  hat,  nähert  sich  das 
Product 

P„  =  (1  +  «e)  (1  +  «i)  (l+U,).., 

für  limn  =  oo  einer  bestimmten  Grenze,  die  von  Null  verschieden 
ist,  wofera  nicht  eine  der  Grössen  tio,  m^,  ,  .  .  ==r  —  1  ist. 
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§.  33. 

Eettenbrüohe. 


Wir  bezeichnen 

1) 

a,  -| 

mit 

—  —  •  •  • 

«1    «2 

2) 

1 

ai  +  1 

mit 

[aiOj...] 

3) 

1 

Ol-   1 

mit 

(ai  0-2  •  •  •) 

4) 

So  wird  der  Kettenbruch 

Ul         »2         J' 


in  welchem  alle  a  und  &  positiv  sind  L.        .        ,  je  nachdem 

^  Idivergiren     •* 


f wenigstens  eme   ,      ,   .,      „  ., 
K    .  ^  der  beiden  Reihen 

\keine 


divergirt.    (Stern,  Grelle  37.) 
5)    Der  ^ettenbruch  ^ 


L«l     «2         J* 


in  welchem  alle  a  und  b  positiv  sind,  convergirt  sicher,  wenn 

lifn  ?^?!Lt2  >  0  für  lim  n  =  oo 

6)    Der  Kettenbruch 

\h  nA  I1*Ü   ...1 

Ui'       «2     '       «3     '  J 

convergirt  immer,  wenn 
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bi    bi    bi 

fli'  ««'   ös'  '" 
echte  Brüche  sind,  deren  Zähler  und  Nenner  aus  ganzen  posi- 
tiven Zahlen  bestehen. 

BezügUch  der  Beweise  siehe:    Schlömilch,  Handbuch  der 
algebr.  Analysis. 

7)    Seien 
die  Näherungsbrüche  von 


b        L»i   «3        J' 


(hajhi  4-  b:^  fei 
«»(«löta  +  f^i)  +  Oi^a' 


so  ist: 

Pi  _bi     P2  _       <hbi  Pi  _ 

Qi         ai'    q2        «lOj  +  fei'    g»  ' 

S)     allgemein 

Pn  _  an  Pn-l  +  ^n  JPn-a 

Qn        an  g«-i  +  fe„  g»-a 
und  auch 

1>„  =  OnPn^i  +  fe«  2n-a      ffn  =  ««  ?«-!  +  ^n  ?••-« 


oder 


P»=  6i 


a,  —  1  0  0  . . .  0 
fea  Os  — 1  0...0 
0       64     a4  —  1  ...  0 


«n  = 


0 


fen    a, 


Ol  — 1  0  0...0 
fea  Oa  —  1  0  ...  0 
0       63     aa  —  1  ...  0 

0       0  .    .    .   fe«    a«! 


9)    Ist  spedell 


a 


T  =  [»1  öl  «1  •  •  .]» 


so  wird 


^  _  --+Ct')--+("7')  »" + 


10)    Ist  der  Kettenbruch  convergent,  so  ist 


•  •  • 
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«  ±(f-S)<l 

X      Pn  __  Pn+l  ^      ±  1 


3»  3»+l  (ZnQ'n+l 

12)  (ai  aj  Os  .  .  .  an)  =  (1 1 1  ai  .  .  .  1 1 1  a») 

13)  Ist 

80  ist  auch 
und 


dabei  ist: 


y  =  (On  On-i . . .  ic) 

A  +  Bx-]-  Cy-j-  Dxy  =  0, 


A  A 

-»  =  —  (aj  «2  . . .  On-i)         'C  ^^  ^  (^n . . .  »2) 
-p   =  —  («1  ...  an)  ^  =  —  («n  . . .  «1 J 

_  =  (ai  . . .  On)  (»n  . . .  a2)  =:  (a^  . . .  tti)  (ai  . . .  On-i) 

Vid.  Lieblein,  Aufgabensammlung  aus  der  algebr.  Analysis, 
S.  179  ß.) 

14)  Ist 

p 

—  =  [aiOa...  ttn]  =  [an...  aj, 

so  wird  der  Bruch  reciprok  genannt  und  es  wird 

?»*-!  p 

Es  muss  P  >  2  ^  und  0  ±1  durch  P  theilbar  sein. 

15)  Jede  Grösse,  die  sich  in  einen  periodischen  Kettenbruch 
entwickeln  lässt,  ist  eine  irrationale  Wurzel  einer  Gleichung 
zweiten  Grades. 

16)    Sei 

Ä?  =  -j-  =  a  -f  2p,    ^1  =  Äl  +  ^,  •  •  •    Xn  =  An, 

80  dass 

wird,  so  werden  die  Grössen 
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xxi  .  .  .    Xn      die  vollständigen, 
aoi  .  .  .    a^—i  die  unvollständigen 

Quotienten  genannt. 

17)  Entwickelt  man  die  irrationalen  Wurzeln  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  mit  ganzen  Coefficienten  in  Eettcnbrüche,  so  ist 
die  Periode  der  unvollständigen  Quotienten  des  einen  die  Um- 
kelirung  der  Periode  des  anderen. 

18)    Sei 

X  =  '^'W^  eine  Wurzel  von  Dx^  —  2Ea;  +  jF  =  0, 

80  dass  A  =  E*  —  BF,  sei  femer  af  = jy —  ein  belie- 
biger vollständiger  Quotient,  a  der  in  ihm  enthaltene  unvoU- 
ständige, 

ai  Os  .  .  .    a^-i 
die  ganze  Periode. die  mit  a  beginnt,  femer 

lA^'  ß 


so  wird: 


Un  —  VnVÄ  =  (Ui   -  Vi  V^>, 


ul  --  Av^  =  ±  1 
ui^  Ävli  =  (±lr. 

Soll  demnach  y^  —  Ae^  =  +  H,  wo  H<C  VA  und  A  kein 
Quadrat  ist,  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sein,  so  muss  U  unter  den, 

aus  der  Entwickelung  von  VA  folgenden  Nennern,  der  vollstän- 
digen Quotienten,  welche  die  erste  Periode  bilden,  vorkommen. 
Vergleiche  Tafel  im  Anhange. 

19)    Es  ist: 

ß  +  c 
X  -\-  b  r«  «ß  bay  eßd         *1 

a  ~  La'  ~  6a+/J'  ~"  c/J-fy'  ~  dy  +  ö'  "*J 

tti      aia,      ai<h<h  L«i    »«— 1   «s  —  1   «4  — 1       J 


•    >  • 
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22)     Sei 

,,(«^y^)  =  1  +  _  +        2!y(y+l)         + 

80  wird: 

.    -      ,        ri          ax         bx 
^{aßYx)  =  I  y, j-. ]-,••• 

wobei 

^^  g  y-ß  ^^/?  +  l  y  +  1  -« 

y'y_l_i  y  +  1      yH-2 

«+1  y-/?  +  l  ,_/J4-2  y4-2-« 

y-f2'    y+3  y  +  3      y  +  4 

^^«4-2  y  — /3+2  /?  +  3   y  +  3-« 

y-|-4      y  +  ß  y  +  5       y  +  6 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


—  A      n-J_^     n      _r^      -g        AG     BD      CE  ^ 
'^—A-^-r^-^ [l  A-BB^^C-I)D-EJ 

1      1,1  ri     ^«       jB«      c»      1 

flr_r^  9^25  49      '|_n }__± L     1 

4~L     2   2    2    2   ■■■J~L1        3        5        7  "J 

~Ll   3    5    7"J 

ri     1    2     3    4      1 

c*  —  c~* fx  X*  X*  x^      1 

e«  _j_  C-»  ~  LT  TT  yj 

2  ^'^  iZT^  =  LT  -  "3 5 f-J 

^     ^Ll  -a;'2  -a;'3  -a;'4  -x''\ 
<y^^  f.-Paf  —  P     2     2g    3«    4g      l  „  _     1  * 


Laplace,  Mecanique  Celeste,  Tom.  IV,  Liv.  X.     Jacobi, 
Crelle's  Journ.  12,  S.  346, 


.2)     / 
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X 

-^ 

r     1                1       ..-1             1        — i        -1 

4           9          16 
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Laguerre:    Bulletin  de  la  Soc.  math.,  Tom.  VII,  p.  72. 

Ueber  Kettenbrüche:  Serret,  Handbuch  der  höh.  Algebra, 
deutsch  von  Werthheim.  Euler,  Com.  Petrop.,  Tom.  IL  (In- 
tegrale.) Stern,  Grelle  Bd.  37  und  die  Lehrbücher  -der  algeb. 
Analysis  von  Stern,  Schlömilch  etc.,  ferner  Euler,  Einleitung 
in  die  Analysis  des  Unendlichen. 


§.34. 

Zahlentlieorie. 

1.    Theilbarkeit  der  Zahlen. 

1)  Sind  a,  6,  c,  .  .  .   Ä,  ?,   sämmtliche  von   einander    ver- 
sclüedene,  in  m  enthaltene  Primzahlen,  so  ist 

9,(«.)  =  m(i-i)(i-|)...(i-i) 

die  Atizahl  aller  derjenigen  Zahlen,  1,  2,  3, . . .  m,  die  gegen  m 
relativ  prim  sind. 
Sei 

so  wird 

9(m)  =  (a  —  l)a«-H6  —  1)^^"*  •  •  • 

2)  Es  ist 

(p  (m  m')  =  tp  (m)  q>  (m') 


'«=2Kt)  =  2^(«). 


das  Summenzeichen  bezieht  sich  auf  sämmtliche  Divisoren  8  der 
Zahl  m. 

3)  Die  Summe  aller  Maasse  von  m  ist 

a«+i  _  1    6*^+1  _  1 


iS  = 


•  •  • 


a—l         ft  —  1 
Die  Anzahl  aller  Maasse  dagegen 

n  =  («  +  1)  (/3  +  1)  (y  4-  1)  .  .  . 
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4)  Eine  Yollkommene  Zahl  ist  dargestellt  durch  die  Form 

(2«+i  —  1)2«. 

Es  sind  6,  28,  496,  8128,  .  .  .  vollkommene  Zahlen. 

5)  Ist  für  zwei  Zahlen  die  Summe  S  (Nr.  3)  gleich,  so  nennt 
man  sie  amicahle  Zahlen,  z.  B.  210  und  366. 

6)  Seien  a,  6,  c,  .  .  .  A;,  i  Primzahlen,  und  N  durch  das  Pro- 
duct  a,  6,  c  .  .  .  X;,  {  theilbar,  so  giebt  es  von  1  bis  N^  z  Zahlen, 
die  kleiner  als  N  und  zu  N  prim  sind.    Es  ist 

e  =     ,  "^  , ,  (a  —  1)  (6  —  1) ...  (I  _  1).    (Euler' scher  Satz.) 


2.    Die  Lehre  von  den  Congruenzen. 

1)  Sind  zwei  Zahlen  a  und  h  so  beschaffen,  dass  a  —  b 
durch  j>  theilbar  ist,  so  nennt  man  a  und  h  nach  j)  congruent. 

Die  Zahl  p  heisst  der  Modul. 

2)  Man  hat 

a  —  6  =  mp 
und  schreibt 

a  ^  b  (nwdj)) 

3)  Es  ist  immer 

a^  a  (modp) 

4)  Ist 

so  ist  auch 

5)  Ist 
so  wird 


a^  b  (nwdp),    b  ^  c  (fnodp)^ 

a  ^  c  (modp) 
a^b  (modp),    m  ^  n  (modp\ 


a  ±  w  =  (6  +  n)  (niodp) 
am  =  bn  (modp). 

6)  Sei  9)(x)  wie  in  Nr.  1),  so  ist,  wenn  a  relativ  prim  zu 

X  ist 

av(«)  =  1  (modx)    (Euler). 

Speciell,  ist  p  eine  Primzahl  und  a  durch  p  nicht  theilbar, 

so  ist 

o'-i  =  1  (modp)    (Format). 

7)  Sind  äyb^  c  .  . .  g^h  gegebene  ganze  Zahlen,  t»  positiv, 
so  heisst  jeder  Werth  von  a?,  der  der  Gongruenz 

ax'^  -f-  bx^^-^  -\-  cx^-'^  -j-  .  .  .  gx  '\-li^^  (niodx) 
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genügt,  eine  Wurzel  dieser  Congruenz.  Man  hat  alle  Wur- 
zeln, wenn  man  die  unter  einander  incongruenten  Wurzeln  kennt. 
Wir  wollen  diese  letzteren  die  eigentlichen  Wurzeln  nennen. 
Eine  Congruenz  mten  Grades  hat  höchstens  m  eigentliche  Wurzeln. 

8)  Ist  a  relativ  prim  zu  x,  so  hat  die  Congruenz 

ax  ^  b  (modx) 

nur  eine  eigentliche  Wurzel. 

9)  Damit  die  Congruenz 

ax  ^  b  (mod x) 
überhaupt   Wurzeln  besitze,  ist  erforderlich,  dass  b  durch  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Divisor  S  der  beiden  Zahlen  a  und  x 
theilbar  sei;  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  die  Congruenz 
genau  d  eigentliche  Wurzeln. 

10)  Die  Auflösung  der  Congruenz 

aa:  ^  1  (modb) 
ist  identisch  mit  der  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung 

ax  —  6y  =  1. 

Diese  wird  mit  Hülfe  des  Satzes  Eettenbrüche  Nr.  1 1  geleistet. 

11)  Es  ist  p  eine  Primzahl,  so  gilt  der  Satz: 

(p  —  1)!  =  —  1  (modp)    (Wilson's  Satz). 

12)  Ist  d  ein  Divisor  von  p  —  1,  so  besitzt  die  Congruenz 

a^  ^  l  (modp) 
stets  d  eigentliche  Wurzeln. 

3.    Theorie  der  quadratischen  Reste. 

1)  Sei  D  relativ  prim  zu  x  und 

x^  ^  D  (modx). 

Ist  diese  Congruenz  möglich,  d.  h.  besitzt  sie  Wurzeln,  so 
heisst  D  ein  (quadratischer)  Rest  der  Zahl  x,  sonst  ein 
(quadratischer)  Nichtrest.    Sei  p  eine  ungerade  Primzahl, 

2)  So  ist 

D  ein  Rest,  wenn  D  *    ^  1  (nwdp) 

D  ein  Nichtrest,  wenn  D  ^    ^  —  1  (modp) 

IRest  mal  Rest  giebt  Rest, 
Nichtrest  mal  Nichtrest  giebt  Rest, 
Rest  mal  Nichtrest  giebt  Nichtrest. 
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4)   Legendre'sches  Symbol 


( 


D\_ 


P/ 


=  +  1 


-j-  wenn  D  ein  Rest  von  p^ 
—  wenn  JD  ein  Nichtrest  von  p 

5)    Ißt  p  eine  ungerade  Primzahl  und  D  durch  p  nicht  theil- 
bar,  so  ist  für  die  Möglichkeit  der  Congruenz 

x^  ^  D  (modp*)    (x  positiv  und  ganz) 

erforderlich  und  hinreichend,  dass 


(f)=>- 


Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  besitzt  die  vorgelegte  Con- 
gruenz zwei  eigentliche  Wurzeln  a  und  —  a,  die  gefunden  wer- 
den können,  sobald  man  eine  Wurzel  der  Congruenz 

x^  ^  D  (niodp) 
gefunden  hat 

6)  Seien  D  und  x  relative  Primzahlen  und 

x^  ^  D  (med  x), 

femer  ö  die  Anzahl  der  eigentlichen  Wurzeln,  so  ist  für  diese 
Congruenz,  für 

d)    X  ungerade    <J  =  2^*. 

Dabei  ist  ^  die  Anzahl  der  von  einander  verschiedenen,  in  x 
aufgehenden  Primzahlen,  für  welche  zugleich 

■     (7)=+'- 

b)  Ist  X  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl,  so 
gilt  ä). 

c)  Ist  X  das  Vierfache  einer  ungeraden  Zahl  und 

dazu  (^  =  +  1,    D=\  (nwdi),  so  ist  6  =  2^+^ 

d)  Ist  X  =  0  (mod  8)  und  (—\  =  -f  1,  jD  =  1  (»wd8), 

so  ist  6  =  2'*+2. 

7)  Die  Congruenz 

Ax^  +  By^  +  C=0  (modp) 

ist  immer  möglich,  wenn  p  eine  Primzahl  ist. 

8)  Die  Zahl  —  1  ist  ein  quadratischer  Rest  aller  Primzahlen 
von  der  Form  4  w  -(-  1 ,  dagegen  ein  Nichtrest  jener  von  der 
Form  4  M  -(--  3. 
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9)  Die  Zahl  2  ist  ein  quadratischer  Rest  aller  Primzahlen 
TOD  der  Form  8w-f-l)öw-|-7,  ein  Nichtrest  jener  von  der 
Form  Sn  -|-  3,  8n  -f  5. 

10)  Sind  p  und  q  zwei  positive  ungerade  Primzahlen,  von 
denen  mindestens  eine  die  Form  4  n  -f-  1  hat,  so  ist  q  ein 
quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p^  je  nachdem  jp  ein  quadra- 
tischer Rest  oder  Nichtrest  von  q  ist. 

Haben  aber  beide  Primzahlen  p  und  q  die  Form  4«  -f-  3,' 
so  ist  q  ein  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  j>,  je  nachdem 
p  quadratischer  Nichtrest  oder  Rest  von  q  ist,  d.  h.  es  ist 

(— iT—j  =  ( —  1)  (Reciprocitäts-Satz  von  Legend re). 

11)  Sei  P  eine  ungerade  Zahl,  die  fn  ihre  Primfactoren  pp'.. 
zerlegt  erscheint,   sei  ferner  m  irgend  eine  zu  P  relative  Prim- 
zahl, so  ist 


\p)  -  \j)  \y) 


(nicht  umkehrbar). 

12)    Ist  m  relativ  prim  gegen  jede  der  beiden  ungeraden 
Zahlen  P  imd  Q,  so  ist 


(?)  (f ) = (fö) 


13)  Sind  7,  w,  tt,  j) . .  .  relativ  prim  zu  P,  wobei  P  ungerade 
ist,  so  folgt 

/  l  \  /m\  /Imn  .  .  A 

[p)[7)'-=[—p—r 

14)  Ist  m  relativ  prim  zu  der  ungeraden  Zahl  P  und 

m  ^  m'  (tnod  P), 


so  ist 


(?) = (?)■ 


15)    Ist  P  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 


(t)  =  (-  ■)""• 


16)    Sind  die  beiden  positiven  ungeraden  Zahlen  P  und  Q 
relative  Primzahlen,  so  ist 
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p-i    Q^i 

(77)  ("p)  ^^  ^ —  ^^  (Reciprocitäts-Satz  von  Jacobi). 

Näheres  in:    Dirichlet,   Vorlesungen   über  Zahlentheorie. 
Braunschweig. 

§.  35. 

Auflösung  der  unbestimmten  Qleiohungen. 

1)  Sei 

ax  —  by  =  c 
gegeben,  man  suche 

aa  —  bß  =  ±  1 

mit  Hülfe  der  Kettenbruchentwickelung.  Sei  sodann  q  eine  be- 
liebige ganze  Zahl,  so  ist** 

+  X  —  ac  +  6g  =  0 

iy  —  ßc  -^  aq  =  0. 

2)  Sei 

a  +  6a?  4-  cy  +  dx^  +  ^^V  +/y'  =  0* 
Man  setze: 
c^  —  4af=u    2ce  — 46/=/5    c«  — 4d/  =  y, 

so  wird: 

2fy  -\-  ex  -{-  c  —y^t.  ■\'  ßx  -\-  yx\ 
Sei  nun 

a  -|-  ßx  -\-  yx'^  '=^  v\ 
so  ist,  wenn 

^  =  4y    ß^  —  ^ay  =  B 
gesetzt  wird, 

2yx-i-  ß=VAv^'-^B. 
Sei  nun 

so  ist  die  Aufgabe  gelöst,  sobald  wir  für  v  und  w  nur  je  einen 
dieser  Gleichung  genügenden  Werth  angeben  können.  (Vergl. 
das  Rationalmachen.) 

Diese  Aufgabe  behandelt  §.18  der  Kettenbrüche. 

3)  Um   Ä-}-  Bx-{-  Cy  -}-  Dx^  -^  Exy  =  0    aufzulösen, 
beachte  man,  dass 

E^y  =  —  DEx  —  BE-^CD ü  +  eZ 

und  suche  die  ganzzahligen  Auflösungen  von 

{AE^  —  BCE+  c^D)z  —  Ex—  C  =  0. 
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Diese  letztere  Methode  ist  jedoch  nicht  immer  brauchbar, 
sie  ist  aber  sehr  bequem,  sobald  D  ein  Vielfaches  von  E  ist 


§.  36. 

Das  Ratlonalmaohen. 

(Unbestimmte  Analytik.) 

Seien  p  und  q  beliebige  ganze  und  positive  Zahlen. 
1)    Va  +  fcx,   x  =  ^^-^ 

6g» 


2)     Vftx-fca:«,     ^  = -^ 


3)  V^TT^,     x  =  ^^^=^ 

4)  V««  +  c:r«,     a:  =  -|^ 

'  c  g*  —  p« 

5)  ya-\-hx-{-Y^x\     X  =^^l~^f 

'  '  TA?  fcg«  —  2yi>g 

6)  V„.  +  fca:  +  c^.,    ^^fcg'-2«i>g 

9)  Vay«  +  y«ir>,    a;  =  ag«  —  |)*,    y  =  2ypg 

10)  Vay«  -|-  hxy  +  y^rc»,    a;  =  p«  —  ag»,    y  =  6g«  —  2yj)g 


6 


12)    Um  Va  +  6a;  -|-  ^^*  rational  zu  machen,  suche  man  w  so, 
(lass  a-|-6w  +  Cf«?'=/»,  und  setze  sodann 


so  wird: 


~    p*  — Äg« 


Mehreres  darüber:    Euler,  Einleitung  in  die  Analysis  des 
Unendlichen,  I.  Bd.   Sowie  in  seiner  Algebra  mit  Zusätzen,  3  Thle., 
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Ration  almachen. 


Berlin  und  Frankfurt  1796.  Sowie  das  bei  den  „Figurirten  Zahlen" 
citirte  Werk. 


§.  37. 

Elimination. 

I.  Sylvester-Hesse.    Um  x  aus 

ax^  -\-bx  -{-  c  =0 
ax'^  -\-  ßx-\-y  =  0 
zu  eliminiren,  bilde  man: 

ax^  -\-l)x'^  -^  ex  =0 

ax^  -\-  bx  -\-  c  =  (i 
ax^  +  ßx^  -\-  yx  =0 

ax^  -j-  ßx  -\-  y  =  0 
so  ist  z^  =  0  das  Eliminationsresultat. 

II.  Cayley.    Sei  x  aus   (p  (x)  =  0    0  (x)  =  0  iu  eliminiren, 
man  bilde 

x  —  y  =yiW  +  yya(^)H =  0 

da  y  beliebig  ist,  so  muss  91  (a:)  =  0     92  (a:)  =  0  .  .  . 
Die  Elimination  ist  nun  leichter  auszuführen. 
Vergleiche:  Serret,  Handbuch  der  höheren  Algebra. 


d  = 


a  b  c  0 

0  a  b  c 

a  ß  y  0 

0  a  ß  y 


§.  38. 

Interpolation. 

Sei  tlf(x)r=  (x  —  cc)  (x  —  ß)  .  .  .  und  von  der  Function  f(x) 
die  Werthe /(a)/(/3)...  gegeben,  so  ist  näherungsweise 


/(-)  =  *^-)  {(.-l"Vw  +  (.-^jVw  +•••  (i'^g-"««). 


Es  ist 


«I.+-        ««-r^.     »«        i.2.r2  "»^        1.2.3r3  " 

Ist  r  =  10 


Wn+iL  =  «,.  +  Pi,   ^«i»  —  l)i,   ^«tl«  4-  JPj,   ^'Wn  — 


Interpolation. 
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X 

Pi 

P% 

Pb 

Pi 

Pt 

1 

0,1 

0,045 

0,0285 

0,0207 

0,0161 

2 

0,2 

0,060 

0,0480 

0,0336 

0,0255 

3 

0,3 

0,105 

0,0595 

0,0402 

0,0297 

4 

0,4 

0,120 

0,0640 

0,0416 

0,0299 

5 

0.6 

0,125 

0,0625 

0,0391 

0,0273 

6 

0.6 

0,120 

0,0560 

0,0336 

0,0228 

7 

0,7 

0,105 

0,0465 

0,0262 

0,0173 

8 

0,8 

0,080 

0,0320 

0,0176 

0,0113 

9 

0,9 

0,045 

0,0165 

0,0866 

0,0537 

Zusatz  zu  §.  38. 

I.  Es  sind  irgend  eine  Anzahl  zu  gegebenen  Zeiten  a,  &,(;,.. .  n 
beobachteter  Werthe  t«a,M>,Me,...t*n  einer  Grösse  u  gegeben;  man 
soll  die  Werthe  der  successiven  Differentialquotienten  dieser 
Grösse  für  eine  andere  Zeit  x  berechnen:     ' 

Man  hat 


dx 


dx^ 


=  + 


=  + 


(a  —  6)  (a  —  c) . . .  (a  —  n) 

Ibc.nlT 1-  3-5  H ) 

—  {  \6c    '    oa    '        mnj 


Ua  + 


•  •  • 


Ua  + 


•  •  • 


1.2.(a  —  6)(a  —  c)...{a  —  n) 

Laplace^s  Methode  zur  Berechnung  von  Kometenbahnen 
beruht  auf  diesem  Satze. 

II.  Drei  Beobachtungswerthe,  Ua,  u»,  Ue,  einer  Grösse  u  in 
der  Nähe  ihres  Maximums  oder  Minimums,  sowie  die  zugehörigen 
I^eobachtungszeilen  a,  &,  c  sind  gegeben;  man  soll  die  Zeit  x  des 
Maximums  oder  Minimums  selbst  finden. 

Es  ist 

1  (6«  —  C^)Ua  +  (c^  —  a')W6  +  C«'  —  f^^)^c 

2  (fc  —  c)  Wa  +  (c  —  a)  Uh  -{-  {a  —  b)  Uc 


I«ft«ka,  matliem.  Formftlnwunmlnng. 
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§.  39. 

Algebra  der  litteralen  Qleioliungen. 

1)  Man  schreibt  die  canonische  Form  wie  folgt: 

.    =  (a  6  c  . . .  f)     (x yY  (Cayley). 

2)  Sei  gegeben 

f{x)  =  ir"  +  aa;*-!  +  hx"""^  -\ -f-  ^  =  0 

nnd  es  werde  gesetzt 

x  —  y-\-z, 
so  däss 

f{x)  =  jr  +  ^  IT"'  +  -02/-""^  H T  =  0, 

so  ist: 

3)  Soll  das  rte  Glied  in  der  Transformirten  =  0  sein,  so 
bestimme  man  e  aus  der  Gleichung 

(n  —  r  +  1)!  —  "• 
3)    Schafit  man  das  zweite  Glied  aus 

(abcd  .  .  .  t)    (xyY 
ab,  so  wird: 


^-©Ä^^y-'+G)^^»^- 


=  0. 


Die  Coefficienten 

Fj  =  62  —  ac 

Tj  =  268  —  3a6c  +  a^d 

F4  =  364  _  6a6'c  +  4a26rf  —  a»(? 

werden  der  Reihe  nach  quadratische,  cubische  etc.  Variante 
genannt. 

4)  Die  Coefficienten,  die  man  bei  der  Fortschaffung  des 
vorletzten  Gliedes  erhält,  werden  ßetrovarianten  genannt  und 
mit  doppeltem  Index  bezeichnet: 

K  j    =  6*  —  a  (?,    quadratische  Retrovariante  der  can.  Form. 
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(abcd)^(xiy  (abede)^(xiy 

Vn  =  c'^  —  dh  .     F,4  =  d»  — cc 

F33  =  2c3— 36(?d-f  d«a      V^^  —  2d»  —  ^cde  +  c^h 

F44  =  3d*  — 6ed«c  +  4e«d6  — c»a. 

5)  Das  AbsolutgUed  der  Summengleichung  wird  Gemi- 
nante,  G^  und  das  AbsolutgUed  der  Di£Perenzengleichung  Dis- 
cri  min  ante,  D«,  genannt. 

Um  die  Geminante  zu  bilden,  eliminire  man  x  aus 

f{x)  =  0    und    /(—  x)  =  0. 
Um  für 

f=(abC'''t)    {xyy 
die  Discriminante  zu  bilden,  eliminire  man  x  und  y  aus 

8x  9y 


6)      Die  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln. 
Sei 

tl  M 

2;a::  =  S«    ;2  a:ra;?  =  S^  etc., 

1  1 

SO  ist  für 

f{x)  =  ar"  4"  <*^""*  -[-...  -|-  ^ 

5i  +  a  =  0 

S,  +  aSi  4-  26  =  0 

Ss  4-aSi  +  iSi  +  3c=:0 

SL+  öiS«-!  +  •  •  •  +  wf  —  0 

oder 

Si  =  —  a 

S,  =  a«  —  26 

S,  =  —  a3  +  3a6  —  3c 

S4  =  a*  —  4a26  -f  4ac  +  46»  —  4d 

^  =  — a5  +  5a36  +  5a6«  —  5o2c+  had-{-  bbc  —  he 
Sn  =6 
Sm  =  S{xlx^)  =  —  a6  -|-  3c 

6* 
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S„i,  =  o26  —  2^2  _  ac  +  4d« 
Sn22  =  b^  —  2ac  +  2d 
'8^1123  =  f>c  —  4d. 

7)  Von  den  Reducenten. 

Reducenten  werden  gewisse  Functionen  der  Coefficienten 
abc  .  .  .  der  Hauptgleichung  genannt,  welche  verschwinden,  wenn 
sich  die  Gleichuqgen  auf  einfachere  reduciren  lassen. 

1.    Die  Bedacenten  der  quadratischen  Gleichangen. 

(ahc)^(xy)*. 
Ist 

a)    die  Geminante  —  ft,  =  a  =  0,  so  hat  die  Gleichung  zwei 

Wurzeln  mit  ungleichem  Vorzeichen. 
.  b)    ist  die  Discriminante  ac  —  6«  =  0,  so  hat  die  Gleichung 
zwei  gleiche  Wurzeln. 

2.    Die  Reducenten  der  cubischen  Gleichungen. 

a)  Ist  ac  —  6*  =  0  ad  —  bc  =  0  bd  —  c«  =  0,  so  sind 
alle  drei  Wurzeln  gleich. 

b)  Ist  die  cubische  Variante  26»  — 3aftc -f-«'d=  ^3  =  0, 
so  ist  die  eine  Wurzel  das  arithmetische  Mittel  der  beiden 
anderen. 

c)  Ist  die  cubische  Retrovariante  2c^  —  36od  4"  ötd* 
=  Fsjs  =  0,  so  ist  die  eine  Wurzel  das  harmonische  Mittel 
der  beiden  anderen. 

d)  Ist  6^d  —  ac3  =  0,  so  ist  die  eine  Wurzel  das  geometrische 
Mittel  der  beiden  anderen. 

e)  Ist  {ad  —  bcy  —  4(ac  —  b^)  (bd  —  c«)  =  0,  d.  h.  die 
Discriminante  =  0,  so  hat  die  Gleichung  mindestens 
zwei  gleiche  Wurzeln. 

3.    Die  Reducenten  der  biquadratischen  Gleichungen. 

a)  Ist  2  63  —  3a6c  -|-  a^d  =  0,  so  bilden  die  vier  Wurzeln 
eine  arithmetische  Proportion. 

b)  Ist  die  cubische  Retrovariante  2d^  —  3cdc-f-c»6  =  0, 
80  bilden  die  vier  Wurzeln  eine  harmonische  Proportion. 
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c)  Ist  b^c  —  ad*  =  0,  80  bilden  die  Wurzeln  eine  geometrische 
Proportion. 

d)  Ist  2  &'  e  —  3  a  c  c  4-  2  a  d*  =  0,  80  haben  die  vier  Wurzeln 
je  drei  und  ein  gleiche  Vorzeichen  und  ihre  Quadrate  bil- 
den eine  geometrische  Proportion. 

e)  Ist  die  Geminante  b^e  —  66cd  -f-  ad^  =  0,  so  hat  die 
Gleichung  mindestens  ein  Paar  gleicher  Wurzeln  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen. 

f)  Ist  166*  —  24a63c  +  Sa^bd  —  aU  =  0,  so  ist  die  eine 
Wurzel  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen. 

g)  Ist  36*  —  6abH  +  iaHd  —  a^e  =  0,  d.  h.  die  bi- 
quadratische Variante  =  0,  so  ist  die  eine  Wurzel  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden  anderen. 


8)    Beurtheilung  der   Wurzeln   nach    den    Discrimi- 

nanten. 

A 

a)    Cttbische  Gleichungen :  (abcd)    (xiy 

n^  =  (bc  —  ad)«  —  4(62  —  ac)(c^—bd). 
Ist 

A  >  0,  so  sind  zwei  Wurzeln  complex, 

i>3  <  0,  80  sind  alle  Wurzeln  reell, 

i)j  =  0,  so  sind  zwei  Wurzeln  einander  gleich  und  alle  reell. 

h)   Biquadratische  Gleichungen:  (abcde)    (xl)* 

a     36     3c      d        0      0 


A  = 


0 

a 

Sb 

3c 

d 

0 

0 

0 

a 

bb 

3c 

d 

b 

3c 

3d 

e 

0 

0 

0 

b 

3c 

3(2 

e 

0 

0 

0 

b 

3c 

3d 

e 

Ist  nun 

A  >  0,  so  sind  entweder  alle  Wurzeln  reell,  oder  alle  Wur- 
zeln complex, 
A  <  0,  80  sind  zwei  reell  und  zwei  complex, 
A  =  0,  so  sind  zwei  Wurzeln  gleich. 

Literatur  und  Theorie  vide  Matthiessen,  Grundzüge  der 
antiken  und  modernen  Algebra  der  litteralen  Gleichungen.  Leip- 
zig 1878. 
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§.  40. 

Die  wlohtigsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  Oleieliungen. 
Sei 

f(x)  =  aü^  -\-  Gn-i iC*~*  -|-  .  .  .      GiX  -{-  Uq  =  0 

SO  gelten  folgende  Sätze: 

1)  Ist  w  =  2v  -j-  1»  80  ^^^  ^^  Gleichung  wenigstens  eine 
reelle  Wurzel,  deren  Vorzeichen  das  Entgegengesetzte  des 
letzten  Gliedes  ist. 

2)  Ist  n  =  2v  und  oq  negativ,  so  sind  wenigstens  zwei  reell 
ungleich  bezeichnete  Wurzeln  vorhanden« 

Batz  von  Harriot-Descartes. 

3)  Eine  vollständige  Gleichung  hat  höchstens  so  viele  +  Wur- 
zeln, als  Zeichenwechsel,  und  höchstens  so  viele  negative, 
als  Zeichen  folgen.  Fehlende  Glieder  sind  durch  +  0  zu 
ergänzen. 

4)  Sind  alle  Wurzeln  reell,  so  hat  die  Gleichung  genau  so  viel 
Zeichenwechsel,  wie  -f-»  ^^^d  Zeichenfolgen,  wie  —  Wurzeln. 

5)  Eine  vollständige  Gleichung  mit  lauter  Zeichenwechseln  kann 
keine  —  und  eine  solche  mit  lauter  Zeichenfolgen  keine 
-j-  Wurzeln  haben. 

Sätze  von  Du  Qua. 

6)  Wenn  zwischen  zwei  Gliedern  einer  unvollständigen  Gleichung 
2  n  Glieder  fehlen,  so  hat  dieselbe  wenigstens  2  n  complexe 
Wurzeln. 

7)  Fehlen  2w  +  ^  Glieder,  so  sind  mindestens  2w  -j-  2,  oder 
2w  complexe  Wurzeln  vorhanden,  je  nachdem  die  ein- 
schliessenden  Glieder  gleich  oder  ungleich  bezeichnet  sind. 

Satz  von  Budan-Fourier. 

8)  Hat  die  Gleichung  f(x  -[-  a)  m  Zeichenwechsel  mehr  als 
die  Gleichung  f(x  +  /*)»  so  hat  /(x)  =  0  zwischen  den 
Grenzen  a  und  ß  höchstens  m  reelle  Wurzeln. 
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Satz  von  Starm. 

9)  Sei 

X  =f(x)  =  0,  X,  =f(x)  =  0. 

Sei  femer: 

x  =  XiQ  —  x^ 

Xi  =  x^Qi  —  x^ 


^m— 2  —  ^m— 1  Vm— 1  Xm 

x^x^  ,  ,  .  sind  die  —  genommenen  Reste  und  Qi  Q3  •  •  . 
die  Quotienten,  die  sich  bei  der  Aufsuchung  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Maasses  zwischen  x  und  Xi  ergeben. 

10)  Setzt  man  in  die  Reihe 

X  X^  X^   •  V  •    Xrn 

das  eine  Mal  x  =  a^  das  andere  Mal  x  =  ß^  so  liegen 
zwischen  a  und  ß  genau  so  viele  reelle  Wurzeln,  als  die 
erste  Reihe  mehr  Zeichenwechsel  enthält  als  die  zweite. 

NB.  Aendert  eine  Gleichung  Xr  für  keinen  Werth  von  x 
ihr  Zeichen,  so  enthält  Xr  lauter  complexe  Wurzeln.  Man 
kann  sich  sodann  auf  die  Betrachtung  der  Functionen 
xxi  .  .  .  Xr—iXr  beschränken. 

Die  äussersteD  Grenzen  der  reellen  Wurzeln. 

1)  Ist  o»-i  — ,  jeder  folgende  Coefficient  +>  so  ist  a,^_i  die 
obere  Grenze  der  -|-  Wurzeln. 

2)  Sei  dir  der  grösste  —  Coefficient,  so  ist  (»r  absolut  genom- 
men) ttr  -f-  1  die  obere  Grenze  der  -|-  Wurzeln. 

3)  um   die  untere  Grenze  der  -|-  Wurzeln  zu  finden,   setze 
a;  =  — r  und  ermittele  dieselbe  für  a/, 

X 

Anhang. 

Eine  Zahl  a,  die  ganz  ist,  kann  nur  dann  eine  Wurzel  der 
Gleichung  f{x)  =  0  sein,  wenn  /(+  1)  durch  a  ip  1  theilbar  ist. 

Eine  Gleichung  besitzt  gleiche  Wurzeln,  wenn  für  /  (x)  =  0 
und  /'  (x)  =  0  ein  gemeinschaftlicher  Theiler  existirt. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  suche  in : 

Serret,  Handbuch  der  höheren  Algebra,  D.  v.  Wertheim. 
Leipzig  1868. 


^^  Gleiohungen. 


§.41. 

Oubisohe  Oleiohungen. 

2)  a;»4-aa;»  +  6«  +  c  =  0,   x  =  y—-, 

3)  x^-\-ax*  +  b  =  0,     «  =  1,   y»_|y  +  |  =  o 

4)  xi-{-ax-\-b  =  0 

5)  Sei  <<;«/?  =|||/f.   <^«  =  1?'<<;4 

7)  x\  —  px-\-q  =  0    4i)3  <  27g2)  x  =  2 ^ 

8)  x»-px-q  =  0    41,3  <  272»/  ''"*^" 

9)  «»-;,«  + g  =  0    4i,»>272»     sm3a  =  ii'l/I 

2j)  »^  p 

fl?i  =  2  j/^  sin» 

<^  =  ^  Vj  sin  (60  —  a) 

«,  =  —  2l/|sin(60  +  «) 
10)    a;»  — jjÄ  — g  =  o    4j>s>27  3'' 
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a?,  =  —  2  y ^  sina 
a:,  =  —  2 y^  sm(60  —  a)  • 

.  a:3  =  +  2y|sin(60  +  a). 


§.42. 

Biquadratische  Qleiohungen. 

Sei  gegeben 

r*  +  «^*  +  hx  4-  c  =  0, 
berechne  0  aus 

ir«  +  2a£r«  -(-  (a«  -f  4c)^  —  6»  =  0. 
Sei  ferner  &  positiv,  so  ist  \0n  =  fx 

2a?i  =  t,  4-f2  — Ss 

2^,  =  61  -Sa  +  fa 

2^:4  =  —  5i  —  ii  —  5s' 

Ist  dagegen  h  negativ,  so  wird: 

^x,=    fi  +  e,  4-S3 

2^  =  —  t\  -\-  ii  —  Sa 

2^4  =  -?!  -Ci  +  e»    (Euler). 


§.43. 

Oleichungen  fünften  Orades. 


dg)  /»  dg) 


/€*«;  />  «O) 

v/1— x*s?n«9  ,/    yi  —  x^stn^tp  '     ^ 
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Oi  =  y,    «'«  =  *y'    ^= 5 »    ^i= 5 


5 

u^  =  x* 


©5  =  ^ Cöß 


vx  =  u^sin am{K  —  im] smam  {jBT  — •  8 co;i} 

A  =  1,  2,  3,  4,  5,  6. 


Sei 

(Vm  —  Vn)  —  (mn), 

80  wird 

e                1 

!i  f5»fxl/l-x» 

«,        (12)  (26)  (45) 

et  —  (22)  (31)  (56) 

1 

e»  —  (32)  (43)  (61) 

«4       (42)  (54)  (13) 

*j  —  (52)  (14)  (34)  (Ilermite). 

|.  41. 

Näherungsmethoden  zur  Auflösung  der  Oleiohungen. 

1)  Seien  Xi  und  x^    zwei  Näherungswerthe  einer   Wurzel 
der  Gleichung 

y=f(x)  =  0, 

und   zwar  so,  dass  yi  und  y^  entgegengesetzte  Zeichen  haben, 
80  ist 

yi  Xj  —  Xx  y%  _  Xx  —  Xj  a?i  —  x^ 

X%  = =  Xt    —    y,   z=z  X9 Vj 

Vi-y^-  Vi  -  y^^  yi  -  yj 

ein  neuer  Näherungswerth.     (Regula  falsi.) 

2)  Seien  Xi  und  :i?3    zwei    Näherungswerthe   einer  reellen 
Wurzel  von 

y=/W  =  o, 

60  dass  yi  und  y,  entgegengesetzte  Zeichen  und  weder  /'  (x)  =  0 
noch/"(a?)  =  0  zwischen  Xi  und  x^  eine  Wurzel  haben,  so  sind 

zwei  neue  Näherungswerthe.    (Methode  von  Newton.) 
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3)  Sei 

tp(x)  =  0,    tp(a)  =  a, 
a  eine  ganze  Zahl  und 

a  ^  a;  ^  a  -|-  1, 
setze 

1     , 

dieses  giebt 

ipfa  +—]  =  tlf(xj)  =  0. 
Sei  nun 

Ol  eine  ganze  Zahl  etc.,  so  wird 

Oj  4"  •  •  •    (Methode  von  Lagrange). 

4)  Sei  /(y  +  Jsi)  =  0,  so  ist  y  und  a  gegeben  durch: 


/(,)_a^,.+Qä =  0 


0^0 


5)    Seien 
gegeben,  und 

^jyn     ^2^2.     ^^3 

drei  Paare  von  Näherungswerthen,  und  sei 

J^x  =f(XxyK),    ?x  =  9(^*yx)i    ^  =  1,  2,  3, 

so  ist  genauer 


X^  = 


^1   +  -^3  +  ^3 


S'*-  z/,  +  z/,  4-  -.73 

6)    Seien  Xi  und  t/i  die  Näherungswerthe  zu 

/i(xy)  =  0,  /j(:ry)  =  0. 
Man  bestimme  £  und  ij  aus: 
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SO  sind 

a:,  4-  I    und    yi  +  i? 

zwei  neue  Näherungswerthe. 

Die  Litteratur  der  Theorie  der  Gleichungen  findet  man  in 
den  „Grundzügen  der  ant.  und  mod.  Algebra^  von  L.  Mat- 
thiessen,  Leipzig  1878.    Praktisch  sehr  zu  empfehlen: 

Scheffler's  Auflösung  der  algebr.  und  transcend.  Gleichun- 
gen.   Braunschweig  1859. 


1) 


2) 
3) 


5) 


6) 


§.45. 

Die  Determinanten. 

a  b  c 


J  =^  +  ai 6, Cj  =  («1  &i  Cs)  = 

Ol     bi     Cj 


1  2  3 


a^     bi     Ct 

\^ 

«3       Ö3        C3 

_/  XXV 

Ui       Ol       Ci 
Oj       Oj       C3 

_./         \+ 

^  ==  ai  6j  C3  +  ^  ^3  ^1  +  «8  61  ^  —  0^3  ^2  ^1  —  «1  63  ^  —  »J  *1  ^ 

^  =  —  (61  aa  Cg)  =  +  (fti  d  03)  =  —  (Ci6, 03) 


4)    J  = 


1 


aßy 


Ui  a,  bi  /?,  Ci  y 

(h  cc,  b<t  ß,  (h  y 
«8  a,  &s  y,  Ca  y 


«1  +  *i  2i  +  ^1  ^2,  61  +  Ci  r,  Ci 
«2  +  *a  äi  +  Ca  22,  i«  +  ^  n  Ca 

«3 +  &3  3l +^8  <Z2,  *3 +C3  r,  C3 


1    «1    «j*...  «!*""* 


1  »n  aä...a„~-i 


(«2  —  a|)(«3  —  «l)  .•  -(«n  —  «l) 
(«3  —  «2)  •  •  •  («»  —  «2) 


=  2"-a3«-«...(n— 1) 


(«^  —  CCn-l) 

G")-'(.-.) 


7)    Sei 
so  wird: 


Deteiminanten. 

f{x)  =  {x  —  Xi)(x  —  a:,)  .  .  .  (a?  —  Xn% 
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8) 


Ol  6i 


«1  /5i 


9) 


aii...aiH 

^11  •••^m 

öwi . • .  Oim 

Om  •  •  •  Onn 

Ol«!  +  bißi     Ol  a,  +  6i  ft 
«a  «i  +  6«  /*!     «2  «1  +  *a  ft 

>.  öijf  6x1 .. .  ^ßix  h 


>!  «xi  6jfi .  ••  22^*1  ^1 


^i  ötnx  Öjrt  . . .  ^fltut  Ö«* 

2  **i  ft«i  •  •  •  2j  ÖJxl  6 


'fW 


10) 


xx^-^yy^-^-eei,    a:/+  yi*+  x^/ 

a;  y 

^\  Vi 


^j  0«f»  6x1  .•  •  ^j flxn  6xn 


+ 


X  e 

X^Zi 


+ 


11)  Ist 

so  wird: 

X  (o,  6,  Cj)  =  fdi  6,  (Jj),  y  (ai  6,  Cj)  =  {a^  c?,  c,),  £^  {a^  ft,  C3)  =  (ai  6,  d,). 

12)  Sei 

wobei  AmBm'"Lm  die  Unterdeterminanten  sind,  sei  femer 

so  wird  z/'  die  reciproke  Determinante  genannt  Gleichliegende 
Elemente,  z.  B.  a»  in  z/  und  Ag^  in  ^',  werden  adjungirte  Ele- 
mente genannt. 
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Es  gelten  nun  folgende  Sätze: 

13)  ^'  =  z/»-i 

14)  aiJ^~^  =  (B,C,...Ln) 

(ui  ia)  ^:/*»-»  =  (Ca  A .  • .  in)  etc. 

15)  (-^')-  =  (^")' 

16)  Ist  in 

au  =  axt',  80  wird  sie  symmetrisch,  ist  dagegen 

a«x  =  —  axi,  so  wird  sie  symmetral  genannt. 

Das  Quadrat  einer  Determinante  ist  eine  sjrmmetrische  Deter- 
minante. 

17)  Für  die  Unterdeterminanten  einer  symmetrischen  Deter- 
minante gilt  der  Satz: 

Aix  =  Axi, 

18)  Ist  ferner 

a«  =  —  Oix    und    oa  ==  0, 

so  ist  die  Determinante  ein  Quadrat 

19)  Ist 

ttxi  =3=  —  Uix    und    au  =  ^, 
so  wird 

^  =  0«  -f  0^-^  P  -f  0^-*  Q  ~\ . 

dabei  sind  P,  Q  .  .  .    Summen  von  Quadraten. 

Litteratur  und  Beweise  suche  in  Balzer:    Theorie  und  An- 
wendung der  Determinanten.    Leipzig. 
Jacobi,  Grelle's  Joum.  Bd.  XXIL 


§.  46. 
Die  linearen  und  orthogonalen  Substitutionen. 

1)  Die  Substitution 

üCif  =  6x1  yi  +  6x2 ^2  H ^xn^fi,    x=l,  2,  ...n 

heisst  eine  lineare. 

2)  3/ =  ^4^  611625... 6«n  wird  die  Determinante  (Modu- 

lus)  der  Substitution  genannt 

Ist  Jtf  =  +  1,  so  nennt- man  die  Substitution  unimodular. 
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3)  Wird 

f»  =^  öxi  X\   -f-  «xi  X^  -f-  . . .  «j^  Xn 

durch 

a?x  ==  6*1  y\  +  *«»ys  H —  ftx»yfi 

transformirt  in 

/x  =  Cxi  yi  +  Cn%yt   +  <^xnyn, 

so  ist 

>i  i  ^11  C22  . . .    C„n  =  ]^  ±  öji  Ojl  •  •  •    ö«n  ]^  i  ^11  *8f  .  •  •   ^fin. 

4)  Eine   lineare    Substitution   wird   orthogonal  genannt, 
wenn 

vi  +  yl  +  •••  yä  =  ^'  +  a;/  H xl. 

5)  Sei 

^x  =  Cxi  yi  +  Cxj  y2  +  •  •  •   Cxn  yn 

eine  orthogonale  Substitution,  so  wird: 

cln  +  c/x  H +  ci,  =  1 

C\jCin  +  ^'C«»  +•••   CiV^iw  =  0, 

femer 

>i i  ^11  ^» •  •  •  <?«n  =  +  1. 

Vergleiche  auch:    Functionaldeterminanten« 
Litteratur:   Balzer,   Theorie   und   Anwendung   der   Deter- 
minanten.  III.  Aufl.,  §.  14. 

§.47. 

Die  homogenen  Functionen  und  Formen. 

Sei  /  eine  homogene  Function  der  Variablen 

flTx  rr,  . .  .  iCn 
von  der  Ordnung  w,  so  wird: 

2)    w(w  —  l)...(w  — 3 +!)/=(  y!a:*5-^  )  8«/(Euler's  Satz). 


K?'"^)' 


Sei 

/  _         ^/  _  ^'/     _ 

80  wird 

2i  srzTi  **'  **»!'  .  .  .  w«„  =  0. 


80  i  Formen. 

Die  homogene  Function  u  von  m  Dimensionen  wird,  wenn 
sie  rational  und  ganz  ist  und  ganze  Goefficienten  hat,  eine  Form 
mten  Grades  (quadratisch,  cubisch,  .  . .),  von  n  willkürlichen 
Variablen  (binär,  ternär, . .  .)  genannt. 

Sei 

ix 

eine  quadratische  Form,  so  wird 

ü  =  —  2  +  au  (1)9  . . .  dnn 

die  Determinante  der  Form  u  genannt.     Sei  bix  der  Coefficient 
von  üiit  in  22,  so  ist  die  Form 

u  =  —  ^Jut/iffH 

in 

der  Form  u  adjungirt. 

Die  Determinante  der  adjungirten  Form  ist  die  (n  —  l)te 
Potenz  der  Determinante  der  Form. 

Vergleiche:  Balz  er,  Theorie  und  Anwendung  der  Deter- 
minanten, §.  13. 

§.48. 

Die  Funotional- Determinanten« 

1)  Seien  yi ^s •  •  •  yn  Functionen  von  XiX^...  Xn,  so  wird 

^  —  dxi  dx^"  dx, 
die  Functional-  oder  Jacobi'sche  Determinante  genannt,  und  mit 

j>_^(yiya'-yn) 

bezeichnet. 

2)  Sind  yiVi^'^Vn  nicht  unabhängig,  sondern  durch 

9(yiy2---y«)  =  o 

verbunden,  so  ist  z/  =  0  und  umgekehrt 

3)  Sind  die  Grossen  y  durch 

Fi(rr,  ...rr»  yi.^.yn)  =  0 


rn 


Fn(Xi...Xnyi...yn)  =  0 

gegeben,  so  ist: 
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8  Fl      dFn 


-^^  -^  d  Xi       dXn 


4)  Seien  yi yi . . . y«  Functionen  von  x^x^.,, Xn,  so  sind  auch 
jTi . . .  ar„  Functionen  von  yi  ya . . .  y«,  die  Functionen  sollen  in  beiden 
Fällen  von  einander  unabhängig  sein,  sodann  ist: 

X^    I    9  yi        2  yn     x^   ,    8  ^1        dXn        - 

^-dx^      dXn    ^~ayi      ay, 

5)  Sei 

—    8^y 

so  wird  die  Determinante 

^  =  2  i  y"  y«  •  •  •  y«» 

die  Hesse' sehe  genannt 

6)  Ist  jET  =  0,  so  ist  immer 

«lyi  +  «sy»  -I anVn  =  0, 

wo  ai  Os  ...  On  constante  Grössen  sind,  und 

7)  die  Function  y  kann  durch  eine  lineare  Substitution  auf 
eine  homogene  Function  von  (n  —  1)  Variablen  reducirt  werden 
und  umgekehrt. 

8)  Die  Hesse'  sehe  Determinante  der  transformirten  Function 
unterscheidet  sich  von  der  der  Originalfunction  nur  um  einen 
mit  dem  Quadrat  des  Modulus  der  Transformation  übereinstim- 
menden Factor,  d.  h. 

9)  Wenn  die  H  einer  homogenen  ganzen  Function  von  n 
Variablen  identisch  verschwindet  und  ausserdem  der  partielle 
Differentialquotient  derselben  nach  einem  ihrer  Elemente,  so 
verschwinden  auch  alle  übrigen  identisch  und  die  Function  kann 
durch  eine  lineare  Substitution  auf  eine  Function  von  (n  —  2) 
Variablen  reducirt  werden. 

Litteratur:    Balzer,  Theorie  der  Determinanten. 
Salmon:    Vorlesungen  zur  Einführung  in  die  Algebra  der 
linearen  Transformationen.    Deutsch  von  Fiedler. 

Glebsch:    Theorie  der  binären  Formen  u.  m.  andere. 

Lftfkft,  matbMii.  Fofineinwmimlttiig.  0 
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§.  49. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

1)  Sei  j)  die  Anzahl  der  günstigen,  q  die  der  ungünstigen, 
n  die  der  überhaupt  möglichen,  so  dass  p  -{-  q  =z  n^  und  sei  die 
absolute  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Ereig- 
nisses w,  jene  für  das  Nichteintreffen  ti^i,  so  ist 

ii;  =  ^,     IUI  =  -2-,     ti;  -4-  u^i  =  1. 

Man  sagt:  ein  Ereigniss  ist 

gewiss,  wahrscheinlich,  zweifelhaft,  unwahrscheinlich,  unmöglich,  wenn 

w=l,  >i  =1  <|  =0. 

2)  Sei  die  Anzahl  aller  Fälle  w,  der  dem  Ereigniss  A  gün- 
stigen p,  der  dem  Ereigniss  B  günstigen  q  und  p  +  g  <  w,  so 
ist,  wenn  alle  übrigen  Fälle  unberücksichtigt  bleiben,  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Eintreffen  des  Ereignisses 


Ä  ••• 


P  Wa 


i>  +  a      wa  +  M?B 


B 7 —  = i? (Relative  Wahrscheinlichkeit). 

p  -j-  q         wa  -\-  IVB      ^  ^ 

3)  Seien  WiWi...Wn  die  Wahrscheinlichkeiten  mehrerer  ein- 
zelnen Ereignisse,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  diese 
zusammentreffen 

TF=u?iU?3M;3...tc?n  (Zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit). 

4)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Ereigniss  A^  dessen 
Wahrscheinlichkeit  w  ist,  sich  nmal  wiederholt,  ist: 

W  =  (w)-. 

5)  Seien  u)i  ...  Wn  die  Wahrscheinlichkeiten  der  Ereignisse 
AB...N^  man  fragt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  das 
erste,  oder  wenn  dieses  nicht,  so  doch  das  zweite  etc.  Ereigniss 
eintritt,  diese  ist  gegeben  durch: 

W  =  1   —  (1  —  Wi)(l  —  M?,)  ...  (1   —  Wnl 

6)  Sei  s  eine  zu  gewinnende  Summe,  w  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Gewinnes,  so  ist 

sto 
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die  mathematische  Hoffhung  oder  Erwartung.  Hängt  der  Gewinn 
von  mehreren  Ereignissen  ab,  und  seien  Si  s, ...  s»  die  zu  er- 
wartenden Summen,  WitOi...Wn  die  Wahrscheinlichkeiten  jeder 
dieser  Summe,  so  ist 

7)  Seien  tViW^*'»  «?»  die  Wahrscheinlichkeiten  von  AB ...N, 

und 

und  man  sucht  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in 

Versuchen  das  Ereignisse  aimal,  das  Ereigniss  B  02 mal  etc. 
eintritt,  so  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  gegeben  durch: 

8)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Ereigniss  A^  dessen 
Wahrscheinlichkeit  u?  ist,  in  a  Versuchen  wenigstens  )/mal  ein- 
tritt, ist: 


W 


=  iivy  [1  +  ^  (1  ^  u;)  +  y(2^±i>  (1  -  tr)«  +  • . . 

9)  Alle  bisher  betrachteten  Wahrscheinlichkeiten  waren  Wahr- 
scheinlichkeiten a  priori,  auch  deductive  Wahrscheinlichkeiten; 
die  folgenden  sind  Wahrscheinlichkeiten  a  posteriori  oder  in- 
ductiTC  Wahrscheinlichkeiten.  Fundamentalsatz  (Bayes,  Phil. 
Trans.  1763).  Die  Wahrscheinlichkeiten  zweier  Hypothesen  ver- 
halten sich  so  zu  einander,  wie  die  absoluten  Wahrscheinlich- 
keiten der  aus  diesen  Hypothesen  resultirenden  Ereignisse. 

10)  Sei  in  n  Versuchen  p  mal  das  Ereigniss  A ,  q  mal  das 
Ereigniss  B  eingetreten  etc. ,  und  seien  Pi  P, . . .  P»  die  Wahr- 
scheinlichkeiten a  priori  (gerechnet  nach  7)  der  Hypothesen 
fli  17j . . .  fl«,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Hypothese  Er 
gegeben  durch 

Pl  +  ^t  H -f-  Pn 

11)  Sei  n  =  p  -j-  q  die  Anzahl  der  Ereignisse,  und  es  ist 
pmal  das  Ereigniss  A^  gmal  das  Ereigniss  B  eingetreten,  sei  W 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  ferneren  n'  =p'  -^  q'  Versuchen 

6* 
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A  p'  mal  und  B  3'  mal  eintritt.  Seien  ferner  fli  Bi . . .  Er  die 
Hypothesen,  Wi...  Wr  die  absoluten  Wahrscheinlichkeiten  für  das 
EintreflFen,  Vi...  Vr  für  das  Nichteintreflfen  von  4,  also  für  das 
Eintreffen  von  J?,  so  ist 


-  0  ± 


12)  Die  Wahrscheinlichkeit  einer  Hypothese  H^  kraft  wel- 
cher die  absolute  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  Ay  welches 
pmal  beobachtet  wurde,  x  ist,  ist  gegeben  durch 

a;p(l  —  xydx  , 

/  0^(1  —  xydx 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  x  innerhalb  der  Grenzen  a  und  ß 
liegt,  ist 

rxlP{\  —  xfdx 


/ 

0 


;z^(l  —  xfdx 


13)  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P  der  Hypothese, 
dass,  nachdem  in  n  =  p  -f-  g  Ereignissen  A  p  mal,  B  q  mal  ein- 
getreten, in  w'  =  p'  4"  3'  Ereignissen  A  j)'mal,  B  g'mal  eintritt? 

P  ^  //  +  «'\  (p  +  i)...(p+/j(g  +  i)...(g  +  gO 

V     y      /'(i>  +  «  +  2)...(i>  +  2+y  +  (2'  +  l) 
oder  für  sehr  grosse  pqp'g* 

.     ,  (i»-»-i>'+i)  («+«'+ 1)  ('»+«+1) 

P  =  ^i^'  +  A(i^+i>T         '»(g  +  gO'         '^.(l>+g)^ 

i^       .g       :(i?  +  g+i>+g) 

14)  Das  Ereigniss  A  ist  jp  mal  eingetreten,  das  Ereigniss  B 

gmal  in  n  =  p  -\-  q  Versuchen,  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  im 
(n  +  l)ten  Versuche  A  eintritt,  ist: 

j>+l 

i>  +  g  +  2  ■ 

15)  In  n  Versuchen  ist  A  eingetreten,  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  A  im  (n  -{-  l)ten  Versuche  eintritt,  ist 


Wahncheinlichkeitsrechniuig.  85 

16)    Sei  Ä  nmal  eingetreten,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  A  eher  als  B  eintritt,  gleich 

1 


1  — 


2*1+1 


Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  die  Fehlerrechnung 
vide  6.  Lieferung.  Wegen  der  Ableitungen  etc.  vide  Meyer: 
Vorlesungen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Deutsch  yon 
E.  C  zu  her.  Leipzig  1879.  Hagen:  Grundzüge  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung.   Berlin  1882. 


§.  50. 

Differenzen-Reohnung. 

A.    Symbole. 

1)     Ux   =  fp(x) 

2)  Jii^  =  fp(x -\- ^x)  ^  q)(x) 

3)  zf* z/" «,  =  z/«-»-* u,    {Jx=  l  für  gewöhnlich) 

4)  [ar,m]  =  x(x  -—  1)...  (j?  —  m  -[-  1) 

5)  Dux  =  (p(x  -{-  ^x) 
6 j  D  =  1  -j- -^-    Symbolisch  für  Du3i  =  Ux-\-^ Mx 

m 


'X 


^1.2  dx^^ 

8)  i)»  =  (1  -f  ^» 

d_ 

9)  ^  =  c*«*  —  1 

10)  z/»a:«  —  (x  -{-  n)"»  —  n(x  +  n  —  1)~ 

+  ^^^^(-  +  «-2)-- 

11)  ^0*  =  ^^••x*  für  a;  =  0 

12)  ^/"O"  =  n! 

13)  z/"0-  =  n~— n(n  — l)«4-^^^^=^(n-2)'« 

n(n—  l)fn  ~  2) 


1.2.3 


(n  —  3)*"  + 


■  •  • 
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Differenzen  -  Bechuung. 


Jl 

J^ 

^3 

J^ 

J^ 

J^ 

Jf 

^ 

^9 

i|10 

Ol 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0» 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

03 

6 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0* 

U 

36 

24 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

06 

30 

150 

240 

120 

0 

0 

0 

0 

0 

0« 

62 

540 

1560 

1800 

720 

0 

0 

0 

0 

0' 

126 

1806 

8400 

16800 

15120 

5040 

0 

0 

0 

08 

254 

5796 

40824 

126000 

191520 

141120 

40320 

0 

0 

0« 

510 

18150 

186480 

834120 

1905120 

2328480 

1451520 

362880 

0 

010 

1022 

55980 

818520 

5103000 

16435440 

29635200 

30240000 

16329600 

3628800 

B.    Formeliu 


14 
15 

17 

18 

19 
20 

21 

22 
23 


J[Xytn]  =  m[a:,w—  1] 
1  m 


[x,  m] 


[a;,  m  —  1] 


/llogux  =  log 


—    Inr,    ***+! 


u, 


J^sin{ax  +  J)  =  (^sin^  sin\ax  +  6  +  w(MiiE)| 
^» cos  {ax^b)  =  {2 sin  ^X cos  ja^  +  6  -f  !Lil^Lf!^\ 


Jtgnax  = 


sma 


Jcotgax  =  — : 


cosax  cosx  -\-  \a 
—  sina 


sm  a  X  sin  x  -{-  la 

Vx  ~  VxVx-^i 

JUxVx  =  Ux^Vx  -{'  Vx^Ux 


Differexizen  -  Bechnung.  87 

24)    Sei  u  eine  Function  der  Veränderlichen  xya...^  deren 
Differenzen  zfx,  ^y,  z/0...  constant  sind,  so  wird 

J-u  =  1(1  +  ^  Jx^  (^  +  ^  ^0 ^"**  (symboHsch). 

z/2  0"  zi>  0*» 

26)  ^  =  ^0":c  +  ^[^,2]  +  f2^[^,8]+... 

27)  ao  +  aia;  +  a,~^+a8Y;^+--- 

2g^        1     _  J_  _  n^Ux    ,    w(n  —  l)^^Ux 

29J       1      _     1 (n-^m)zfux    .    (n~m)(n  — m  — 1) 

t*«+n  W;j^«»  t*a:+m  Wjp+m^l  W»+m**«+m+l  t*x+m+a 


3 


§.61. 

Summen-Reohnung. 

S  [^,  fn]  =  ^\^^/^  +  Const 

S ^^ =c 1 

wenn  «a,  =  ao;  -|"  ^* 


88  Siimmen  -  Bechnong. 

7)    2a;»  =  (-l)-+i{^/0-^^-±-^ 


_  ^,0»  x(x -\- l)(x  +  2) 

1.2.3  ^ 

ü/  -'  ■'      1)   ^)   Oj  •  •  •  SP 

S  ^'  =  e"  ^'  +  2  "^^  +  ll  '''  "  Ä  ^* 
(2n  +  1)  r^x^^dx  =  2  ic»»+» 

0 

Euler,  Nov.  Acta  Petropol.   Tom.  IL 

8)  ;s  »■ = "  +  -^'' V  "  +  ^>  0- 

1        d^il^ 


10)    i:ti«  =  c4-/ti«da;-iu.  +  l|^^^4 


+ 


20  da;3 
1      d*  Ux 


30240  da;* 


Näheres  in:  Schlömilch,  Theorie  der  DifiFerenz-  und  Sum- 
menrechnung,  Halle  1848.  Boole,  Grundlehren  der  endl.  Diffe- 
renz- und  Summenrechnung,  1867.  Herschel,  Sammlung  von 
Aufgaben  aus  der  endL  Summen-  und  Differenzenrechnung,  1859. 
Die  beiden  letzteren  deutsch  von  Schnusse,  Braunschweig. 


Summen-  und  Differenzen-Rechnung.  89 

Zusätze  zum  §.  50  und  51. 

Anwendung  dieser  Formeln  zur  Summation  von  Reihen. 
Um 

zu  Summiren,  muss  man  {x  -f-  1)>  integriren.    Nun  ist 

^{x^\y  =  ^{x^^2x  +  \) 

=  2  ^'  +  2  2  ^  +  ^• 

Nach  der  Formel  26)  ist  aber 

X'i  =  X  -\-  x(x  —  1), 
wir  haben  also 

Nun  ist  nach  1),  §.  61 

Wir  haben  also 
x-»/     I    i.,  I    3a;(a:—  1)    ,    x{x  —  l)(x  —  2)    .    ^      . 

2J  (^  4- 1)*  =  ^  H ^"2 — -  +  -^^ ^ "  +  c^"«^ 

Für  X  =  1  wird  ^a;=  1,  also  1  =  1  -(-  Const.,  woraus  Const. 

=  0  folg;t. 

Theorem:    Sei  Ux  =  a  -j-  hx,  so  wird  die  Function 

(p  +  7^  -|-  TX^)S' 

Wx  •  •  •   Wa;  +  m-l 

integrabel,  wenn 

und  ihr  Integral  ist 

(AdlZ^  + Const.. 

Ux  '  •  •    tix4m— 9 

wobei 

.  g  (a.s  —  m+l 

.4. 


~(s—  i)A ""  u  "•     F^^nr 


(s  -  l)h 


90  Summen-  und  Differenzen-Bechnung. 

Löst  man  die  Bedingungsgleichung  in  Bezug  auf  s  auf,  so 
erhält  man  zwei  Wertlie  von  5,  die  diese  Function  integrabel 
machen. 

So  ist  beispielsweise 

1.3  '  3"^3.ö  *  32"^5.7  *  33"'  4\        (2^+1). 3*J 

Diese  Reihe  hat  x  Glieder. 

Manchmal   kann  man  ohne  Anwendung  der   Formeln   sich 
leicht  eine  integrable  Form  verschaffen. 
Sei  z.  B,  die  summirende  Reihe: 


1.3    '    2.4    '    3.5    ^  x{X'^2) 

Man  hat 


2«*x+l  —  ^^^  _^  ^^^^  ^  ^y 


hier  kann  man  Formel  28),  §.  50,  anwenden.     Man  kann  aber 
auch  einfacher  wie  folgt  verfahren: 

_  -s-» a;-f  2 

«**+!  —  2j(x  +  l)(x  +  2Xx  +  8) 

,^  (  1  1 

=  2j\(x-^1)(x-\-2)(x  +  S)  +  (^+2)(a;  +  3)' 
woraus  nach  Bestimmung  der  Constanten 

_,         _        3  g;»  4-  5  a? 

2j^*+^  — 4(a;-f  l)(^  +  2) 
folgt. 


Ziiifl-  und  Benten-BechniiDg.  91 


§.62. 
Zins-,  Zinseszlns-  und  Renten -Reohnung. 

Sei  Ä  das  Anfangscapital,  E  das  Endcapital,  p  die  Procente, 
I?  =  1  -j-  ~jr  der  Zinsfuss,  +  U  die  Rente,  n  die  Anzahl  der 
Jahre,  Z  die  Zinsen  nach  n  Jahren. 

NB.    Werden   Zinsen  und   Rente  in   je  —  tel  Jahren   ver- 

rechnet,  so  ist  in  nachstehenden  Formeln  ^  statt  p   und  m  n 
statt  n  zu  setzen. 

1)  Zinsrechnung. 

«        .2)  .        100  Z  lOOZ  lOOZ 

100  2^w  '     -^         An  '  jj-4 

2)  Einfache  Zinseszinsrechnung. 

T?       Ä^     Ä        E  log E— log A  -iV  E 

Ein  Capital  verm  facht  sich,  wenn 

log  m  t"/ 

3)  Zusammengesetzte  Zinseszinsrechnung. 

__  fogd)-E  +  100  Ji)  —  logipÄ  ±  100 B) 

2—1 


92 


Zins-  und  Renten  -  Rechnung. 


4)    Rentenrechnung 


E=z  0     R>  A 


-^1 
lOOj 


A(t  =^  — -;^  (g~  —  1) 


n  == 


to^  100  n  —  hg  (100  B  —  pA) 

logq 


A(t  -  R^ ^  =  0. 

g  —  1 

Siehe  Spitzer:  Anleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten. 
Wien  1881.  Morgenbesser:  Mathematische  Grundlagen  des 
ges.  Versicherungswesens.    Berlin  1882. 
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Tafeln. 

I.    Tafel  für  die  Zahl  e. 

e  =  2,71828    18284    69045    23536    02874    71353  .  . 


n 

e« 

ii)' 

n  € 

n 

€ 

1 

2,71828 

0,36788 

2,71828 

0,36788 

2 

7,38906 

0,13534 

5,43656 

0,73576 

3 

20,08554 

0,04979 

8,15485 

1,10364 

4 

54,59815 

0,01832 

10,87313 

1,47152 

5 

148,41316 

0,00674 

13,59141 

1,83940 

6 

403,42879 

0,00248 

16,30969 

2,20728 

7 

1096,63316 

0,000^1 

19,02797 

2,57516 

8 

2980,95799 

0,00034 

21,74625 

2,94304 

9 

8103,08393 

0,00012 

24,46454 

3,31091 

n 

e» 

n 

en 

0,01 

1,01005 

0,1 

1,10517 

0,02 

1,02020 

0,2 

1,22140 

0,03 

1,03045 

0,3 

1,34986 

0,04 

1,04081 

0.4  ^ 

1,49183 

0,05 

1,05127 

0,5 

1,64872 

0,06 

1,06184 

0,6 

1,82212 

0,07 

1,07251 

0,7 

2,01375 

0,08 

1,08329 

0,8 

2,22554 

0,09 

1,09417 

0,9 

2,45960 

Man  beachte  beim  Gebrauche  dieser  Tafel  die  Identitäten 

_b       _£_  A     — — 

c"    10      loö  =:  c«  .  eiö  .  eioo 

1  -f  (f  +  j— 2  +  *  •  • 

lognate  =  1 

logvulge  =  0,434294482  .  .  . 
Sei 

e«  =  £f,  80  ist 
lognate  =  x 
logvulgz  =  xJogvulge  =  ä  .  0,434294481903251827651128919  . 
Es  ist  femer 

log  not    1  =  0 

log  nat  10  =  2,3025851 . . . 

V^«  =  1,444667... 
Es  ist  y  e  ">  \  z^  wobei  z  eine  beliebige  Zahl  bedeuten  kann. 


Tafeln. 
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IL    Numerische  Werthe  für  it, 

n  =  3,14159    26536    89793    23846    26433    83279    50288  .  .  . 


Arg. 

Valor. 

Log,  vulg. 

Log.  nat. 

n 

271 

3,1415926536 
6,283185 

0,497149873 
0,798180 

1,144730 

1,837877 

71 

2 

1,570796 

0,196120 

0,451583 

TT 
T 

0,785398 

0,895090   1 

0.758436  —  1 

n 
3 

1,047198 

0,020029 

0,046118 

1 

2 

2.094395 

0,321059 

0,739265 

4 

4,188790 

0,622089 

1,432412 

1 

n 

0,3183098862 

0,502860  —  1 

0,855270  —  2 

1 
2n 

0,159155 

0,201820  —  1 

0,162123  —  2 

71« 

9,8696044011 
31,0062766803 

0,994300 
1,491450 

2,289460 
3,434190 

1 

0,1013211836 

0,005700  —  1 

0,710540  —  8 

V» 

1,7724538509 

0,248575 

0,572366 

Vi 

0,5641895835 

0,751426  —  1 

0,427635  —  1 

f« 

1,4645918876 

0,165717 

0,381577 

n 

0,6827840633 

0,834283  —  1 

0,618423  —  1 

log  nat  n 

1,1447298858 

0,058703 

0,135169 

Näherangsbrüche  für  1 :  n 

2^    ^    106    113     33102      33215     66317     99532 

3  '  22*  333'  355'  103993'  104348'  208341'  312689 
Einige  ;r -Reihen: 

iL  =  1  _  1  +  1  _  1  +  1  _  i.   .    .  .  . 


9 


11 


7t 


«        •        « 


3 

_  J. 

2V2  ""■  ^  "*"   3 

12  ^3^5  7  9         11  ^13^ 


=  1  + 


_1_1    ,    1  4.  1 

6  7   "^   9   "^  11 


2ys 


6^7         11  ^  13 


1  +  1- 
17  ^  19 


^-  1  _  -L  -  ±.4. 


16 

3  71» 


22 
1 


3» 


1  -  1  O.  1  -  1  -  1  4-  1  4- 
4«         52  n-  ß2         72         82  T^  92  "T 


—  «1.  ^«1^1.  1.1 L-. 

04' y2  —  '38  58  78   T"  Q8      »     ni3  IQS 
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113  13» 


i = '  +  fö'  +  (A)  +  (^J + 
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Tafeln. 


IIL    Tafel  der  Binomial-Coefficienten. 


(0 

© 

(S) 

(")   G)  Ca) 

(?) 

(S) 

®  Ö)  (.")  (Ö 

1 

2 
3 

1 
1 
8 

1 

4 

6 

4 

1 

5 

10 

10 

5 

1 

6 

15 

20 

15 

6 

1 

7 

21 

35 

35 

21 

7 

1 

8 

28 

56 

70 

56 

28 

8 

1 

9 

36 

84 

126 

126 

84 

36 

9 

1 

10 

45 

120 

210 

252 

210 

120 

45 

10 

1 

11 

55 

165 

330 

462 

462 

330 

165 

55 

11 

1 

12 

66 

220 

495 

792 

924 

792 

495 

220 

66 

12 

1 

13 

78 

286 

715 

1287 

1716 

1716 

1287 

715 

286 

78 

13 

14 

91 

364 

1001 

2002 

3003 

3432 

3003 

2002 

1001 

364 

91 

15 

105 

455 

1365 

3003 

5005 

6435 

6435 

5005 

3003 

1365 

455 

16 

120 

660 

1820 

4368 

8008 

11440 

12870 

11440 

8008 

4368 

1820 

17 

136 

680 

2380 

6188 

12376 

19448 

24310 

24310 

19448 

12376 

6188 

18 

153 

816 

3060 

8568 

18564 

31824 

43758 

48620 

43758 

31824 

18564 

19 

171 

969 

3876 

11628 

27132 

50388 

75582 

92378 

92378 

75582 

50388 

20 

190 

1140 

4845 

15504 

38760 

77520 

125970 

167960 

184756 

167960 

125970 

1 

Man  beachte  die  Definition: 

/n\  __  n(n  —  l)(n  —  2)  .  .  .    (»  —  x  -|-  1) 
\x/  ~"  1.2.3  ...  X 

und  die  Sätze: 

(:)=(;  =  l)+C7')=(''t')-(.^,) 
©  =  Gti)-(.+.)    . 

C  t ')  =  C) + (.  •  ,)Ö)+(;  -.)(»•  •  (;)(.  i  0 + «> 


Tafeln. 
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IV.     Logaritlimen  einiger  Facultäten. 


Es  ist 


1  Ji  1 

loff(x\)  =  logVln  +  xlogx  -f  -^  log .v  —  ^^^  y\"x  "^  '  '  ' 

_  i—   l)n   _^Üizl ?_  4_  (_  l)n   _?^2n--l 1_ 

^  '     (2  fi  —  1)  2 /«  .r2»-i  ^  ^        ^    (2n  — l)2w    .T2n-i ' 


ö<  1. 


x 

log(x\) 

X 

log  (x  1) 

r 

1 

0 

26 

26,6056190 

2 

0,3010300 

27 

28,0369828 

3 

0,7781513 

28 

29,4841408 

4 

1,3802112 

29 

30,9465388 

5 

2,0791812 

30 

32,4236601 

6 

2,8573325 

31 

33,9150218 

7 

3,7024305 

32 

35,4201717 

8 

4,6055205 

33 

36,9386857 

9 

5,5597630 

34 

38,4701646 

10 

6,5597630 

35 

40,0142326 

11 

7^6011557 

36 

41,5705351 

12 

8,6803370 

37 

43,1387369 

13 

9,7942803 

38 

44,7185205 

14 

10,9404084 

39 

46,3095851 

15 

12,1164996 

40 

47,9116451 

16 

13,3206196 

41 

49,5244289 

17 

14,5510685   ^ 

42 

51,1476782 

18 

15,8063410 

43 

52,7811467 

19 

17,0850946 

44 

54,4245993 

20 

18,3861246 

45 

56,0778119 

21 

19,7083439 

46 

57,7405097 

22 

21,0507666 

47 

59,4126676 

23 

22,4124944 

48 

61,0939088 

24 

23,7927057 

49 

62,7841049 

25 

25,1906457 

50 

64,4830749 

Latkft,  mAthem.  FonDelnsanunliuig. 
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Tafeln. 


V.    Tafel  der  ganzzahligen  Auflösungen  von  x^  =  ay^+l 


2 

2 

3 

1 

5 

4 

6 

2 

7 

3 

8 

1 

10 

6 

11 

3 

12 

2 

13 

'     180 

14 

4 

15 

1 

17 

8 

18 

4 

19 

39 

20 

2 

21 

12 

22 

42 

23 

5 

24 

1 

26 

10 

27 

5 

28 

24 

29 

1820 

30 

2 

31 

273 

32 

3 

33 

4 

34 

6 

36 

1 

37 

12 

38 

6 

39 

4 

40 

3 

41 

320 

42 

2w 

43 

531 

44 

30 

45 

24 

46 

3588 

47 

7 

48 

1 

50 

14 

51 

7 

52 

90 

3 

2 

9 

5 

8 

3 

19 

10 

7 

649 

15 

4 

33 

17 

170 

9 

55 

197 

24 

5 

51 

26 

127 
9801 

11 
1520 

17 

23 

35 

6 

73 

37 

25 

19 
2049 

13 
3482 

199 

161 

24335 

48 

7 

99 

50 
649 


53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
82 
83 
84 
85 
86 
•87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 


9100 

66 

12 

2 

20 
2564 

69 

4 
226153980 

8 

1 

16 

8 
5967 

4 
936 

30 
413 

2 

267000 

430 

3 
6630 

40 

6 

9 

1 

18 

9 

6 

30996 

1122 

3 
.  21 
53000 

2 

165 

120 

1260 

221064 

4 

5 
6377352 

10 

1 


66251 

485 

89 

15 

151 
19603 

530 

31 
1766319049 

63 
8 

129 

65 
48842 

33 
7775 

251 
3480 

17 

2281249 

3699 

26 
57799 

351 

53 

80 

9 

163 

82 

55 

285771 

10405 

28 

197 
500001 

19 

1574 

1151 

12151 

2143295 

39 

49 
62809633 

99 

10 
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VI.    Tafel  einiger  öfters  angewandten  Reihen- 

coefficienten. 


Coefficient 


Log,  vulg. 


Coefficient 


Log.  vulg. 


2 

b 
Jl_ 

16 
I     o_ 

t 

21 

lir24 

429 

715 


2 


2 

.1 

1.: 

3 

2 

.4 

.6 

] 

1.3.E 

\ 

2 

.4 

.6 

.8 

1. 

3. 

5. 

7 

2 

.4 

.6 

.8 

.10 

1. 

3. 

5. 

7.9 

2 

.4 

.6. 

.8 

.10. 

12 

1 

.3 

.5 

.7 

.  9. 

11 

2 

.4 

.6. 

1  ■  • 

12. 

14 

1 

.3 

.5, 

»  •  • 

11. 

13 

2 

.4 

.6. 

•  • 

14. 

16 

1 

.3. 

5. 

•   • 

13. 

15 

2  .  4  .  ö  . . .  16 .  18 


0,6989700  —  1 
0,0969100—1 
0,7958800—2 
0,5917600  —  2 
0,4368581  —  2 
0,3119193  —  2 
0,2071840  —  2 
0,1170074  —  2 
0,0378261  —  2 


6 

40 

^ 

112 

36 

1152 

63 

2816 

231 

13312 
429 

30720 
6435 

557056 

12155 


1245184 


1 
2.8 

1.3 
2.4.5 

1.3.5 
2.4.6.7 

1.3.5.7 
2.4.6.8.9 

2.4...  10.11 
1.3...  9.11 
2.4... 12. 13 
1.3...  11. 13 
2  . 4 ...  14 .  15 
1.3. ..13. 15 
2.4...  16. 17 
1  . 3  ...  15  .  17 
2.4. ..18. 19 


0,2218487  —  1 
0,8750613  —  2 
0,6497520  —  2 
0,4826156  —  2 
0,3497078  —  2 
0,2393687  —  2 
0,1450361  —  2 
0,0626497  -  2 
0,9895214  —  3 


2 
3^ 

« 

r> 
lö 

35 
12h 
63 
256 
231 
l(r24 
4-2fl 
2Ö45 
0135 
:i27f»ö 
12155 


2 

1  .3 

2.4 

1.3.5 

2.4.6 

1.3.5.7 

2.4.6.8 

1.3.5.7 


2.4.6.8 


.10 
9.11 


2.4.6. 
1.3.5. 


10.12 
11.13 


2.4.6. 
1.3.5. 


12.14 
13.15 


2.4.6. 
1.3.5. 


14.16 
15.17 


U3636        2. 4. 6. ..16. 18 


0,6989700  —  1 
0,5740313  —  1 
0,4948500—1 
0,4368581  —  1 
0,3911005  —  1 
0,.3533120  —  1 
0,3211273  —  1 
0,2930986  —  1 
0,2682750  —  1 


6 

40 

1 
112 

5 
1152 

7 
2816 

21 


1 
2.3 

1 
2.4.5 

1.3 
2.4.6 

1.3 


7 
5 


2.4.6 
1.3. 


.8.9 
5.7 


2.4... 
1.3.. 


10.11 
.7.9 


13312 

33 
b0720 

429 
557056 

715 


2.4... 

1  .  9  .  .  . 


12 .  13 
9.11 


2.4... 
1 .  o  . . . 


14.15 
11.13 


2.4... 
1 .  o  . . . 


16.17 
13 .  15 


1245184 


2 . 4 ...  18 .  19 


0,2218487  —  1 
0,3979400  —  2 
0,9507820  —  3 
0,6375175  —  3 
0,3954654  —  3 
0,1979760  —  3 
0,0310927  —  3 
0,8865584  —  4 
0,7590725  —  4 


7* 


lüü 
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VII.    Tafel  der  Bernoulli'schen  Zahlen. 


Zahl 


Log.  vulg. 


Zahl 


Log.  vulg. 


■T> 

1 

^1 

6 

^8 

1 
30 

B, 

1 
42 

B, 

1 
30 

»9 

5 
G6 

Al 

691 
2730 

^18 

7 
6 

^15 

3617 

510 

^17 

43867 

0,2218487  —  1 
0,5228787  —  2 
0,3767507  —  2 
:  0,5228787  —  2 
0,8794261  —  2 
0,4033154—1 
0,0669468 
0,8507783 
1,7401350 


^19 

^29 

^36 


174611 

330 
854513 

138 
236364091 

2730 
8553103 

6 

23749461029 

870 
8615841276005 

14322 
7709321041217 

510 
2577687858367 

6 
26315271553053477373 

1919190 


2,7235577 

3,7918360 

4,9374189 

6,1539725 

7,4361345 

8,7792940 

10,1794460 

11,6330791 

13,137089» 


VIII.     Tafel  der  Potenzsummen. 


Wir  bezeichnen  mit 

Bn  die  Summe  der  Reihe    1    -f-  —  -|-  —  -f_-l- 


Bn     „ 


n 


-L-4--^     4.-L4-J_4. 

22n      '"  42n    ~   02«      '     b2"      ' 
1      J t I \ I t L  . 


7^ 

Pn 

Qn 

Bn 

1 

1,2337006 

0,4112335 

CO 

2 

1,0146780 

0,067645 

1,6449341 

3 

1,0014471 

0,015860 

1,2020569 

4 

1,0001552 

0,0039222 

1,0023232 

5 

1,0000170 

0.(X)09775 

1,0369278 

6 

1,(KX)0019 

0,0002442 

1,0173431 

7 

1,0000002 

0,0000610 

1,0083493 

8 

1,0000000 

0,0000153 

1,0040774 

9 

1,(K)00()00 

0,0000038 

1,0020084 

10 

1,0000000 

0,0000010 

1,0009946 
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IX.    Potenzen  und  Wurzeln. 


fl 

1 

1 

n3     y7 

fn 

n 

n^ 

nS 

lA" 

^ 

1 

1 

1  1,0000  1,0000 

51 

^601 

102651 

7,1414 

3,7084 

2 

4 

8  1,4142 

1,2599 

52 

2701 

140608 

7,2111 

3,7325 

3 

9 

27 

1,7321 

1,4422 

53 

2809 

148877 

7,2801 

3,7563 

^ 

16 

64 

2,0000 

1,5874 

54 

2916 

157464 

7,3485 

3,7798 

5 

25 

125 

2,2361 

1,7100 

55 

3025 

466375 

7,4162 

3,8030 

G 

36 

216 

2,4495 

1,8171 

.56 

3136 

175616 

7,4833 

3,8259 

7 

49 

343 

2,6458 

1,9129 

67 

3249 

185193 

7,5498 

3,8485 

8 

64 

512 

2,8284 

2,0000 

58 

3364 

195112 

7,6158 

3,8709 

9 

81 

729 

3,0000 

2,0801 

59 

3481 

205379 

7,6811 

3,8930 

10 

100 

1000 

3,1623 

2,1544 

60 

3600 

216000 

7,7460 

3,9149 

11 

121 

1331 

3,3166  1  2,2240 

61 

3721 

226981 

7,8102 

3,9365 

12 

144 

1728  3,4641 

2,2894 

62 

3844 

238328 

7,8740 

3,9579 

13 

169 

2197  1  3,6Ü56 

2,3513 

63 

3969 

250047 

7,9373 

3,9791 

11 

196 

2744 

3,7417 

2,4101 

64 

4096 

262144 

8,0000 

4,0000 

15 

225 

3375 

3,8730 

2,4662 

65 

4225 

274625 

8,0623 

4,0207 

16 

256 

4096 

4,0000 

2,5198 

66 

4356 

287496 

8,1240 

4,0412 

17 

289 

4913 

4,1231 

2,5713 

67 

4489 

300763 

8,1854 

4,0615 

IH 

324 

5832 

4,2426 

2,6207 

68 

4624 

314432 

8,2462 

4,0817 

19 

361 

6859 

4,3589 

2,6684 

69 

4761 

328509 

8,3066 

4,1016 

20 

400 

8000 

4,4721 

2,7144 

70 

4900 

343000 

8,3666 

4,1213 

21 

441 

9261 

4,5826  \  2,7589 

71 

5041 

357911 

8,4261 

4,1408 

mmä 

484 

10648  4,6904  2,8021  | 

72 

5184 

373248 

8,4853 

4,1602 

23 

529 

12167  4,7958 

2,8439 

73 

5329 

389017 

8,5440 

4,1793 

2t  1 

576 

13824 

4,8990 

2,8845 

74 

5476 

405224 

8,6023 

4,1983 

25 

625 

15625 

5,0000 

2,9240 

75 

5625 

421875 

8,6603 

4,2172 

26 

676 

17576 

5,0990 

2,9625 

76 

5776 

438976 

8,7178 

4,2358 

27  , 

729 

.i96as 

5,1962 

3,0000 

77 

5929 

456533 

8,7750 

4,2543 

28 

784 

21952 

5,2915 

3,0366 

78 

6084 

474552 

8,8318 

4,2727 

29 

841 

24389 

5,3852 

3,0723 

79 

6241 

493039 

8,8882 

4,2908 

30 

900 

27000 

5,4772 

3,1072 

80 

6400 

512000 

8,9443 

4,3089 

31 

961 

29791 

5,5678 

3,1414 

81 

6561 

5'-51441 

9,0000 

4,3267 

32 

1024 

32768 

5,6569 

3,1748 

82 

6724 

551368 

9,0554 

4,3445 

33 

1089 

35937 

5,7446 

3,2075 

83 

6889 

571787 

9,1104 

4,3621 

U 

1156 

39304 

5,8310 

3,2396 

84 

7056 

592704 

9,1652 

4,3795 

35 

1225 

42875 

5,9161 

3,2711 

85 

7225 

614125 

9,2195 

4,3968 

36 

1296 

46656 

6,0000 

3,3019 

86 

7396 

636056 

9,2736 

4,4140 

37 

1369 

50653 

6,0828 

3,3322 

87 

7569 

658503 

9,3274 

4,4310 

3d 

1444 

54872  6,1644 

3,3620 

88 

7744 

681472 

9,3808 

4,4480 

39 

1521 

59319 

6,2450 

3,3912 

89 

7921 

704969 

9,4340 

4,4647 

40 

1600 

64000 

6,3246 

3,4200 

90 

8100 

729000 

9,4868 

4,4814 

41 

1681 

68921 

6,4031 

3,4482 

91 

8281 

753571 

9,5394 

4,4979 

42 

1764 

74088 

6,4807 

3,4760 

92 

8464 

778688 

9,5917 

4,5144 

43 

1849 

79507 

6,5574 

3,5034 

93 

8649 

804357 

9,6437 

4,5307 

44 

1936 

85184 

6,6332 

3,5303 

94 

8836 

830584 

9,6954 

4,5468 

45 

2025 

91125 

6,7082 

3,5569 

95 

9025 

857375 

9,7468 

4,5629 

46 

2116 

97336 

6,7823 

3,5830 

90 

9216 

884736 

9,7980 

4,5789 

47 

2209 

103823 

6,8557 

3,6088 

97 

9409 

912673 

9,8489 

4,5947 

43 

2304 

110592 

6,9282 

3,6342 

88 

9604 

941192 

9,8995 

4,6104 

49 

2401 

117649 

7,0000 

3,6593 

99 

9801 

970299 

9,9499 

4,6261 

50 

2500 

125000 

7,0711 

3,6840 

100 

10000 

1000000 

10,U000 

4,6416 
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X.    Tafel  der  gewöhnlichen  Logarithmen. 


n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

00000 

00482 

00860 

01284 

01703 

02119 

02531 

02938 

03842 

03743 

11 

04139 

04532 

04922 

05308 

05690 

06070 

06446 

06S19 

07188 

07555 

12 

07918 

08279 

08636 

08991 

09342 

0%91 

10037 

10380 

10721 

11059 

13 

11394 

11727 

12057 

12385 

12710 

13083 

13864 

13672 

13988 

14301 

14 

14613 

14922 

15229 

15534 

15886 

16187 

16435 

16732 

17026 

17319 

15 

17609 

17898 

18184 

18469 

18752 

19033 

19312 

19590 

19866 

20140 

16 

20412 

20683 

20952 

21219 

21484 

21748 

22011 

22272 

22581 

22789 

17 

23045 

23300 

23553 

23805 

24055 

24304 

24551 

24797 

25042 

25285 

18 

25527 

25768 

26007 

26245 

26482 

26717 

26951 

27184 

27416 

27646 

19 

27875 

28103 

28330 

28556 

28780 

29003 

29226 

29447 

29667 

29885 

20 

30103 

30320 

80535 

30750 

30963 

81175 

81887 

31597 

31806 

32015 

21 

32222 

32428 

32634 

32838 

33041 

83244 

83445 

33646 

33346 

34044 

22 

34242 

34439 

34635 

34830 

35025 

35218 

85411 

35603 

35798 

3598^1 

23 

36173 

36361 

36549 

86736 

36922 

37107 

37291 

37475 

37658 

87840 

24 

38021 

38202 

38382 

38561 

38739 

38917 

89094 

89270 

39445 

39620 

25 

39794 

89967 

40140 

40312 

40483 

40654 

40824 

40993 

41162 

41330 

26 

41497 

41664 

41830 

41996 

42160 

42825 

42488 

42651 

42813 

42975 

27 

43136 

43297 

43457 

43616 

43775 

48933 

44091 

44248 

44404 

44560 

28 

44716 

44871 

45025 

45179 

45332 

45484 

45637 

45788 

45939 

46090 

29 

46240 

46389 

46538 

46687 

46885 

46982 

47129 

47276 

47422 

47567 

30 

47712 

47857 

48001 

48144 

48287 

48430 

48572 

48714 

48855 

48996 

31 

49136 

49276 

49415 

49554 

49693 

49831 

49969 

50106 

50243 

50379 

32 

50515 

50651 

50786 

50920 

51055 

51188 

51322 

51455 

51587 

51720 

33 

51851 

51983 

52114 

52244 

52375 

52504 

52634 

52763 

^2892 

53020 

34 

53148 

53275 

53403 

58529 

53656 

53782 

53908 

54033 

54158 

54283 

35 

54407 

54531 

54654 

54777 

54900 

55028 

55145 

55267 

55388 

55509 

36 

55630 

55751 

55871 

55991 

56110 

56229 

56348 

56467 

56585 

56703 

37 

56820 

56937 

57054 

57171 

57287 

57403 

57519 

57684 

57749 

57864 

38 

57978 

58092 

58206 

58320 

58433 

58546 

58659 

58771 

58883 

58995 

39 

59106 

59218 

59329 

59489 

59550 

59660 

59770 

59879 

59988 

60097 

40 

60206 

60314 

60423 

60531 

60638 

60746 

60853 

60959 

61066 

61172 

41 

61278 

61384 

61490 

61595 

61700 

61805 

61909 

62014 

62118 

62221 

42 

62325 

62428 

62531 

62634 

62737 

62839 

62941 

63043 

63144 

63246 

43 

63347 

63448 

63548 

63649 

68749 

63849 

63949 

64048 

64147 

64246 

44 

64345 

64444 

64542 

64640 

64738 

64836 

64938 

65031 

65128 

65225 

45 

65321 

65418 

65514 

65610 

65706 

65801 

65896 

65992 

66087 

66181 

46 

66276 

66370 

66464 

66558 

66652 

66745 

66839 

66932 

67025 

67117 

47 

67210 

67302 

67894 

67486 

67578 

67669 

67761 

67852 

67943 

68034 

48 

68124 

68215 

68305 

68395 

68485 

68574 

68664 

68753 

68842 

68931 

49 

69020 

69108 

69197 

69285 

69373 

69461 

69548 

69636 

69723 

69810 

50 

69897 

69984 

70070 

70157 

70243 

70329 

70415 

70501 

70586 

70672 

51 

70757 

70842 

70927 

71012 

71096 

71181 

71265 

71349 

71433 

71517 

52 

71600 

71684 

71767 

71850 

71938 

72016 

72099 

72181 

72263 

72346 

53 

72428 

72509 

72591 

72673 

72754 

72835 

72916 

72997 

73078 

73159 

54 

73239 

73320 

73400 

73480 

73560 

73640 

73719 

73799 

73878 

73957 
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X.    Tafel  der  gewöhnlichen  Logarithmen. 


n 

0     12 

* 

3  i  4 

5 

6 

7 

8 

9 

55  74036 

74115 

74194 

74273 

74351 

74429 

74507 

74586 

74663 

74741 

56  74819  74896 

74974 

75051 

75123 

75205 

75282 

75358 

75435 

75511 

57  .  75587  75664 

75740 

75815 

75891 

75967 

76042 

76118 

76193 

76268 

5ä  ,  76343  76418 

76492 

76567 

76641 

76716 

76790 

76864 

76938 

77012 

59  .  77085  77159 

77232 

77305 

77379 

77452 

77525 

77597 

77670 

77743 

60  77815  77887 

77960 

78032 

78104 

78176 

78247 

78319 

78390 

78462 

61  ■  78533  1  78604 

78675 

78746 

78817 

78888 

78958 

79029 

79099 

79169 

Ü2  '  79239  79309 

79379 

79449 

79518 

79588 

79657 

79727 

79796 

79865 

63  •  79934  80003 

80072 

80140 

80209 

80277 

80346 

80414 

80482 

80550 

U    80618 

80686 

80754 

80821 

80889 

80956 

81023 

81090 

81158 

81224 

65  81291 

81358 

81425 

81491 

81558 

81624 

81690 

81757 

81823 

81889 

66  81954  82020 

82066 

82151 

82217 

82282 

82347 

82413 

82478 

82543 

67  82607 

82672 

82737 

82802 

82866 

82930 

82995 

83059 

83123 

83187 

68  ,83251 

83315 !  83378 

83442 

83506 

83569 

83632 

83696 

83759 

83822 

69  33885 

83948  84011 

84073 

84136 

84198 

84261 

84323 

84386 

84448 

70  84510 

84572 

84634 

84696 

84757 

84819 

84880 

84942 

86003 

85066 

71  .35126 

85187 

65248 

85309 

85370 

85431 

85491 

85552 

85612 

85673 

72  85733 

85794 

85854 

85914 

85974 

86034 

86094 

86153 

86213 

86273 

73  86332 

86392 

86451 

86510 

86570 

86629 

86688 

86747 

86806 

86864 

74  86923 

86982  87040 

87099 

87157 

87216 

87274 

87332 

87390 

87448 

75  87506 

87564 !  87622 

87679 

87737 

87795 

87852 

87910 

87967 

88024 

76  1 38081 

88138  88195 

88252 

88309 

88366 

88423 

88480 

88536 

88593 

77  188649 

88705 

88762 

88818 

88874 

88930 

88986 

89042 

89098 

89154 

78  89209 

89265 

89321 

89376 

89432 

89487 

89542 

89597 

89653 

89708 

79  89763 

89818  89873 

89927 

89982 

90037 

90091 

90146 

90200 

90255 

80  |90309 

9aS63  90417 

90472 

90526 

90580 

90634 

90687 

90741 

90795 

^l   '90849 

90902  90956 

91009 

91062 

91116 

91169 

91222 

91275 

91328 

S2 

91381 

91434 

91487 

91540 

91593 

91645 

91698 

91751 

91803 

91855 

b3 

91908 

91960 

92012 

92065 

92117 

92169 

92221 

92273 

92324 

92376 

Sl  92428 

92480 

92531 

92583 

92634 

92686 

92737 

92788 

92840 

92891 

85  92942 

92993 

93044 

93095 

93146 

93197 

93247 

93298 

93349 

93399 

Ö6  193450 

93500 

93551 

93601 

93651 

93702 

93752 

93802 

93852 

93902 

H7  93952 

94002 

94052 

94101 

94151 

94201 

94250 

94300 

94349 

94399 

.S8 

94448 

94498  94547 

94596 

94645 

94694 

94743 

94792 

94841 

94890 

89  94939 

94988 

95036 

95085 

95134 

95182 

95231 

95279 

95328 

95376 

W  95424 

96472  95521 

95569 

95617 

95665 

95713 

95761 

95809 

95856 

91  95904 

95952 

95999 

96047 

96095 

96142 

%190 

96237 

96284 

96332 

92  96379 

96426 

96473 

96520 

96567 

96614 

96661 

96708 

96755 

96802 

93 

96848 

96895 

96942 

96988 

97035 

97081 

97128 

97174 

97220 

97267 

94 

97313 

97359 

97405 

97451 

97497 

97543 

97589 

97635 

97681 

97727 

95  i  97772 

97818 

97864 

97909 

97955 

98000 

98046 

98091 

98137 

98182 

96 

98227 

98272 

98318 

98363 

98408 

98453 

98498 

98543 

98588 

98(;32 

97  .  98677 

98722 

98767 

98811 

98856 

98900 

98945 

98989 

99034 

99078 

98 

99123 

99167 

99211 

99255 

99300 

99344 

99388 

99432 

99476 

99520 

99 

99564 

99607 

99651 

99695 

1 

99739 

99782 

99826 

99870 

99913 

99957 

Differentialrechnung, 


§.  53. 

Einleitung. 

1)    Sei /(j:)  =  y,  so  wird,  unter  Voraussetzung  der  Ein- 
deutigkeit und  Stetigkeit  der  Functionen  f{x\  wenn 

Jx  =  {x  -\-  ^x)  —  X 
gesetzt  wird 

p.  =  lim  ^  =  Im  /(^  +  ^f )  -  /fa),  li^j^  =  0. 
ax  ^x  Jx 

Man  schreibt  auch 


||=/'(x)  =  i),/(x). 


Allgemein  ist 

di  =f''^^^  =  ''"* —      jx    -' 

2)    Sei  g  =f(xy)^  so  wird: 
^        dz        ,.     fix  A-  jd x,y) — fixv)    ,.      ^  ^ 

Es  ist  femer 

z/^  =/(:r  +  z/x,  y  +  z/y)  —  f(x,y) 

fix  4-  z^a:,  y  -f  ^y)  —fix.y  +  ^y) 


z/:c 


-f/a; 


fix^y^dy)  —fix.y)  ^ 

^y  *^ 
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da  =  ltm^£f  für  L.      . 

\ltmdy  =  0 

Es  ist: 

d/s    dx       da       .1x1.       ^^    dx       de 
-T-  '  TT  =  jv.    iiicht  aber   0—  •  tt  =  öt» 
dx    dt        dt  dx    dt        dt 

d.  h.  ;r— ,  TT—   sind   symbolische    Quotienten,    während  -5—,  -5— 
dx    dy  '^  ^1  ^^7  ^y 

wahre  sind. 

3)  Ist  f{xy)  =  0,  so  folgt: 

fydx  -\-f^dy  =  0, 
demnach 

dx  J^ 

4)  Ist  f(xyz)  =  0,    F{xyz)  =  0,  so  folgt: 

fiäx  +  /ady  +  /äd^  =  0 
Fidx-^  Eidy  -{-  F^de  =  0 


und  daraus 

dx        dy        de 

^n       ^31        ^12 

wenn  gesetzt  wird: 

Aj  - 

fi    Fi 
fj    Fj 

In  dem  speciellen  Falle,  wo 

F(xye)  =  0,    e=f{xy\ 
ergiebt  sich: 

{F.  +  F.'/^dx  +  {F.-^F.^)dy  =  0. 

5)  Ist  F  z^  F(uv)  und  zugleich 

u  =  (p(xy0)    v  =  i>{xyz)    e—f{xy), 

so  wird 

/8u    ,    8w  8£\    ,    d_F/d^       dv_  d0\\   , 
du  \dx  "^"  de  dx)  "T"  8t;  \8x  ^  de  dx)\     ^ 

,    \dF(dju  __  du  dz\    ,    8 F'/d v    .    8v  8^\) 
"*"  18m  \8y        8-?8y/ "+"  dv  \dy '^  de  d  yj]     ^^' 

6)  Es  ist,  wenn  f(x)  endlich  stetig  und  eindeutig  bleibt,  für 


,^       idF/du 
dF=z 
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and  wenn 

angenommen  wird,  sowie  m  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 

/(^)  +  Ä/(^)  2  f[x  +  Ä)  2  /(X)  +  hf{X  +  Ä) 

,,      ,    ,.        .,  .    ,   hf'ia  4-  »A) 


wobei 

0<0<1 

1  --.  ^  —  ö. 

ö»-i     ' 

Allgemein 

ergiebt  sich: 

/^fj:  4-  7i^  —  ^ 

^^''.fi-u.^^      *"     /^"' 

'(a;-f*Ä) 

0 

«— 1 


/(^)  =  i:'S>^''^(Q)+(n- 1)!^-?      (Maclaurin) 


0 

und  ähnlich  ifür  zwei  Variable: 

n— 1 


Analog  auch  für  mehrere  Variable. 

Man  merke  dazu:    Sei  f{x)  für  a;  =  |oi  ^  =  li,...  x  ^=^  J^i 
discontinuirlich,  wobei  £x  allgemein  complex  gedacht  wird,  und 

so  gilt  die  Entwickelung  von  f{x) 

/(.)=/(o,+£i»>«+q;!)x.+... 

so  lange,  so  lange 

modx  <C  wod^x- 
Mehreres  in  der  Functionentheorie. 
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Di  fferentialformeln. 


1) 
2) 

3) 

4) 


§.  54, 

Allgemeine  Differentialformeln. 

d  a*  =  a*  log  a  dx 


,,  dx 

alogx  =  — ,  .  . . 

X 

de*  =  (^dx 


dlog<^^x  = 


1       dx 


5)  d  sin  X  = 

6)  dcosx  = 

7)  dtgnx  = 

8)  dcotgx  = 

9)  dsecx  = 

10)  dcosecx  = 

11)  darcsma;] 

12)  darccosx\ 

13)  darctgnx\  

14)  darccoigx] 

15)  darcsecx 

16)  darccosecx 


cosx  dx 
—  sin  x  d  ^ 

da? 

C052  a; 


_^    da? 

sew*  X 

tgnx  secx  dx 
cot^xcosecxdx 

\-\-       dx 


H 


-  Vi  —  X^ 

+     dx 

—  1  +  a;2 

-|-        dx 
I —  a:  Vx'^  —  1 , 


NB.    Im  ersten 
Quadranten. 


17)  dß  =^— da:  +  ;r— dy 

18)  d2;er  =|^da;2  +  2^^^da;dy +~dy 


19)      dn.=  j^d.  +  ^)"8- 


2^ 


20)    duv 
21) 


wdt;  ~|-  vdu 
vdu  —  udv 


22)     du''  =  u' 


23) 


Differeatlalq  uotienten. 

logudv  -\ du\ 

du    ,    dv    ,    dw 
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,  {du    ,    dv    ,    aio    .        \ 


24)    d 


uvw... 


\du    .    dv 


p  q  r...  \w"'t;'  p  q  j 


2)q  r,.. 

du du  dy 

dx       dy  dx 

da;»  ~  dy^  \dx)     '    dy  '  Tx^ 


dq 
7 


25)     3^  = 


26) 


1) 


§.  55. 

Einige  oft  vorkommende  Diflbrentialquotienten. 


( 


dx  \^-\-ßx-\-yx'^ 


_(ab  —  aß)-\'2(aC'-ay)X'^(ßC'-bY)x^ 
-  ^a  +  ßx  +  yx^)^ 


dx 


2)  -^{:..Va+5x+ex»}  =  ^"'^^"+^^';+^^^^+'("+^>^^' 
'  "  2ya-\-bx-\-cx* 

_2nax^^-j-(2n—l)bx*-\-2(n—  l)cx^+^ 

2Va-{-bx  +  cx** 


3) 


wC* 


+fca:-f-ca:* 


d  T/a+fcj?4-crg«_  1    (ftoc  — a/?)4-2(«c-~ay)a:+(fcy— /3c)a;» 
da;  »^  a-f /Ja?+ya;»""  2  "    y(a-f-6a;+ca;2)(a  +  /Ja?+ya;»)> 


3) 


§.  56. 

Höhere  Difi^rentialquotienten. 


d» 


1)    ^^^  =  tw"/-*a:~-*  =  f»(w—  1)...  (m  — n-|-  1)^~" 


2)     -^fiW 
'     da^\xj 


^       ^    a:"+*'    da:» 


dx" 
d" 


Va:=r(— l)»»-! 


inß 


a;»(2w  — 1)2*»      '    da:" 


m  ^  (^  i)n  Ü^Ü 
\a""/        ^       ^   x»»»+« 


lw/2 


2"  X"  V^a; 


4)    — -  (a  +  6a;)*»  =  (+  6)" wv^> (a  +  bxy**-' 
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5) 


—        ^       „  /—  j,>|n  nl 


d*»  1  .  1»»^ 

6)    :rrnT7-T^=(+f>y 


dx""  ]/a  ±bx  ^   2^{a  ±  hxy  ]/a  ±  hx 

*L__L_  —   (— 1)*»^'^" 


'7)    :r::;:  ...  .\.^.  =  \ /'  ""^  «.^i  s*^  j(»+l)  «^^  *f/w  ^) 


9)      *L  c**  =  6»»  c^* 


d"                       /w  ^    I      \ 
12)     -5 —  e* s«w a:  =^ sin\x  -\ — r- ) 


stn"  — 

4 


13)     j—-  €*  cos  o;  = cos  { a;  H — r- ) 

^     da:"  .  .sr         \      '      4  / 


4 


1^).    ^l(l-^r^)  =  (-l)-M-3.5...C2«-l)?i?^, 

cosü  =  X  gesetzt. 
Jacobi,  Grelle  Journ.  XV,  p.  3. 

Vergleiche:    Koppe,  Theorie  der  indepcdentcn  Darstellung 
der  höheren  Differential quotienten.     Leipzig  1845. 

17)     (y^  +  ft)"*  d"+'"  (y^  +  i)"  =  d«-»«  (i/^  _}-  ^j»». 

Grelle  Journal  Bd.  II,  p.  225. 
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'»>  ^'=(OCiO^+(0(::D'^+-- 

+  (    j(  j -^j-i,  X  kann  +  ganze  oder  gebrochen  sein. 

Vcrgl.  Götting,  Mathem.  Ann.  Bd.  III,  p.  279.  Ausserdem 
Schlömilch,  Compendium  IL  Bd.  4  bis  16.  Sohnke,  Aufgaben- 
Sammlung  1.    Bd.  IL 


§.  57. 

Unbestimmte  Formen. 

n    0  —  y(«)—  y'(«)  -y"(«) 

Sei 
80  wird  aus 

^  ^  3L(^    yi(«)  _  0 

^       CO         /(«)'" /i(«)         0 
3)      CO  -  CO  _g,C«) -/(«)••• -^)T^;^=0 


4)     O.oo=<p(«)./(a)...|-^j  =  ^ 


5)     O",     00«,     1*     8ei  =  g, 
so  wird 

g  =r  {/(a)}9<«^  =  eflP(«)to<?/(«)      9)  (a) .  Jogf(a)  =  0  •  oo 
Für  a?  =  0  wird 

Va  +  bx  -\-  cx^  —  Va  —  /;a:  +  c^c« 


6) 


ya-{.  ßx  —Va  —  ßx  ß 


=  -!/- 

ä  V  a 


7) =  loga  —  logb 

X 

8)  xflog  ^  =  0   p  >  1 

9)  a5  =  1. 

Für  X  •=  CO  wird 

10)   !^  =  o».>o  ' 


112  unbestimmte  Formen. 

11)  ^-0   a>0   /3>0 

12)  —  =  00. 

SO 


Für  a:  =  1 

13)  x"^^  =  — 

14)  (1  —  x)log(l  —x)  =  0 
1  1 


15) 


log  X       X  —  l 


1 

5' 


§.  58. 

Transformationsgleiohimgeii. 


1)    Sei  ar  =  g)(<),  so  wird 

dy  _  ^dy 
dx         (p*  dt 

d[y^  1  L^d^y 

dx^" 


g)'»r    dt^        ^    dt] 


2)  Sei  X  =  <p(j/),  so  wird: 

3)  Seien  x  und  1/  Functionen  von  f,  so  wird: 

dy  dy  hl  X 

dx        dt/  dt 

d^y  _\dx    d^y  _  d^    dy\  //dxy 
dJ^  ~  \dt  '  dt^  ~  dt^  '  dt]/  \dt) 


d 
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dx»      iXdt)   dti         dt  '  dP  dt* 

j_  /„  [d*x-\*     dx  d*x\  dy\  //dxy 

"^  V  Ld <» J    ^  ^/  d?l/  Vd«;  * 

4)  Sei  f(xye)  =  0,  so  wird: 

5x»  IVa«/  8a;*         8  «  ■  8a;  ■  8a;8«r'T"\8a;y  8«»|/  Vä«/ 

i!£_  ^  _  (/8/y    8»/       8/r8/    ^V^  ,   8/      8»/-! 
^xdy  y^de)  dxdy     d  eldx' dyde'^dy'  dxde] 

~^dx'  dy'  de*l/\dej 
8y*  iVe^y  8y»         dz  '  dy'dydx 

5)  Sei    oc  =  QCOS(p^    y  ==  Qsin%    so  wird: 

dx  =  dgcosip  —  q  sin  q)dg) 

dy  =  dQsing>  -\-  gcostpdtp 
d^x  =  d^QCOsq>  —  2dQd(psinq>  —  QCOS<pd^(p 
d^y  =  d^Qsin^  -}-  2dQd(pcosq)  —  q sin (pd^q> 
xdx  -\-  ydy^=  Qdg 

^^y  +  y^^  =  dQsin2q>  —  QC0s2{pdq> 
xdy  —  ydx  =  Q^d(p 

dy       dx dg) 

•      y         X        sin  fp  cos  (p 

f  +  T  =  Mt +  "'"»'' ^') 

(dx)'  +  (<(,)•  =  (i()<  +  (fdr)> 

dy  dg  sin  g>  -\-  q  cos  (pd(p 

dx        dgcosfp  —  Qsinq>dq> 

d^Q     ,    ^/dgy   ,      ^ 

J^  =  —JJ^ TT"'   ^  ^*8  Function  von  q>. 

(jT—  cosip  —  Qsin<p\ 

cx^    •"  dy^~  dQ^~^  p«ag)2    '     q  dg' 

liaaka,   mAlbem.  FormelnMmmluDg.  ^ 
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6)    Sei 

X  =  ucosat  -f-  vsinoit    y  =  —  usinat  -|-  vcosat^ 

so  wird: 

d-  X         dti  d  V 

~rr  =  -TT  cos  at  -\ — rr  sinat  —  ausinat  -\-  ccvcosat 

dt  dt  dt  ' 

dy  du    .      ^    ,    dv  ^  ^  .      . 

-77-  = TT  stw  af  +  -r-  cosat  —  aucosat  —  avstnat 

at  at  at 

d^x       d^u  ^    ,    d'^v    ,      ^      n     ^«*    •       i    I    fi     ^^^ 

3TT  =^  -777  cos  a  t  +  -777  sin  a i  —  2  a  -77  stn  a  t  ~\-  2 a  -rj  cos  ai 

dt^        dt^  '    dt^  dt  '  fl(i 

—  tt^ucos«^  —  a^vsinat 

d^y  d^u    .      .  ,  d^v  ^      r,    du         ^      c%     dv    . 

dt*  dt*  '    ai'  a^  a^ 

-f-  a^usma^  —  u^vcosat 


§.  59. 

Maxima  und  Minima. 

1)    Ist 

fix  +  h)  =f(x)  4-  hf(x)  +  ^r (a:)  +  - 

und 

/'  (x)  ^r=:  0     {oder  00  }     für  x  =  a 

und  ß^^a)  die  erste  nicht  verschwindende   Ableitung   gerader 
Ordnung,  so  ist 

/(«)  ein  Ijj?^*  je  nachdem  /(**>  (a)|T  ist 

Wird  /^'*^  (a)  =  <» ,  so  untersuche  man,  ob 

/(ax)(«  +  Ä)_y^(2x)(«)j-  ist, 

es  ist  alsdann 

^.  .    .    I Maximum 

•^^  ^         IMinimum. 

Die  Untersuchung  wird  durch  folgende  Bemerkungen  oft  er^ 
leichtert. 
1)    Ist 

f(x)  —  (p(x).ilf{^) 


Maxima  and  Minima. 
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0( 


ier 


f{x)  = 


9M 


und  ilf(x)  für  jeden  reellen  Werth  von  x  wesentlich  -f-,  so  wird 
f{x)  ein  Maximum  resp.  Minimum,  wenn 

\/'(x)]  =  q>(x)=:--0 


2)    Utf(x)  = 


A 


i+ 


ist 


q>{xy 


so  suche  man    das  Max.    oder   Min. 


von  q>{x). 

cp  (x^ 

3)  lsif(x)  =  T^-T,  so  ist  es  oft  vortheilhafter,  das  Max. 

'        "^  ^  ^      if(x)  ' 

oder  Min.  von  :^r-r  =  —Li  zu  suchen. 

f{x)        q>  (x) 

4)  l8t/(a)  =  +  und  ein  Max.  oder  Min.,  so  ist  auch  logf(a) 
ein  Max.  oder  Min. 

2)    Seien  zwei  unabhängige  Variable  vorhanden  und 

Sei  femer 


?/_0    »Z-o     0-(^^\ 


Öx«    0y»' 


so  ist  ir  einll-.     ,  wenn  ^  <  0  und  gleichzeitig  — -j-  -— -  beide 


I 


+ 


sind. 


Für  Q  ">  (^  findet  weder  ein  Max.  noch  ein  Min.  statt 
3)    Seien  XiX^.,.Xn  unabhängige  Variable,  und 

e  =f(Xi...Xn\ 

femer 


fxl 


und 


Ä  = 


d  Xx  d  Xi 

fn  /i2  •  •  •  /u 

/.2 


XX 


/l« /« 

Hesse'  sehe  (Determinante)^ 


ö* 
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SO  wird  0  ein  Max.,  wenn  alle 

fix  <  0    für    ungerade  x  . 

Ä  >  0    für    gerade      x  ^"^  ~  ^'  ^'  ^'  '  '  •  ^> 

und  £r  ein  Min.,  wenn  alle  fix  >  0    für  x  =  1,  2,  3,  ...  n. 

Findet  weder  das  eine,  noch  das  andere  statt,  so  existirt 
entweder  weder  ein  Max.  noch  ein  Min.,  oder  das  Verhalten  der 
Function  muss  mittelst  der  Taylor'schen  Reihe  untersucht  werden. 

4)    Sei  gegeben 

ausserdem  die  Bedingungsgleichungen 

(pl  (Xi  .  .  .  Xm-^-n)  =  0 


q>ni  (Xi  .  .  .  Xm^n)  =  0. 

Man  bestimme  aus  diesen  und  aus 

8/    I    x^i    89>«  ^/x 

•  •«.•••«•■   • 

8/       ,    ^,     8(p 


+  2^«.-i;^  =  o. 


Die  Unbekannte 

diese  in 

eingesetzt,  liefern  ein  Max.  oder  Min. 

Litteratur  und  Beweise  vide  Dr.  Otto  Stolz:    Sitzungsber. 
der  k.  k.  Akademie  der  Wiss.  in  Wien.    Dec.  1868. 


Integral-Tafeln. 


A.    Unbestimmte  Integrale. 

§.  60. 

Allgemeine  Bemerkungen  und  Lehrsätze. 

1)   Findet  man  hier  eine  Integralformel  nicht,  so  ersetze  man 

X   durch  —  X 
oder  X      „      xi 

n     ^       n        ^ 

suche  die  Transformirte,  und  mache  rechter  Hand  in  der  gefun- 
denen Formel  dieselben  Substitutionen. 


2)    Man  beachte,  dass: 

/dv  jj  r    du 


dx 


wird  x  =  <p(2) 
Jfi^)dx~-ffW{z)\^^de 


dx 


118  Integralrecfanang. 

3)  Es  ist,  SO  lange  die  Reihen  convergent  sind: 

fnx)dx =/(o)  ^  +/'(o)  II  +  /'(o)  1  +  ... 

Jf{x)dx  =  xf{x)  _  |i / (x)  +  1^  /" (a;)  +  . . . 

4)  Es  ist 

/  1  (p(x)dx,dx  =  X  I  (p(x)dx  —  I  x<p(x)dx, 


§.  61. 

Zerlegung  einer  algebraischen  rationalen  Function. 

Sei 

F(x)  F(x) 


/(x)        {X  —  a)P{x  —  ßfix  —  yf... 

(x  —  a)!»    '    (x  —  a)P-i  "■         •"  a;  —  « 

"•"  (a;  —  /3j«  "■   (a;  —  /i)«-»  "■         ^  x  —  fi 

+ 

Sei  ferner 

^(x)  =  (a;  -  ßY{x  -yy  ...    d.  h.  (jp(a;)  =  ^^^^r^' 

so  lassen   sich   die  Coefßcienten  Äp^  ^i»-i,  .  . .    aus  folgenden 
Relationen  bestimmen: 

F    (a)  =  Aptp  (a) 

F'  (a)  =  Ap  (jp'(a)  +  Ap^i  ip  (a) 

F"  (a)  =  ^^  v"  (a)  +  Q  il^.1  tp'  («)  +  1 . 2 .  ^^-2  9  («) 
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F^y  («)  =  .4,  (piv  («)  +  Q  I  ^^_^  ^.r  (^)  +  Q  1 . 2 .  A,.,  9"  (a) 

+  0.1.2.3^p_3  9'(a)  +  1.2.3.4.  Jp^9(a).  etc. 

Ersetzt  man  a  durch  /3,  -4  durch  B  etc.,  so  ergeben  sich  die 
Formeln  für  die  übrigen  Coefficienten. 
Insbesondere  ist: 


—  2  JVarc  ^^n 


X  —  a 


wobei  Jf,  JV,  o,  /3  beliebige  reelle  Zahlen  sind. 


^    ' 


Transformation  der  Integrale. 


Es  ist 


1)     fff{xy)dxdy  =  Jff{fp,H^)ddrds, 


wenn 


a;==:  qp(r,s),    y  =  *(r,s) 


^  = 


dtp 

dt 

dr 

ds 

d<p 

di> 

ds 

ds 

2)     r  J  Jf{x,y,z)dxdydz  =  j  J  jf{<p,^,x)d  dr  ds  dt 
x  =  fp(r,s,t),    y  =  ^(r,s,0,    £f=x(r,s,t) 
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Transformation  der  Integrale. 
d  q>     dtlf     dx 


^  = 


dr 

dr 

dr 

d(p 

d^ 

dz 

ds 

ds 

ds 

dq> 

di> 

dx 

dt    dt    dt 

3)  Für    X  =  Qcosg)    y  =  Qsinq)    ist 

/  Jf(^^y)dxdy~  I  I f{QCOsq>,Qsinq))QdQd(p. 
4),  Für    X  =  Q  cos  q>^    y  =  9  s^*^  (p  cosO,    js  =  q  sin  q>  sin  0    ist 

/  /    I  f{xyz)dx  dy  dz  =z    1  j   1  f  {q cos q>,  q sin q)  cos 9^ 

Q sin <p sin 0\  Q^sinq)  dg  dq)  d 0. 

5)  Für    X  =  rcosO  -{-  asinO^    y  =  rsinO  -{-  acosO    wird: 

/  / /(^jy)^^  ^y  =  /   I  f(rcosO-\-asin0^rsinO--\'acosO) 

(asin2d  —  r)dO  dr. 

6)  Für    ax  =  yz^    ßy  =  xz,    yzz=xy    wird: 

7)  Für    X  -\-  y  ■=  u,    y  =  vu 

I  I  f(x,y)dxdy  =    1    1  f{(l  —  v)u^uv\u  dudv. 


§.  63. 

Integrale  einfacher  Functionen. 


1)  la^dx  = i — 7,     I  x-^dx  ■=: -^  ~ 

/+  —                 n      "i"/ 
x-n  dx  =  — i yx^^t^ 
n  +  m  ^ 

2)  J^  =  logx 


1)3:*»»-* 
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3)     fdxVx  =  ^'\/z* 


5)     fdxfx^=^fx^     J'dx^x=jfx* 

/dx       „^,  rdx       3,8/  , 

7)    i^dx  =  e^ 

a^diF  —  ^ 

9)  /  logxdx  =  xlogx  —  x 

0)  /  sinxdx  =  —  cos:r 

1)  I  cosxdx  =  sinx 

2)  I  tffnxdx  =  —  log  cos X 

3)  I  coigxdx  =:  logsinx 

4)  /  secxdx  =  --  ?o^  - — ^' 


s%nx 


5)  /  cosecxdx  =  logtgn  -^ 

6)  /  arcsinxdx  =  xarcsinx  -(-  l/l  —  ar» 

7)  /  arccosxdx  =  xarccosx  —  Vi  —  a?^ 

8)  /  arc  tgnxdx  =  xarc  tgnx  ---  -^  log(l  -f-  x^) 

9)  1  arccotgxdx  =  xarccotgx  -(-  -^  Zöy(l  -(-  5?') 

20)  /  arc  secxdx  ^=  x arc sec x  —  log (x  -|-  V^r^  +  0 

21)  /  arccosecxdx  =  xarccosecx  -f-  fo^(ic  +  l/a;'  -(-  l). 


122 


Substitationexu 


§.  64. 

Integrale  durch  Substitutionen  integrirbar. 


1)  r  ^  ^^ 

J  xVlax  — 


a 


dx 


2)     f        ^^  ^=1 


J  :rVa 


da;  1 

,'  a;  =  — 

-j-  6  a;  +  c  a?2  ^ 


4)  Jdx\/:^^—^     x  =  a{\  —  costp) 
6)     /  x'^Va  —  xdx     X  -\-  a  =  t^ 

7)  r    ^^       2  ^    1 


0 


dx 
da; 


x»  = 


«2 


(a2  +  x^y^     "         ^2  —  1 


a;3 


"''fr, 


dx 


Vr:r^^ 


\  —  x^  =  a;8^8 


,N      Z'      dx  _         ^ 


z^ 


'^Jn 


xdx 


ln=M  +  l/i  + 


X 


1  +  a;  =  «< 


<ia; 


0/(1  -a;»)fl  +«» 

4)  /.^y^ 


«  =  -  V'T+l?  ==  y 


_  i-y 


^s    ^"^     ^'=YT^j     Vl-!/  =  ir 


5)  /:^-T^ 


{i  +  x)Yi  -X» 


x  = 


^ 


^fr+T 


y' 


Sabstitutioneii.  128 

17)       r_^^b^dx__       l^ly  =  y 

'  J  x]/{cx^-(a-  6a;»)')      a;  ^     ^ 

18)  /" ^,  '^'^  — =     y(l-\-x)  =  x 

7  (1  H-  a;)l^l  +  3a;  +  3x« 

19)  r__l^L=  1^'^+^*  =  ^lk^4,  -^  =  ^l-3i/  +  3y« 
■''  y(3-a:*)fl  +  x»  j  y(i  _!_„)  =  1,    t,  =  fr+T» 

a;  =  ^ 


22)  r — 

J  (a-j-bx)]/!  -f  a;2  2y 

23)  /  \    ^  ^   da;     ,,    '^         =  0 
^  J    l  -  X*  1/1  +  x* 

/*  da:  X 

24)  / ^  a  = 

J  (1  —  a:*)]JT+^  yi  +  X* 

25)  /" f.^.  e^fn*;?  =  2a:2  —  1 

J  (1  _^a;)l/'2a:2-  1       -^ 

(1  +  a;»)  ,  x]/2 


27)     r ^/  ^2a:^  +  l  =  co<^x? 

OQ.     Z'      (a:3  —  Ijda:  ,1 


m 


29)   r(^4-Vi  +  ^0"dx   ^4-yr+^  =  ^ 
^  /  M       H-i'Är:^;; — r'  V2a;*»  -\  =  xy 

«/   (1  —  «")y2a;»»  —  1      "^  •' 
af*~^dx ^ 
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32)  r ^ :      ,  =  ^2yx^^8 

33)  / ■ — ' YaA-oa^  +  coi^^  =  zx 

'  J  a  —  cx^  ^      '  ' 

84)  r ^ ,  j^ — --=- 


^  (a 


35) 


•/   (a 


(a  +  ba^)ya  +  26:i;~     ]/a  +  2fta:» 


SU 


JS  = 


8n 


37)   r ^ — -  =  2ßn  r,   y-^-^^y 

Sei  Fi?  eine  rationale  Function. 

38)  fPB  {x,  Vax  +  b]  dx  =  ^  fFBJ^^-^,  u\udu 

u  =  Vax  -\-  b 

39)  fFB[x,  V(x  —  a)(X'-b)]dx  =  —  2(a  — 6) 

wenn  u  =  y r  gesetzt  wird. 


X  —  b 

m 


40)  J  FR  \x,Va  -^-Ybx  +  c) 

41)  rFB{x,Va  +  bx+x^]dx    |V^l*fT^  =  ^4 
;j  l  ,  K    -r      _     )  \ya-\-hx-x*  =  Va 

n  

42)  fFBlx^y^^ldx    x  =  ^^:^^± 
J  [      ^  cx  -f-  d)  a  —  c^" 

43)  I (xfia  -{-bs^ydx     ;2f  =  a  +  6a;" 


-f-  cj  da:     z"^  =  a  -\-]/bx  -\-  c 
]/a  +  6  -2^  +  ^^  =  rr-|~jef 
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J     Vo  +  ex*  ^ 

Die  Integrale 

J   ^(1— «»)(!  — x*a:')'    J  \/(l  —  ««)  (1  —  X»  a:*)' 


/vd" 


V(l— «»Xl  — x»x») 
lassen  sich,  wenn 

durch  die  Snbstitationen 

^     ^  ^^  Vi— a:»  Vi— x^x» 

auf  rationale  zurückführen. 

Hermit  Lionville  Joum.  VI,  p.  5  bis  18. 


§;  65. 


Sei    a  -\-ba^  ^=  w. 


^^  "  (p  +  l)w6  "■  (i)+l)nft 


/ 


>j;m-^-l||;P  +  l^/p 
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ar»»»-»»  u;^+^  (w — n)  a 


3)     /  rr«-»(a+6rc")Pda:  =  -. ■. ^  —  r^^— j — = 


j))6 


5) 


p  '  fW-(-wp 


r- 


/^-' 


§.  66. 


Sei    a  -\-hx  ■=  Vi. 


"A 
^)/. 

»)/. 

^)/. 
^)/. 
«)/. 


dx  1 


^=  -T-  io^fti; 


-\-bx'      b 

xdx  X         a  , 

=  X  -  T?  ^O^f^«' 


x^dx  x^        ax    .    a^  , 


-j-bx    '  2b        6«     '    fe3 
a:'da;  a;*        aw^    .    a^x        a'  , 


-t-6rr        3  6        2  6»    ^    fts         j4 

a:*da:  a:*        aa:'    ,    a^x'^       ä^x    ,    a*  , 

=  IT;  -  5T2  +  "QlJ  —  TT  +  M  '^^^ 


+  6a;       4  6        3  6»    '     2  6»  6*     '    6' 

+1^"'  56  "46^"^  ¥68"  ""  "26*"  +  "6i        frF'^«^' 


'>/(« 


da;       1 

+  bx)^  ~~  ~  bw 
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xdx  a      ,      1    , 


^^   J  {a-^bx)^        bw    '    6« 

^,      r    x^dx  fx^        2a»\  1         2a , 

9)   J  (a-\-bxy  =  \J—b^)w-li^^'9'' 

r    x^dx  (x^        3aa?3    ,    3  a^X  1     ,3  a» 

lö)  7(^+1^ ^V26--26r  +  -fer)iir  +  -6r'^^*^ 

i,x      /*     ^^^  /^^       3aa;3   ,  2a2a;2     4  a^X  1       4  a» 

•    i9\      /*     x^dx      /^_^5a^  ,   5a«a;3^5a3a;2      5  tt'A  1 

^   7  {a-\-bxy~  \46  ~"  ■l26ä"  +  T6»  26^  +  "6^/¥ 


/rfrc        1 

/xdic  /a:  a  \   1 

(a  +  6a;)8  "^  ""  V"6  "^  Tb'O  w^ 
r     x^dx  /2ax    ,    3a^\l     ,     1   , 

lo.      r     ^'^^  /^^       6ö'^        9a3\   1        3a, 

Iß)   J  (a  +  6x)»  =  VT  -  "6^  -  inr^ji^  ~  -ST  ^«^ 

,_.       r     ar^da;  /a;<       2aa;8      12a3x  ,  9a*\  1    ,  6a% 

/*     x^dx      _  /rc^       5aa:^   .   10a« a:»      20a* a?      lba^\  1 
J  («  +  *«)'""  \3*        66«"'"     36»  6*         "WM^ 


10  aS 


/x  d  X  /  X  (t  \  \ 

(a  +  6  a;)*  ^  "~  VT  "^  ft»"  +  W  ip> 
„,^      /•    x^dx  /Zax*    ,    9o»a;    ,    lla'\   1     ,     1  , 

oo^     r     ^^^      -       (^^1      «   V 

r     x^dx /sfl^   I    ££   1      a'  "N  _l_ 

^  J  (a  +  **)*  ~~       \26  ■+"  36»  "*"  126V  w* 
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dx  l  T     X 

=  —  % 


""UWa 


""^f^a 


-\-  bx)        a         V) 
dx  \     ,    b  ,     w 


2')/^ 
^«)/^ 


-j-  bx)  a«   '    a*        a; 

da;  1        ,     ft  h*  .     w 

-\- 7XZ  — —^  *f>9 — 


''^  f^ 


-{-bx)  2ax^    '    a'^x       a^     ^  x 

dx         _  1       .        & *Lj_^7      — 

+  6a;)  ""  ■"  3aa;8  "^  2a«rc«       a^a;    '    a*   ^^  a; 

dx  1       ,    _6 6a_    ,     b^ 


-\- bx)  ^ax^    '    3a'a;8       2a»a?»   '    a*a; 


6*  ,      w 
a«^     ^   a; 


dx  1  1   7      u^ 


^  7  x^ia-j-bx)^  ~\      ax        aV  u;  "^  ä»  ^^  a:    . 

ooN     r        dx         _/ 1 L_AL^^'\JL__i*!7     ^ 

Wa^Ha+fta:)»       \      2aa;8  "^  2a2a:  "^  a^  /  t£7        a*   ^^  a; 

^^^     r        dx         ^/         1         .      2ft  2ft«        4ft»\  1 

^  J  x^ia-^-bxy       \      Zax^'^'da^x^       a^x        a*  J  w 


,    4  fts         ^^ 
-^ r-  log  — 


5  6» 
2a*a; 


^  J  a;5(aH-6a;)»       V      ^a^        I2a^x\      ßa^x^'^ 

'^  a^  J  w         o«      ^  X 

.      r       dx        _  /_3^    ,    b  x\  l J^  ,      w^ 

^^  J  a;(a  +  6a:)«  "  \2a  "^  aV  w'        o»  ^  x 

^  J  arU« 4- 6 a:)8 "^  \      ax       2  a^  a»    )  w^'^  a^    ^^  x 

37)     C—^ =^    -L-    .    1^    .    96^4.6i^\l 


G6^  ,      ti? 
a*      -^  a; 


^^  J  x*{a-\-bxp 


39)    f-^-i^—- 


40)  r—A?L—r= 

41)  r ^ = 


42)    f ^ 

J  x^Ka'\-bx)^ 


^^^  J  x{a-\-bx)^ 


44)    f ^ = 

^  J  x^(a-\-bx)^ 


4',)    f        ^^ 
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129 


+ 


106«        156» 


Sax»    '    6a«a;«       Za^x 


«4 


_  106^\  J_    ,    106» ,      tr 


4arr* 


_i- 


56» 


2a« x«       4a»a?»    '    a^x 


+ 


56* 


,    456*    ,    15  6srg\  J^  _  156*  ,      w 
5  a  "^  2  a«  "^    a^  )  w*        a*  ^  x 


ao? 


22  6        106«x 


3  a» 


a« 


46»a;«\   1 
a*    /  iü» 

,   46  7      tc; 
~  a*     ^  a; 


1 


4- 


56 


2ax^    '    2a^x 


,55  6»       25  6»rc 


3  a» 


.    106*a;»\  1 
'        a*     /  w» 


106» 
a« 


^9  — 

X 


25 


12a 


,    136a:    ,    76»rc«    ,    b^x^\  1 


3  a» 


2  a» 


a*  /  ti;* 

1  ,  i€ 

7  log  — 

a^    ^  X 


ax 


1256       65  6»  a:       35  6»  a;» 


12  tt» 


3  a» 


2  a* 


+ 


2aa;» 

105  6*x» 
2  a* 


+ 


a^J  tcJ*    '    "ö«"   ^^  a; 
36         1256»    .    6563X 

I  A  ^%         I 


+ 


a^x    *      4  a» 
lö6-'a;» 


a' 


a« 


\  J_        156»  ,      w_ 
)  w^^    a^      ^^  X 


^»Bks,  Btttbem.  FonDelnaamnüiuig. 
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§.  67. 


Sei    a  -f-  fta:^  =  to. 


-V      r     dx      il/ü.       /        l/^        ^  ^^^  ^  gleich- 

^  J  a  '\-bx^        a  y  b         ^       V  a  bezeichnet 

2^     r     ^^       1  1  /  «    T     a?V— &  -f-  K<*   0^  ü^d  6  ungleich 

^  y  a  +  ia;«  ~"  2a>^  -i^xV— 6  -  V^a       bezeichnet 


xdx  1    , 


da; 


+  fta;2       2  6        2  6« 

ic^drc  x^        ax   ,    a*    Tda? 

w 

x^dx  x^        ax^   ,     a«  , 


^.      /*   x^dx    x^  _  ^  _i_  ®*    /* 

^  J  a  +  bx^  ~"  36  "  6^  "•"  3^  J 


+  6a;«       4J        26«    '    26' 


^^  y  («  +  <!•«')*  ~  2ato  "l"  2ay 


da:  X      ,     l     Pdx 

a;da;  1 


+  6a;3)«  2  6«? 

0^     r     a?^drg       a;       .     1     /*da; 

J  (»  +  6^^)^  ~  "~  26m;  "•"  2T  J   "ÜT 

1)   y(a  +  6a:«)«=^-"2"6^+26i^^^^ 

^v     r     x^dx       _  /x^    ,    3ax\  l 3a    Z' 

^  0/  (a  +  6a;2)«~V6  "^  26V  to        26V 
^.     /•     x^dx  /x^        an   1         a  , 

^)  J  (a  +  bx^y  =  \2b^T0w^T^  ^'^^ 

^)  J  (a-^-  6a;«)3  ~  \  8a«   "^  Sa/  u;«  "^  Sa«  J     «7 


da: 
«7 
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15)  r  '^^^    - L_ 

J  {a  +  bal*y  ~       4  6«« 

^  J  (a  +  bx*y~\8a       Sbjw*''    6abJ    w 

.„     r    x*dx      /      sfi_ a_\  J_ 

y  («  +  *«*)'""  \      2  6       46«y/  tc» 

y(a  +  *a;»)»~V      86         Sb>)wi^8b*J'w 

20)     r       d^        _rob^x^   ■    56^»  I    ^^^V    I      ^      r^^ 

/-      xdx       ^ 1_ 

dx 


^  y  (a  +  6a:«)*  ~  \l6a»  "*"  6ä  ""  166/ii^  +  TßöHJ 

r       dx  /35&»     y    ,    3856«a;i^    ,    511&     , 

^^)  J  (a-{-  bx^)^  "^  \128a*  ^  "^    384a8    "^  384 a«  ^ 

.      93       \  1     .       35       /* 
"*"l28a  Vw*"^  128  aV 
/*      a:(?a?  1 

or;.     /*      g'da:      _  /  56«  ,      55  6  ,       73 

^  y  (a  +  6a;«)5  "  Vl28^  ^   +  384^«  ^   ~^  384^  ^* 


5        \  1     .         5         rdx 


1286 


\  1     .         5         rda 


^""^  i  x{a^bx-)=Ta^'^li 

Jx^ia-i-bx^)  ax       a  J    w 

m    r       ^^         —  —  — —  1     — 

^  J  x^(a'{-bx^)~       2ax^       2a^   ^^  w 

29)  r__^£_-=_-j---4.A4.*i  r 

^  J  a:*(a  +  6a;»)  Sax^  ~  a^x  ^  a^  J 


dx 
uo 


,4 
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dx  __  1  6         .       b«  ^ 

+  6a;*)  ""  ~"  Tofl?  "^  2aaa;2  "*"  2a3   ^^  w 

da;  1       .      1     ,      a;> 


'•»/s^ 


dx 
w 


""^^  7  x(a  +  6a;3)2  —  2at(;  '^  2a^  ^^^  tv 

^  J  x^{a-j-bx^)~\      ax        2a^)w        2  a V 

t/ ^H»  +  *a^*)  ~~  \      2aa:«        a^)  w        a^^w 

«.x     /"        da;  ^  / 1 hb_        hh^x\  J_ 

J  ic*(a  +  bx^)       \      %ax^    •"  Za^x  "^    2a^  )  w 


5  6«    /^rf.r 


^2a^J 


w 


35)    r ^^ =  ^_..L.  +  .l*-4.i*!\l 

^  J  x'^(a-^bx^)       \      4aa;*  ~  4a*a;«    '    2aV  «7 


,    36«  ,      x^ 


^  J  x{a  +  6a;«)8  ""  \4a  "^  20«^  tc;«  "^  2a3   ^  w 

g-v      /*         da;  _  / 1 256a;  _  15  6»a;»\  l^ 

^  7  «;«(«  + 6a;«)3~"\      aa;         8a»  8a»   )  tv^ 


156    /^ 
Ö  a»  7 


dx 


da;  /      _1 91.  _  3  6« a;«\  J_ 

2aa?«        4a«  2a^  /  w« 


J  a;8(a  -f  6a;«)3       V 


36   ,      a-« 
-2^^0'tT 

da;  /         1       .      76      .    1756«a;      . 


3m     r__^^___/ ^       I      76      , 

^  J  a;^(a  +  6a;«)8  ""  \      3aa;5  "^  3a«a;  "^ 


24  a^ 
3568a;3\   1     .356«    rdjr 

w 


.    356»a;3\   1         356«    r 
"^     8a*    /u?«"^  8a*  J 

40)     r         ^^  ^/^         1  6  96«        36:>a;«\    1 

^  J  x^(a  -^  6a;*)«       \      4aa;*  ^  a«a;«  ~  2a3  ~     a*   /  tc*- 


,    36«  ,      a:« 
'     a*      ^  «? 
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§.  68. 


Sei    a  -\-  bx^  =  w. 


^  J  (a  +  6a:5)i'+i  "~  dapwP  Sap         J  w»     ^ 

r  dx 1 fi  ^  ^p  ^  \    r  dx 

^  J  x*(a  -\-  bx^)p-^^  ~  Sapx^^wP  "^  Sap        J  a^w^ 

dx  1         ,    3|>  —  1    rdx 


w' 


Sei 


=  ff 


,.    r  dx        X  ri,      {x-\-%y     ,  ,/.     ,    xYs  \ 

.,     r  xd«  1     fl,        (a;4-x)«         w„       ,      a;V3  1 

'^  y  a-\-bx^~'b~TJ   a-f  6a;3 
^  J  a-\-bx^~2b~Tj   a-\-bx^ 


dx  1    ,  x' 


+  fcrc3)        3a     ^  a  +  6a;8 


^  J  x^{a -\-bx^)  ax        aj    a-^bx^ 

in     /*         <?a;         1      6^    /^_^  da; 

^  J  x^{a  +  6x3)  —  ~  2ax3  ~  o"  J    ä 


+  bx^ 
dx  1  6     ,     a  4-  ^^' 


/(t  X  1  ö 

a:*(a  +  6a;3)  "^  "  3^^  +  3a^  '^^ 

13\     r       ^^         =  -^ t-  —  C  — 

p      xdx       ^*      1     ^     Cxdx 

J  (a  +  6 x^y  ~  Säw    '    3a J  IT 


x^ 
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X^dx  1 


''^h 


\a\     C     ^^^^       a;       .     1     fdx 


V) 


xdx 


^  J  x^{a-\-hx^y~\      ax        3a^ )  w        Sa^J     w 
-gs      r        dx         _  /  1      _  6bx\  l bb_    rdx 

^  J  x^  (a+6a?»)2  ~  V      3  aa?»        3aV  tc?  "^    3 a^  ^^  o;« ' 


§.  69. 


Sei    a  +  bx^  =  ti;. 


n     r       ^^dx        a;»+i      ,    4 j?  —  n  —  1    Cx^^dx 

J  (a  -\-  bx^y-^^       TapwP    '  4ajp         J      u?*» 

r___dx____  _  l_   r   dx  b    r 


q^     Z'         dx  X         ,    4jp  —  1    r dx 

t/  (a  +  bx^)P-^^       4tapw^^      4ap    j    w?^ 

Sei  -T-  positiv  und  1/-T-  =  x,  so  wird: 

A\     r     dx  X     f,     a:»4-xxV2+xa  ,   .        ^      xa:V2\ 

^)     /  — rr— r  =  — tt"  i% tt — ' h  2  arc  ton  ^         \ 

^  J  a+fta;*       4aV2\  ^a;«— xirV2+x«^  '^   x«  — x»! 

wenn  -r-  negativ  und  x'  =  V^  —  -r 


dx 
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g.    r     dx      _  _£_      s^  rdx 

7\  f   ^^    —  £  i_L.  j 1—]  4-  -IL  r^ 

r        dag        ^^\    ^       I       ^^        I        77      I 
J  («  +  *^*)'        «  112«;«  ~  96au;«  "^  384a«wj 

77       /"dd 

Sei  -T-  positiv  und  x  ^=  V-r-, 
^,      /•     a;da;  1  .       j/a 

-*  y  (o  +  6«*)""46xV2\  ^0!»  +  xa;V2  +  x» 

,    -       .      x^V2\ 

Sei  -T-  negativ  und  x  =  y/ —  -r-, 

/•      xdx      1      .     ag»  -(-  X« 

^  y  (ö+Ti^  ""  ~  lix?  ^  X'  — X» 

12)     r^^^  =  -^{log^.±±-2arct9n^\ 
^  j  (a  -f-  6a:*)  4ftx  \  ^  x  —  %  ^     %) 

Es  ist: 

''  J  x{a  -\-  bx^)  a  4ta 

r        dx L  — A   r  ^^^^ 

^  J  x^{a  -f-  hx^)  ax        a  J      w    ' 
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§.  70. 


/dx 


arctgnx  =  —  arccotx 
1  +;r 


i^Vi 


,1        ,       a;V3 
i  +  r.  +  3  «''''^'»  2^ 


/dx      

/r" 


V2 


+  a;5 


1     -      i-|_a;V2  +  ic>    ,       1 
41/2     ^  1— 0:1/2  + a;«^  21/2         ^l—x^ 

j\2  %(1  +  ^)  —  -PoCös  |-  +  Pi  cos  -y 


+  öo  sin  ^  +  Qi  sin  -^\ 


Dabei  ist 


Pq  =rr  —  lor/fl  —  2a;cos-^  +^*)        Qo  ==^  arc^n 


0 

1  —  a:  cos  -=- 
5 


1  /  2  ff  \ 

P,  =  —  %M+2a;cos-^  +  a;»j      Q,^^arctgn- 


..      r  dx  1     7     1 


.    2ä 
a;sm  -r- 
o 


-|-a;cos 


\-\-xV^-\-x^        1 

+  —arctgn 


27t 


o 


a:V3  +  a;»       6 


3a:(l— a;«) 
1  — 4x3+0;*' 


Sei 


P.=4!^(x.-2. 


COS 


2x  +  1 


n 


Ä  + A 


^x  ==:  arctgn 


.    2x+  1 

xsin jr 

n 

:         2x  +  i  ' 

1  —  xcos !— --  jr 


n 


so  ist,  wenn  n  gerade  ist: 


Binomische  Integrale.  137 


^«-1  ^        .    -  ^in-l 


^^  2?^    ^        2x4-1      ,    2}1^\     .   2x4-1 

n 


/^   tfa;  2?^   ^       2x4-1      ,   2^^\^ 


0 

und  wenn  n  ungerade  ist: 


.      /»öTx  1  7^  n  j     ^       2     '      -,         2x4-1 


n--3 
2 


.    2^  ^     .   2x4-1 


J  1  4-  a;3  6     "^  1  —  x-f-x^       V3  2  — a; 

io\     r  xdx  2(1,^,^^        ^        2n  ff 


.    2;r 


Bezeichnungen  wie  in  Nr.  5. 


dx  ,  1 


'« /Ä = '^  I 


...    r  dx         1-14- 

r    dx  1         1  -(-a;    ,     1 


2n 

0  cos  - - 
5 

.    2n\ 


—  Qism—  —  ^osm-^ 
Bezeichnungen  wie  in  Nr.  5. 
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,-,      r    dx  1,     \-\.x\/\-\-x-\-xt  .     1  ,      xV 

Sei  n  gerade,  und 


x« 


.    2x 
a;sm  —  3r 

öx  =  arcign ^^"2^' 

1   —  XCOS  ff 


80  wird: 


F^ 


er,,      r    dx                 1  ,      1  4-a;        2  L-^    -.         2x 
20)     /  :; == log  - — ■ V*  PxCOS ff 

1 


+  ~2'  Öxsin-^ff 


Sei 

P^  =  1  Zo^  ^a;»  +  2XC0S  ^^J"  ^  ff  +  l) 

.    2x+  1 
a;  stn ^ —  ff 


und  n  ungerade,  so  wird: 


11            2x+  1 
1  +  ^cos ■ ff 


n—s 
2 


2x  +  l 

X  cos  ■ ff 

n 

0 


n — 3 

"T" 


2  J^  ^     .    2x4-  1 

>;  ^x SM* ff 


22)  J^^  =  log(l-x)-x 

-,,     /"  a;da;  1  7„     (1  —  ^)*  1 

2*>  yr^Tii^-  6  ^T+T+^-Vi 


V3         "^    24-a: 
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1  4-^ 


oM    /"  ard«  2(1,,,        -,      „        2«    ,    _  Jt 

26)  y  ^__  =  -  j_  -  Zo<,(i_a;)_P^c<«-  4-  p,  cos  3- 


Es  ist 

x^ 


"'^  y  1  —  x2»  ~  "27    1— a:«'+'2j    1 


(1  -f  a;»)~       2  n  — p  —  1  (1 + a;«)'«-i 

,        p  —  l         r  xP-^dx 

09)    r       ^^        — ^ ^ 

2n  +  j?  —  3    Z'  da; 

^  y  (l+a;«)"       2»  — 2     (1  4-a:*)"-»^2n  — 2  ./  {l-^-x^)^^ 

3n  r__-^^_  — _L_        ^        I    f      ^^ 

^  7  x (1  +  a:«)"  ~"  2n  —  2  '  (1  +  a;«)«-»  '^  J    x{\-^  x^f-^ 

r      dx  ,  X 

„«.     /^  xT^dx    1  a;p-i  p— 1      r    xP-^dx 

J  (1— ^^)"~~  2n— 2'  (1  — a;»)*»-!      2n  — 2  J   (fll^^i 

1  a:y-^ p— 1         /^  xP-^dx 

-— 2n--|)— 1  '  (1  — a?2)n-i      2n—2)  —  lJ  (1  —  a;'^/ 

^  J  xP{l  —  x^Y  1>  —  1  ^^"Ul  —  ^^y~^ 

2n  4-p  —  3    r dx 

'  i?  —  1        J    XP^^ 


■2(1  —  o;«)»» 

35\     r     dx      _       \  X  .  2n  — 3  f  __dx^ 

^  y  (1— ic«)*~  2n— 2*  (1  — a;2)"-i"^2»  — 27    (1  — a;2)^-i 

3ß^     /^        <^^         —         ^ 1  I     r ^^^ 

^>^  J  x{\—x^Y  ""  2(w—  1)  (1  — a:2)"-i"^y  a;(l  — a;2)n-i 
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J  (1  +^*)'  —  2|)  -  1  -^     ' 2« (1  +a;2) 


!>-« 


,        1  (2jp  —  3)(2i)  — 5)...5.3.1     1 

+  27=1  •       (p-,l)(p^2)...2.1        2FT  «^^^'^^ 


Jx  = 


(2j?  —  3)  (2j?  —  5)...  (2j)  —  2x  —  1) 
(i>-l)(i>-2)...(i>~x) 
ji-i 


(1  _ ^2)p  =  2^3^!  ^'^-  21^(13 


a;«) 


p-x 


.        1  (2j?-~3)(2j?  — 5)...  5.3.1    1  y     l+rg 

■^"2i?— r      (i;~-l)(p  — 2)...  2.1       2P^l—x 

Ax  wie  bei  der  vorhergehenden  FormeL 
Sei  m  >  2  n,  m  und  n  positiv  und  ganz. 


ra^~^dx_        1     " 


W3r(2x  —  1) 


2n 


7.   /i      o         (2^—1)      ,     J    ,    1^     .   wä(2x— 1 


2x— 1 

X  —  COS  —^ X 

.  2w 

arc  tan jz: rr — 

^        .   (2x  — 1) 

sin  ^ — s n 

2n 


X  3C 
-   n-l  iC+CÖS 

raf--^dx_        .^,,%(1+^) 
*  ^   J  l4-a:2«+i      ^      ^^^  2»+l 


sm  — 
n 


2n+l 


1       ^        mn{2oi—\).     A       .  2x  — 1      ,      \ 

—  ^ r-r  V*  cos — ^r^ — ,   ,    ^logi  1  —  2xcos-^ — r—n-\-x^  J 

2n-|-l-*J^  2n+l  \  2n  +  l      '      / 

(2x-1)ä 

,        2       x-i     .   m3r(2x— -1)       ^  2n+l 

4--^ — TT  >/s*n — t: — r-^ — - urctgn 
'  2w4-l  -^  2w+l  ^ 


2n+l^  2w+l  ^  .   (2x— l)inr 
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*2)  /^^=-2;rTT'*"-^> 


,         (2x— l)3r 


^       ^       2n  +  l-^  2n4-l  ^         .   (2x  — 1)« 

2n4-l 


§.  71. 


Sei    ti  ==  a  -f-  feic,    t;  =  a  -j-  ß^t   ^  ^^  aß  —  ab. 


1)    f(a-{-hxy{a-\-  ßxy'dx  = 


t^fi*»+i 


m  -f-  n  +  l 


/  v"*~^  tt" 


dx 


^  y    (a-f  6a;)-  w— n+1  ii*-^      (w— n+l)67     m» 

3)  _        1        t?"'^-^      (w— n+2)  ß   r  v"^  ^ 

,.  \  ^     .       mß        r t;«-*  , 

^  """"(n  — l)few^^  +  (n— 1)6  7    t?^ 


da:  1  1 


(a  -j-  bxyia  -(-  /3a;)«  (w  —  l)a    t;»»-iwn-i 


6)  ==r-f 


(w4-n  --  2)6    /^     da; 
(m  —  1)  -^     y  t;"^i  u«    ^ 

1  1 


(n  —  l)a    t;*»-!«*-* 
(m4-n-2)/?   r_l_^^ 

^         (n—   l)^i        J    ^m^n-l'*'^ 
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§.  72, 


Sei    a  -^  bx  -\-  ex*  =  to. 


1)  f' 

)  j  ^       ..-V.-,       c(m-f-2i>  +  2) 
-  c(m  +"2!)  +  2)/^-'«"'^^-  7r+ 2^j,  + 2/^*""'^^ 
^  J    wP         ~"  ~~  2^cm;p  '    2pc  J       tv^  2c  J   «7^+' 

'  j    a:"+*  anx^^  an  J       af^ 

.  c(2j?  — n  +  2)    rw^dx 
'  an  t/     rc*-^ 

^  y  w"        "  (n  —  l)(4ac  —  6«)  w;«-i 

,  2(2n  — 3)  /» _rf  .T 

(w  —  l)(4ac  —  63) J    u;«-i 

^W  2(2n+l)c'^+2(2n  +  l)c  J    *^      '*'' 


da;  1 


+  ca;«        V6a_4ac 


log — ' .  =,  6"  — 4ac>>0 

^j_|-2ca;  +  Vi2-4ac 

^  6»  — 4ac=:0 


6  4-  2ca; 


arc tgn -7=  ,  ft*— 4ac<0 


V4ac— fc»  V4ac— 6^ 

/^  da; _ft4-2ca;      (4n  — 2)c    /"da; 

wenn  zur  Abkürzung 

jK  =  a  +  fta;  +  ca;^,    /J  =  4ac  —  6* 
gesetzt  wird« 
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dx 


10) 


b-\-2cx 


{a-\'bx-\-cx^)^ 


^  J  (a'\-hx-\-cx^f~     JR      '^  ^J  J 

9^     r  ^^  _b-{-2cx{    1      .     3c|   .  6c«    rdx 

^  J  {a-\-bx  +  cxy~       d       \2Ä«'T-^ü|  +  ^j  J    R 

f. 

/dx 

11)  r^dx  =  '-"^ — 

^  J   ü»  (2n  — 


13 


+ 


20  c^    /'da? 


^,jW-l 


(2n  — w— l)cl^~i 


(2w  — w— l)cj      B»        "»   (2n  — w— IjcJ 


x~ 


—2 


B» 


d:r 


Wird  m  =  2n  —  1,  so  ist  diese  Formel  unbrauchbar;  man 
hat  sodann: 


-if 


X 


an-2 


iJ» 


da; 


xdx 


2a  -f"  6^ 


+  6a:  -f-  ca;2)« 

a;*da; 
+  6a;  +  <^^')' 

-f-  6a;  -f-  ca;*)* 


-if 


ab  4-  (ft«  —  2ac)x 
cJR 


+ 


da; 
T 

2a    Ad^ 
^  J    T 


1    ^p  I  a(2ac— 6»)+5(3ac— 6')a; 


6(6ac  —  6«) 
2c»z/ 


rdx 

J  a 


^  J  (a  +  6a;  +  ca;»)»  ~  VZW 


36(6 -f2ca:) 
2^2/2 


36c    r dx 
^^  J    li 


r  x^dx  ab  4-  (^^  —  2ac)x 

'^  y  (a  +  6a;  +  ca;«)3~  2c^-R« 


+ 


(2ac4- 62)(6  4- 2ca;)    ,    2ac  +  62    rdx 


2CZ/2Ä 


+ 


z/2 


r  dx 
J   R 
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r  x^dx  _  __  /x^    ,    abx    .    2 a«\  ^ 

^  J  (a  +  ftrr  +  ca;«)«  ~"  ""  V"c"  "^  7^  "^  Tj)  2Ii 


2c^J    B^ 


J  a:(a  +  6x+ca?»;«       (2n  —  2)ai^-l        2a  J 

+1/ 


20)     /'— r- 
J  3^(a 


dx  1 


+  6«  -|-  ex*)"  («»  —  l)oa?"-*iJ"-* 


(m4-  n  —  2)6    r     dx     _  (w  +  2h  —  3)c 
(m  —  l)o     J    a?»-»Ji"  («»  —  l)a 

da; 


a?"-*ii" 


,  »»>  1 


^  J  x{a-\-bx-j-cx*)~  2a^  R        iaj    K 

09^     /•  dx  _    fe  7    /B\ 1       b*—2aerdx 

^  J  x*(a-\-bx-\-cxi)~~2a*^\xy      ax'^     2a*    J     Ä 


a;» 
"ß 


oq^  r-—J±.—  —  «<'  — ^*  7  /^\  4_  J 1 

■^  y  «»(a  +6a;  +  ca;*)  ~      2o»     ^  \a;»>/  ^  a^x       2a 

bßac  —  6»)    /• 
"^         2a>         J 

„..     /* dx 1  ,     a:»  ■       1     I        fe(6+2car)) 

''  y  a;(a  +  6a;  +  ca;»)*~2a   *ii~'"2oÄr  ^        J 

2a*  V    ~^    ^  Jj    M 

J  a;»(a  -\-  hx-\-  ca;*)*  ~"  a«     ^  x*        o»a;*    '    [a*  a 

4./'^_2£\,J_L_l/^_6*»''  ,   6£l\   riif 
^\a*       ar'^ldE      jW      ~^^  a  )J    R 

1R\     C  ^^  =( \ I     36   \  1 

'  J  x^ia-\-bx-\-cx*y       \     2ax*^2a*x)/i 

"''Va»        a) J   xM*~^2a*J    R* 
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dx  1.1.1,3?« 


dx 


2„.     r äx 1     ,      1     ,  _i_^ ,    £« 

b^   rdx 6_    rd£ 6_    r 

2a  J    w^      2a»  J    xo^      2a^J 

r dx^ 1     ^ 36   r  dx  5c   rdx 

J  ix^^{<^ -\-hx -\- cx'^y  axw^       a  J  xw^       aj    tc^ 

29.      r  ^^  ^/  1        ,     2&\    1 

^   J  x^{a  +  6a;  +  ca;»)»       \      2ax^  ^  a^x)  w« 

'    \a«  a)j    xw^^     a»     J    ti?» 


§.  73. 


Integri^le  von  der  Form   /  if^^{a  -f~  fear"  4-  cci?''ydx. 


Sei    a  -(-  hs^  -{-  cx^^  =  «?. 


af^^w^dx  = ?^ —  /  T^'^'^-'^xxl^'^dx 

m  m  J 

2npc    r 


^+2n~l^p-l^^ 


Ql^-n-l^p  ^^ 


2)  =  , — Tö ^ 7 — ,  o     \     I  0^-^^^  tvPdx 

(m  —  n-\-pn)b    P 
(m~\-2pn)c  J 

3)  = — TH r^ —  /  oi^-^'W^~^dx 

H T^TT—   f  ^^""-^wP-^dx 

fn-f-2np  J 

I,»ak»9   ni»ibeni.  FonDelnraminliiiig.  10 
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4)     /  x'^-^xv^  dx  = ■ ^   ^     /  x^^^-^w^  d.^ 

J  ma  ma  J 

(m-^-2n-\-2pn)c    P 


ma 
Sei 


2:«+«»»-»  ti?^rfj? 


und 

62  —  4ac  >  0. 

^  J  a  +  bx^-\-cx^  ~     JxJ  cx'^  -ff  ~  J  cx^  -\-  g] 

p.      r  xdx  1    ,      cx^  -\-  f 

^  J  a-}-bx'^  +  cx^  ~  2h   ^^  cx^-\-g 

_v      r         x^dx g^    r      dx       _  /    C      dx 

^  J  a  +  bx^  -\-  cx^  ~^  hj  cx^  +  g  ^  hj   ex''  +/ 

Sei 

6»  —   4  a  C  <   0,        cos  a  rrrr — = 

2]/ac 


6)  J  a-{-bx'  +  cx^^I^A'''''^^'^ 


x^-2fcos^-fp 


a 


-f-2cos  -^arctgn 


^fxsin—- 

r         a:t?.r  1  ßsinu 

^  J  a-f  6x2  +  ca;*  ~~  Ycpmiä  ^^^  ^^  /i cös «  —  x'^' 

Sei 

X  =  2a(i)  —  \){b^  —  4ac), 

rdx  _bcx^  ~{-  {b^  —  2ac)x    .    (ip  —  7)hc    Px^dx 

2(p  —  l)(b'^  —  4ac)  +  2ac  —  b^  r  dx 

« 

rdx_bcx^  +  (b^-'2ac)x   .  b^  —  Cuic  rdx,bc_  Cx^dw 

J    tV^  XW  %  J      W  K  J         W 


12)  r-^  =  - 
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1  (w  +  2p  — 3)6 


dx 


/dw  m  -\-  4p  —  5  r    da 


§.  74. 

Reductionsformel  für  das  Integral: 


/ 


Um  diese  zu  bilden,  beachte  man,  dass 
(a  +  fta:"  4-  ca:«"  ~f-  •  •  .)p  =  a(a  -f-  fca:»  -j ^-^ 


§.  75. 


Sei    tt  ==3  a  4"  '^^  +  ^'^^    t?  =  a  4"  /^•^• 


C(W  — 2W+1)J       M« 

(m  —  2n4-2)ß'^    r  v"^-^  , 

'  dx 


(n4  U 

10* 


7^      ,/  1*^^=^ 
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^  J   u^     ^  ~  (w  —  1)^/5  u^-^  (n  —  l)zi 

M^=>"        "■  (n  —  \)/l J    w^^ 
4^     /*  !^  /^     — \ — 2nui 

J   IF'    ^~  (w  —  2n  —  l)i3V    ^JJ^^»^    ^ 


5) 


|3  t4»+i        (,^t  _  n  —  2)  JB 


(m  —  l)A  v"»-i  (w  —  1)^ 


6)  =-: 1 ^+     ^^ 


{m—  l)ß  v*"-^    '    (m  —  l)ß^ 

J  t;»»*-!     ^  +  (m  —  1)  /33  J    t;«-«      ^ 

7)     r_^  —  _  ^ L__  _  (»>»  + w  — 2)JB 

J  V^u^  (m  —  \)A  t;'»-^w""-^  (m  —  1)-^ 

r   äx      _  (m4-2n>-3)c   f  _}__  ^x 

^  ""  2 (n  —  1) ^  t;'«-^ w«-i        2^7    t;»«-it*«     ^ 

(m  +  2n~3)/3^    />       i 

^  2(W+  1)^         J     t;mw»— 1 

Ist  ^  =:  0,  80  wird 

r_d£_^____i i_ 

^  j   v^u^  (m  +  n  —  \)B  i;»»«*""^ 

(m  4-  2n  —  2)c    /^       1        , 
{m^n  —  \)B  J   t;'«-iu*     ^ 
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§.  76. 


Sei    a  ^  bx  =  o. 


/dx  ,      2  -x/bx   a  und  6  gleich 

{a  +  bx)}/x  ~  ""  Vab  ^^^  ^  ^  a        bezeichnet 


lo; 


1        ,     a  —  bx-^-^y/xV—  ab 
log 


y—ab  ö 

/dxVx  _  2Vx  _  a    r   dx 
a  +  bx~     b  b  J   caVx 

/xVxdx /  X a\  rt-i/      \^r    ^^ 
a-^bx-\^b~'b^)^^''^T^ J    ^V^ 

A\    r ^^V^dx /x^  _^  o£  ,  ?!\9V  _  £i  r  dx 

^^  J     a^bx—\hb        Si'  +  p;^*^*^  "■  ftlj  ^-^ 

/x^  Vxdx /x^  ^  ax^  ,  «^ ^  a^  o\/   J^—    C  ^^ 
a^bx  ~\lb      5F+363"~Fy     '^^■^6*7 


Vx 

/dx  —Y^\J_   f    ^^ 

/^    a?Vxda;    _  23;l/a?       3a    rdx]/x 

/x^Vxdx   _  /£^ bax\iyx    ,    5^    /* darVa; 
(a  -\-bxy~\^b        3feV"ö~"'"    6*^7       o2 

:»Vxdaj         / x^       lax^   ,  7a2a;\2Vj:      Ta^  rdx]/x 


/x^  yxdx  _  /£»  _^  7aa;g   ,  7a^\  2K.:r  _^  Ta^  p 
(a  4-  bxy~  \bb       156»    '     36^  J"^  iTj 


G)' 


r  dx  ^/    1 .       3     \y      ,      3      /'J^ 

^y    (a  +  6a:)3       \^      2bc}^^  4.ab(o)  ^     ^SabJ    a}]/x 
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xVxdx  2x]/x    ,    3a    Cdx^x 


+  t/ 


J    {a^-bxy  b(D^      '     b  J       o3 

r  x'^yxdx  _  /x2        hax\iyx  _  logg    PdxVx 


^^^  y   (a  -j-  fc^)3  ■     \Jb 


6«    y     03«  b'^    J         «3 

3  6« 


■) 


36»  y   w» 

35 o5    rdxVx 


-V 


6» 


/ 


CJ 


§.  77. 


Sei    a-{-6a;«r=«.        x=rr|/--,    x'=|/  —  j- 


^^   J    (a-\   L^^Vx-  h'K^y'^[''^ 


X  -V-  yL\/lx-\  X« 


,  .       xV2xl     a  ^     ^ 


Va:> 


^)/ä 


d;rV 


a; 


4-  bx'^ 


=  6-;w[-  ''-^ 


a; 


4-  x\/2a?  +  x« 


1 


26  x' 


Mm 

,          .       xV2^1 
+  arctgn  — L 

'  *^     x2  —  d7J 


a 
6 


-7-  >  0 


X    .    ^       ,       Vx\     a 


ü 


xdx  y  X       2  y  X 


.      /"  xdxyx  _^  2Vx  _  «a    /"   rfa? 


14 


15 
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x'^dx^x       Ix^x        a    rdxVx 


rx^dxyx  _  2xvx  _  o^  C 

/x^dxVx  _  (3^  ___  a\     y      ,     a«    r    dx 


/dx  _   ]/x     ,    _3_    r   dx 

/dxVx     _  xVx       J_    rdxVx 

>-    a;Va;äa;    _  ^  J/^       j^    /^   dx 
J    (a-i-bxy—       26ö  +  4&y  «^jV^ 

/x^Vxdx    _  __  a?Va;    ,    ^    rdxVx 
ar^\/a:d.i;  /2a;*    ,     5a\  Vx        5a    P  dx 


/x^Vxdx    _  /2^x^    ,     5a\  V^x        5a    r 
(a  H-  6a;2)2  "  VIT  +  2iV   ca         4&V 

^^  y    (a  +  6x^)5  ""  \4aa)>^16a-'oy     *^    ^32aV        « 

/^    xdxVx    _ibx^  —  3a)Vx    .       3        ^    dx 
^^)  J  ^a  -{-bx^y~        16a6GJ«  '    32a6J    «Vo? 

r   x^dxVx    _        2xVx       3a    CdxMx 
J    (a-f-6a;2)«^        5  6  ©2   ~^  b  b  J 


or'dxVic  2x»Va;    ,    5a    PxdxVx 


/x^dxyx   _  _  2x»l/a;    .    5a    r 


CO' 
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§.  78. 


Sei    a  -j-  bx  =  CD/ 


.      r      xdx  /l  \2Va> 

_,     r     x*dx  /l     ,       2  ,      \2V'fi> 

5)     /      .  =r  (--.ci4--.     c^o8_L     a»o»— -r-»^<^+Q^M~Tr- 

^.      r     x^dx  (\      ^        5        ^    ,    10    ,    ,        o    •    o 

^^  y  v::+i^  =  (n«'*- 9  «"'*  +  T«''"'-2«'-' 

3  /    66 


rfaj  1    j      Vo  -|-  6  a;  —  V« 


J    xVa + bx       ya 


-\-bx       Va    "  Va^bx^Va 


,    a>0 


2  ,     Vm^T^       ^ft 

arctgn      ,  ,    a  ■<  0 


da;  Vo        J     r  dx 


J   a;»Va  +  6a5~       ««        2a  J    ^Vco 
W    a;»Va  +  ia;       \      2ax>  ^  4aäa:/  "^     ^  8aV    a;V. 


/•        da;         _  /_      1       ,       5ft 56»  \  w 

Wa;<Vö+i«~\      3aa;>"T' 12a»a;»       8o»a:/'^**' 

56»     /•  da; 
""  IGÖ'y  xV 
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j.       r         dz  _  / 1 Ib       _     35 6» 


''^/Ta 


dx 


''^fvi 


-\-hx  b  Vc3 

xdx  ...       2 

8  =  (a>  +  a) 


-^bx  b^V(D 

14)  r-^£££==.3  =  (i«^-2ao-aA-4^ 

15)  r^/'f^    ,  =  f-  o»  -  a  ö»  +  3  a«  o  +  as)  — ^ 

16)  r_^^3  =  ('lG,4-iafi)»  +  2a3ci» 
^  7     Va  +  6a;         \7  5  ^ 

—  4a»o  —  aM-      . 


2 


G)3 

2 


.      /"         drc  _  _2 ,2.    /'jrfj 


'  dx_^ 

0} 


20)  /" ££==3  =  z'- _i_  +  ^1. 4- lü*^  _L 


156»    r   dx 


+  —   A 


V< 


:r  vo) 


2n     r  «^^  ^/^         1        I        7&.  35ft» 


_  35ft»\  _1 35  6»    n _dx 

8a*)  \/to        16a«  J    7^; 
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22)     r_i£=3  =  ^-__l_4-_3* 2U^   ,    i05^ 

315 tn     1  315fc*    r   dx 


23^      '         ^^ 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


33 


J    Va 


dx 


-\-  bx  Sba  VoD 

/xdx       /_  a_\        2 

y-^r+Tx  -  V"-  ^  +  3";  />i«v/« 

r        X^dx  (     .      s      c^  1        «\  ^ 

r __dx__  _  /_8_    ,    2_6£\  _1_  _r  JL    r  — 
J    xVa-\-hx   "~  \3a  +    a'^  /  co  Vw  "^  «*  J     ^ V 

r  dx  _  / 1 '^  __   5J>2£\       1 

5 ft     r  dx 
J  dxVa  +  hx^-^ 

Jx^dxV^T+J^  _  ^1  «i  -  ^  ao,  +  1  a-^)  ^^ 

a;3da;Va  +  6^  —  ( -q  ««*''  —  y  ««*  +  t  «*<» 

l     A  2  G>  Vio 
-3^7-fer- 

x^dxVa  -]-  bx  =(jT  ^*  ~    'K  ^^'  ~h  y  ^^^^ 

4     ,        .     1      \2o)Vw 

/   x'dxya  -\-  bx  =  1—  cj^  —  —  aa^  -\-  —  u^g)^ 

10     .    ,    ,      .  1   _A2G)Vfo 


a^cj  —  "ö"  ^^) 


7  '  3      /      6« 
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ü-\     r^^U TT—  Vcj     .     b      r  dx 

^  J     x^  '  2aa;*    '    4aa;        8a  j    a;Vo> 


CD 


3ö)  /g  Vm=^-  (-  4^  +  24^3  -  aSrO'"^ 

+  64a3u7  ~  128  a«  7    a:l/( 


3         2  ß)>  V 


5ft 

a\  2c»3Vgj 


2ajgV(o 


39)  r dxVa  -\-bx  — 

40)  y   xdx  ya-\-hx  =[^^^^J  — ^ 

41)  C  x^dxVa  +  fca;^r^  Q-  ö«  —  |-  acj  +  ^  a») 

x^dxVa  +  6a;  ~  (jr  cj»  —  —  a  o«  -f  y  a'oj 

1      \2öj2\/gi 

x*dxVa  4-  hx  =  ^ jg  ra*  —  YY  a  w»  +  -g  a' oj» 

4     ,        ,     1      \2cj«Vta 
—  y  a' »  +  5-  «M 


6» 


44)  /  x^dxVa-\-  bx'=  (77  *»*  —  Tä  "  «»^  +  J7  «"'»' 

10    ,    ,    ,    5     ^  1     A2ra»Vo 

45)  /^  V^^T^.'=  (I  .  +  a)  2  V«  +  «»/i^ 
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46)  /"^V^+I^^-filV^  +  l*  r££V«. 

^  J    x^  '  ax       ^    2aJ     X 


16a»J     a; 


«)/^V«  +  »»'=(-jij5  +  5i3- 


ft» 


32  a»«» 


2fi)»V 


50)     f  dxVa-{-hx^  =  ^ 


a 


51)  y^V^+T^»=(|..  +  |„«  +  „,)2V/«+a3/^ 


52)  /•^V7+6?=_^L^+|^/'^V 
^  J     x^  '  ao;      '    2aJ     ic 

53)  fi^ylTTTx'^i^-^ ?A.\a,sl/ 


CO* 


54)  y    xdx  ya-^-hx  =  (^~  c»  —  y  a  j  — ^ — 

55)  J   a;2da;ya4-6a;  =  ^— ö2__^ß,_^_.a2J — _ — 

56)  j  x^dx  Va  +  6/  =  (^  »s  _  ^  «  c»  +  i-  a'o» 

7  V       6* 
FiT^     /-       <?a;        _  3f  o» 
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.^,      r       xdx  /l  1     \3l^iD« 

„,     r     x*dx  /l     ,        2  ,1     ,\3^a)» 

"'V   f^+T^=(3'»'-5«'»+2«')-F- 
y    l?'(o4-*a;)»  0 
.,>     /•        orda;              /l  \  3^''» 

62)    r^"*.^"        ^(^a,»-^a.  +  a«)l|;^ 


63)    /" _Jf=  =.  _L  (i  j     V'^-ya 
J   x^a  -f-  iJ5       V<i  \^  y/x 


+y3«„^   1^^»  ) 


64)   /*__£2==_&!_±  /"_1^ 

65)    f-Jl^^i L.+^*_W«,.4.?^  /-.I^ 

c/   x»fo+6ar       \     2aa;«  ^3a»a;y  "^      ^  9a«  J    a;f( 


66)    /■  dx  1     (3        fa>-fa 

—  ^3  arc  ign 

J   x*'p'(a  +  6a:)»"'        «a;        3a J    aj^c» 
J   a:»]^(a  -f  bx)*       \      2ox»  ^  üa*a,7  ^ 


1/3  fo 


f  o  +  2  f  a 


,    5ft»    /"    da; 
■^9a«7    ar 


fo)» 


/  d'^a  -i-  bx 


— 3<af^<p 

"     46 
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«)/tVJHM5'=(-5^-j^)»'V« 

,    3  6«    Cdx^,   , 
48)     /'^V^-+l^*=f_      1      +_*       +     *!^)a,»Vo 


.      /"da; ,/      ,    .    » _  /         1        ,       b  6» 

()4o<a;/       "^^  128  tt*J     a; 


2«B»V(a 
76 


50)    f  dxVa  +  6/== 

62)  J  -Va  +  bx=--^  +  ^J   -Va» 

53)     r  If  ViTT^' =  f- ^  - -1|-)  «>  \/a, 
^  J     x^  •  V       2aa;«        4o«a?/ 


^  8a»  J     X    ^ 


2a»äVcj 


6» 

2ra»V'o 


54)  /    xdxYöT^  bx  =  l-^  (0  — -=-a\ 

55)  J x^dx  Va  +  6/=  ^lc»-|a«+ia«)-^ 

56)  y  a;»da;  Va  +  bx  =  ^^  »s  _  A  «  o»  _(_  ^  o«c 

1      \  2  CS  Va, 

7   y    6* 

K7^     /•       dx        _    sfiD« 
-*  J   fM^^~    26 
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.^,      r       xdx  /l  1     \3Ffi)« 

J    1^0+  bx        \3  5  ^2/63 


00,  r^  ^^    =^v^ 

J    tia-^bx)^ 


^(a-{-bxy  ^ 

...     r        xdx  /l  \  31^^(0 

J    xPa  4-  bx        va  l^ 


i?;r+i^~f«i2''^    }^, 


+ V,  ^  ^  v^r.  ) 


J   x»fa-\-bx       \     2ax*^3a*xJ^      ^  9a*  J    a;f 


dx 


—  ]/3  arc  tgn 


l/3fffl 


f..    r         dx        —  _Y^  —  —  C  <^^ 

J    x^  ^(a  +  6  ir)«  ~        «a;        SaJ    a;]^«,» 
J    z»Tp^(a  H-  6a:)»       \      2ax»  ~  ()a»a;y  l' 


f «  +  2  f  o 


5  5*    /"    äx 


4- '  -  r 


X^Vi* 


')9i    /  d'^a  4-  6x  =     "^^ 
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70)     /   xdxya  -f  6x  =  (  y  0}  —  —  aj  — ^^ 

73)  /  xäxW^^Pb^^  (I  «»  -  i  «)  ^^ 

74)  yaj«da:^(«-H6^J*--(i\«>»-j«'a  +  |«')^ 


o' 


75)  p-^^^TfVx^zf.  +  af^ 

77)     r^f7+7;^  =  r--l-+^^a,f 


J    ]^(o  -f  bxy       Vö a cj«  ">"  lö  a* ra  "'"  15  oV  V 

fi,^      r  ^-^  -/"    ^        I  ^'         I         ^ I     ^6  \-£ 

J    ^(a  +  Ja;/»     "  V?« w»  "^  35««o»    '    b5a»ö  '  35tty\/ 


Ol 
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§.  79. 


Integrale  von  der  Form    f  f[x^\  Vi  —  a^^«*^}- 

Sei  s  eine  positive  ganze  ungerade  Zahl,  so  wird: 
r       x^dx 1 


9—\ 

X  —   if  r)^   «j^  •  •  • 

A  r=  0,  2,  4,  .  .  . 

(2r-^l)(2r-3)...(2r-x)  ^ 

^^  ~"  (2r-s— l)(2r  — s  — 3)...(2r  — ij  — x/       <^ 

_  (s  —  3)(s  —  5)  .  .  .  (s  —  A  —  1) 
^         (s  —  2)(s  —  4)  ...  (s  —  A  —  2) 

(2r  —  l)(2r— 3)  ...  3.1 

(2r  —  s  +  l)(2r  —  s.  +  3)  .  .  .  (—  s  +  3) 

^  J    (V^rir^O'""        (2r-s+2)(\/r=T0-^^ 

»-1 


A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 

2r.2r  — 2  .  .  .  2r— A A    —  \ 

^^  —  (2r--sj(2r  — s  — 2)  .  .  .  (2r-  s  — A)        ^  "" 

2r.2r  —  2  ...  4.2 

Ä'  ==  rrr 


(2r  — s  +  2)(2r— s)(2r  — s  -2j...  (s  — 4)(6'  — 2) 

2r  Vi    —  U:2 


2r-l 

2r— X 


a;^ 


,       (2r  —  l)(2r  —  .3)  .  .  .  3.1 
+  2r.(2r-2)(2r-^4)...4.2  "''^'^'"^ 

X         ■'    X,   tj,    O,   •   •   • 

(2r  -  l)(2r-3)...(2r-x)  ^ 

^'  ■"  (2r  —  2;(2r  —  4)  ...  (2  r  —  x  —  1)'       ' 


160 
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A   _   2r.(2y— 2)(2r^4)...(2r4-2  — A)  _ 

^~"  (2r— l)(2r-3)...(2r  — A-l-2  — 1)'    "^^  —  ^ 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
Sei  s  positiv  und  ganz 


8—1 
9 


(2r+s-3)(2r  +  s-5)...(s  +  l)         x  '  ^ 

"*"         (2r— l)(2r-3)...5.3.1         (ViZI^»)' ^ '^  '' 


^  = 


A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
X  =  1,  2,  3,  4,  5  .  .  . 
(2r  4-  s  —  3)(2r  +  s  —  5)  .  .  .  (2r  +  s  —  A  —  1) 


B 


»+i 


2r— S 


(2r  —  3)(2r  —  5)  .  .  .  {2r  —  A  —  1) 
(s  —  3)  (s  —  5)  ■  .  .  (g  —  2  X  —  1)        _      _  _      1 
(s  —  2)(s  -  4)  .  .  .  («  -  2x)     '     *~  *'  -^1  — s  —  2 

6)     /'___^£__= 1 

J    a;*-+i.(V/l— a;«)'  2r.a;«'-(Vl  —  a;»)' 

.  (2r+.s  — 2)(2r+s— 4)...(s+2)s  1  (l  —  x'- 

"''  2r.(2r  — 2)(2y— 4).,.2  (i/l— a;*)' Is  — '-^ 


S::i2^^^^ 


Ai  = 


"/ 


(2r4-s  — 2)(2r  +  s  — 4)...(.<;  +  2)s 
(2r  — 2)(2r  — 4)...4.2 
A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
(2r  4-  s  —  2)(2r  +  s  —  4)  ..  .  (2r  +  s 
(2r  —  2)(2r  —  4)  .  .  .  (2r  —  A) 

dx  Vi— a;» 


Zoj 


Vi— iT«— 1 


a?« 


^) 


,  ^0  =  1 


(2r— l)x 


(2r~2)(2r-4)^,   ,  ,  (2r- 2)(2r-4)...2^,_,j 


(2r  — 3)(2r  — 5)      "^^     "'"(2r  — 3)(2r  —  5)...3 


dx 

Vi 

,  (2r— l)(2r— 3)...3 


ar— 1 


1    I   2r  — 2    , 
^  +  27^^' 


r  d^  ^      V^l— a;«|        2r— 1 


—  4). ..2  J    "^ 


(2r-l)(2r— 3)...3.1 
(2r— 2>(2r— 4)...2'^       J    '        2r.(2r  — 2)...4.2 

log 
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Sei  5  eine  positive  ganze  und  ungerade  Zahl,  so  ist: 

-f  Air^s  X  Vi  — a:«  2*  Ä  (1  —  a?*)    *    +  -^ar-s  R+i  arc  sin a: 

0 
X  —   1,  O)  0,    if  .  •  • 

A  =  0,  2,  4,  6, ,  .  . 

(2r  — l)(2r  — 3)...(2r  — X  — 2) 


4,  =  1,     ilx  =- 


(2r  +  s— l)(2r  +  8  — 3)...(2r+s— x) 


B  —  1       R,  _     8(«  — 2)(s-4)...(s  — A) 
•~    '     '"'~(s-l)(s-3)...(s-A— 1) 

10;  y".^+. (vrr^^rdx^-^^Jrg^  2^  c. 


a;»»— * 


^ 2r.(2r~2),..4.2 VTITI 

4.(i_^2)a  I      (2r  +  s  +  2)(2r  +  s)...(s  +  4)(s  +  2)  *^  ^      ^ 

Dabei  ist 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 

^ 2r.2r  —  2  .  .  .  2r  —  A 

^^  —  (2r  +  s)(2r  -f  s  —  2)  .  .  .  (2r  +  s  —  A)* 

Sei  n  gerade,  so  ist; 


Ist  dagegen  n  ungerade,  so  wird: 


H— 1 

2 


^^7    V^fTi-'^^^^-f'''  «(«-2X«-4>...(n-2xJ   " 


Die  Coefficienten  für  x  =  0  sind  =  1. 


13]    C    ^^^     —  _  ^"^  V^  —  ^'^    I    n  —  1     /*  ar"-ad 


Lfttka,  matbem.  Formolnaammlung.  H 


62  irrationale  lotegrafe'. 


4j 


/xäx  T  r. — = 

Vi  —  x^ 


/"     a:«da;     _a;"-iVrc«  —  1    ,    n  —  1  /" 


x'^^^  d  X 


r     x^dx     _  af^-^Vl  -\-  x^  _  (n  ~  1)    P 
J    Vr+T«  ~  n  n       J    Vi  -j-a?« 


9)     r        <^a;         _  ^     VI  —  x«       ,    n  —  2    P         dx 


dx  -      1  _^  Vi  —  a;« 


^'/;rFr^.=-'»' 


o; 


Vj;2— 1 


on     r        ^^        _     Vj^^— 1       ,    n  —  2    /*         da? 

o/    x«Va;2— 1  ~  («  —  1) it-*-^  "•    n—lj    ipn-a V;^«  —  1 

J    X  Va:»  —  1  "" 


1 
arc  cos  — 

X 


23)     r        ^^.        —  ^      Vl+a:«       n  —  2    /*         da; 

W    a:  Vi  ^  ^2  ^ 


a;  Vi  +  a:2  "^  a:» 


n"da: 
^2 


.5)  f.vr^.,.^^^n^.+^j0 

26)  y  a;Vl  —  x^  dx  =  -^  (a;»  —  1)  Vi  —  x^ 

27)  /^a:«V^n:Tda;  =  ^V^^:=:i 'f-f^ 

J  w  +  2  w-l-27    Va?2— 1 
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28)  Jx  Vrr«—  1  <?a?  =  4  {x"^  —  1)  Vx^  —  1 
30)  y   a:  Vi  +x«  d^  =  4  (^'  +  1)  VT+T« 


31 


32 


33 


34 


35 


36 


37 


38 


39 


dx^rz r  V^*  — l      .       1        r        da; 


a; 


r»Va:»— 1 
1 


J       X  X 

/  da: Vi  —  x^  =  -^y\  —  a:»  4"  "o  arcsinx. 


11 


^Ö*  Irifktionale  Integrale. 


§.  80. 


Sei    a  -(-  iar»  =  0». 


'^  / väTHi ^ v^'^ ^'^'  +  ^'^+*^^'  * > ' 


1                      1/6  ^        ^ 

arc  smx  ]/ ,  6  <  0 


V-b 


.,  r    dx 

J    Vi  —  a;» 


^>/F<r 


da; 


a; 


V(o  +  J  a;»)»       a  V© 

6)     f   ,      ^"^  (    '       [      M    ^ 

./    V(a  +  6  a;«j»       \3  a  ra  ^  3  a*/  Vo 

'  J    V(a  +  6a;»)'       \5ao>«  ~  15o»ci    ''  15aV  V/o, 

8)  /"       ^'^^ Y^ 

J    Va  +  6a:»  ~  ~i~ 

9)  /"      a;»da;  a^Vc? o^    Z'  rf j 

W    V/a  +  6a;»~"    26  2  6  J    y« 

o/    Va  +  Jx»       V3  6        36»;  ^'^ 

W     V^a4-6a:»       V**        86»;^"'^863j    \/a 

12^     /^      a^*<?a;       _  /x*        4 aar»  8a«  \  w 

'  ^  J    Va  +  6a;»~\5  6        15  6»  +  15  6';  ^"' 
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13)  f  ^/^^  =4-^v«T^-v« 

J    xVa  +  bx^       2Va 


1 


v~:^ 


1/  Ä 

arc  secx  Y ,       a  <  0 


a 


14)  /'-^i£^  =  ?o,v^J  +  ^'-j 

!/•        /*        ^^  1 

^^^     I       1/  ^        ,  =  arc  secx  =  arc  cos  — 


rfa;  Vöi 


"'/ifv^ 


4-  6a;»  o« 

18.     f  ^^  ^  _    Vo    -_  A   /"  _^ 

y    ar'Va  +  hx*  2ax»        2oJ    a;]/a 

19)     r—^^—  =  ( L_-.      2ft\,/ 

-^  y    x*]/a-\-hx*       \      3oa;»  "^  3ä«i/ ''^^ 

20t      r         /^  Z' 1 ,      35    \./         3ft»    /•    da: 

'^  7    a;»Va  +  j7«       V     4oa;*"r'8a»W      •"'~8ä»J    ^ 


^•>/v:r^-  ' 


""^fv-a 


xdx  -  1 


•8 


+  bx*  bVo 

23)  r  ,^'^^  ,=--^  +  1  r^ 

^  J    Va  +  bx*  bVa^  b  J    ]/a 

x*dx  /x*    ,    2a\    1 

.  o 
a!*dx 

=«  =  ( ^  4-  ^r^^ » -; —  -11:1  / 

a;»rfa:       _ /«*        4aa;»        8a'\    1 

<9 


05,     r       ^^^       =  /"£!  4-  3^^^  _L  _  3a     /•  rfa; 
"■'^  7    V«  +  6«'        \2  6  "^  2Ä»  ;  Voj       26»  7    Vi 

7    'Va-\-bx**       \3  6         36»         fp;  ]?; 
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,    3  6»    fdx,,  ^ 

48)     f^ya->rhx=( ^4-—^ L_*i_\c»Vo 

'  J    X*  ^     ^  \      3  a«»^  12  o«a;»^  24  a»  ar/       "^ 

640« a;/       '^      ^  I28a*j     x    * 


2(a»V(o 
76 


50)    f  dxVa  4-6/  = 

52)   r^V^4r67=-^il^+|*  ri^V«»     • 

'  J     x^  '  ax      '    2av/     x 

^  J    a;»-  "^ "   1^  "^        V      2oa;>        4a»a;/ 


156»    /-d^ 
^  8o»  J     a;    "^ 

54)  y    xäx\a-\-bx  =\^a --^a\ — p — 

56)  y  a;»da;  Vö+Ti'  =  ^^1  «s  _  ^  „  ß>»  +  -i-  a'ö 

__!_     \2«»Vo 
7      /       6« 

57)  r_j£__3f«! 
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3f« 


58)     r^lM=^^(La>-i,aY4^ 
^  J    fa-^bx       V5  2  ";     5« 

„,      r     x*dx  /l     ,        2  ,1     AS^m» 


J    f{a-\-bxy  0 


3fai 


J    l^(a  +  6a;)»       \7  2         ^     )     b^ 

./    xya-\-bx       \a\^  yx 

Ci^     r         <?a; ^o*  _  ^   f  dx 

J   x'fa-\-bx~       ~äx'       täj   xfta 

g.      r  ^^        _/ 1       ,     26  \y/  ,,26«    r    dx 

'  J   a;»"^o+6a;       V     lax*^  Za^x)^''  ^  9a*  J    x'^c 

r  dx  _    1    j3        fo-fg 

y   a:l^(a  +  6a;)«~'fa«|2"^       fa; 


o 


66) 


—  Vs  orc  <5W 


Vsfoi 


f  c>  +  2  f « 


67)  r  ^/^  .  ^-1^-1^  r  4^ 

J    X»  Via  4-  6  x)»  «a;        3aJ    ajp'o)» 

*^^^  y  a:»P'(a  +  6«)«  "^  \      2aa;'  +  üu»ajj  ^ 


,    bb*    r  J^x_ 


C9)  y"  d  f rr^  =  iff? 
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70)  / .rf.f;rT^=  (i «,  - 1  a)  1^ 

73)  fxdxWTbW^-  (i  «»  -  i  «)  ^^ 


3fijFa)2 


dx 


74)  y:r«da:^(«+6x/-(j\c,»-ia«  +  y«')^ 

75)  y:^f^mr^^3fa,+a/^ 

77)  r^f^rfi;^  =  r--J_  +  «L.')«P'« 

9a^J     X    ^ 


80) 


J     x^  ^  ^      ^        ^         \      2ax^    '    Ga^xJ      ^ 


9  a«  J     X    *^ 


81)  r         ^^         ^  /JL  _|_  ^  ^  JL 

82)  r          ^"^          -(     ^        \         ^         I  ^    \-^ 

83)  f         ^^          -/    1        ,         6         ,  8             16  \_£_ 
J    p(a  +  6a;)*     '  V?«»-'        35a«a)»    ■  »5 a» o  '  35 a^ \/cj 
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§.79. 


Integrale  von  der  Ponn    f  f\x^\  Vi  —  x^^"^- 

Sei  s  eine  positive  ganze  ungerade  Zahl,  so  wird: 
r      a^dx 1 

X        '    If    »/^    O^    •    •    • 

A  r=  0,  2,  4,  .  .  . 

^*  "~(2r-s— l)(2r--5  — 3)...(2r~s  — x/    ^ 

_  (s  —  3)(s  —  5)  .  .  .  (s  —  A  —  1) 
^  ~  (s  —  2)(s  —  4)  ...  (s  —  A  —  2) 

(2r  —  l)(2r  — 3)  ...  3.1 

■  (2r  —  s  +  l)C2r  —  s.  +  3)  .  .  .  (—  s  +  3) 

^   y    (V/nr^O'~        (2r-s+2)(l/l-^0'"'r' 

«-1 


X  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 

2r.2r  — 2  ■  .  .  2r— A .    _ 

^^  — "  (2r  — s)(2r  — s  — 2)  .  ..  (2r- s  — A)       »  ~ 


N^T. 


2r.2r  — 2  ...  4.2 


(2r  — s4-2j(2r  — s)(2r  — s  -  2j  . . .  (s  — 4J(s  — 2) 


vr 


2r-l 


,       (2r  —  l)(2r  —  3)  .  .  .  3.1 
'    2r.(2r  —  2)(2r  —  4)  .  .  .  4.2 

X  — '•   1,  «j,  o,  .  ■  > 

_       (2r  —  l)(2r  —  3)  .  .  .  (2r  —  x)  j    —  i 

^'  —  (2r  —  2)(2r  —  4)  ...  (2  r  —  x  —  1)'       *  " 


160 
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X 


ar— 1 


^~  (2r— l)(2r-3)...(2r-A  +  2-l)'      '  ~ 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 
Sei  s  positiv  und  ganz 

/dx  1  ^^'■"^^ 


(2r+s  — 3)(2r  +  s-~5)...(s4-l) 


X 


9 


^2  = 


^         (2r-l)(2»--3)...5.3.1  (ynip)' ^  ^  ''       ' 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 

X  =  1,  2,  3,  4,  5  .  .  . 

(2r  4-  s  —  3)(2r  +  s  —  5)  .  .  ■  (2r  4-  s  —  A  —  1) 

(2r  —  3)(2r  —  5)  .  .  .  (2r  —  A  —  1) 

_(s-3)(s-5)...(s-2x-l)     ._,    ß__J_ 

~       (s  —  2)(s  — 4)..  .(8  —  2x)     '  ^»— *'■"»— s— 2 

2r— 2 

(2r+s  — 2)(2r+s— 4)...(s4-2)s  1  fl  — .r« 

^r^)'U  — 2 


P 


»+i 


+ 


iV 


+ 


2r.(2r  — 2)(2r— 4)...2 

"7^=4~+-  + i 

(2rH-s  — 2)(2r4-s  — 4)...(j?  +  2)s 
(2r  — 2)(2r  — 4)...4.2 
A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 


lo^f 


Vi— a:«— 1 


x^ 


(2r  4-  g  -  2)(2r  +  s  -^  4)  ..  .  (2r  +  s  -  A)         _ 
^  ■"  (2r  —  2)(2r  ~  4)  .  .  .  (2r  ^  A)  >  ^o  —  i 


7)  r-j£^= 


Vi— a;» 


(2r— l)a; 


2r-l 


t    I  2r  — 2    , 
^  +  27373^^ 


I  (2r^2)f2r^4) 
"^(2r  — 3)(2r— 5)      "^ 


I  (2r-2)(2r-4)...2    ^^^,^ 
"^(2r  — 3)(2r— 5)...3  J 


r  dx  _      Vl^xU        2r-l 

7    a;2'-+i  l/l  —  X«  2r.a;2'-   \     '  2r  — 2     "^  " 


+ 


(2r-l)(2r--3)...3^,^.,\^(2r-l)(2r-3)...3.1 


(2r— 2>(2r  — 4)...2 


X" 


+ 


2r.(2r  — 2).,.4.2 

Vr^^— 1 


X 
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Sei  5  eine  positive  ganze  und  ungerade  Zahl,  so  ist: 


•+1 


a 


-j-  -42r-8  X  Vi  — ic*  2*  A  (1  —  a?»)    '    +  -4a^8  R+1  a^c  sin x 


A.I  —   1,      Ax  -- 


X  —   If  Uf  0)   Ij  •  •  • 

A  =  0,  2,  4,  6,  .  .  . 

(2r~l)(2r  — 3)...(2r  — x~2) 
(2r-f  s— l)(2r  +  s  — 3)...(2r-f  s  — x) 


R   _  1       »  —     g(s-2)(s--4)...(s-A) 
10;  y"a^+KVr^»)'da;=-^^^:^^  ^i  c^si 


^T^X 


•— 1 

8 


^  2r.(2r— 2)...4.2 


«-8 

a 


-f(l— a?»J^  J       (2r-f5  +  2K2r-fs)...(s  +  4)(s  +  2) 

Dabei  ist 

A  =  0,  2,  4,  6  .  .  . 

2r.2r  —  2 . . . 2r  —  A 


y\—x^ 


Ci  = 


(2r  +  s)(2r  +  s  —  2)  .  .  .  (2r  +  s  —  A) 


Sei  n  gerade,  so  ist; 
X^  dx 


?- 


(n-l)(»-3)...(n-2x+l)^_ 


,,       /•    3!^dx        ,/-r— r  ^c-<  (n-l)(n-3)...(n-2x+l) 
^'^  J  y^^  =  V^^i:-      n(«-2)...(«-2x)       ^ 

,    (w-i)(«-3)...3.i   ,  /   ,  i/rnY) 


(»  —  2j  (n  —  4) 
Ist  dagegen  n  ungerade,  so  wird: 


/a:"  ,y -^  (»—!)(»  -  3) . ■ .  (n— 2x+l)    ^_j,^, 


Die  Goeffidenten  für  x  =  0  sind  =  1. 


a^dx 


/a^dx 


ix^-^  Vi  —  X* 


n 


Latk»,   maibein.  FormoloBainnüuog. 


11 


162  Irrationale  lategrafef. 


14) 


..  =  -  Vi  -  X' 

Vi  —  a;2 


r     xf^dx     _  ar»-^  Vre'  —  1    .    n  —  1  T  a:»~Ma; 
t/    V^*  —  1  ~  w  '        n     J    Va?*—  1 

J    Va:2  —  1 


.7  Vi  +  xa  ^ 


19^     /*         dag         _  _     Vi  —  x'^       ,    n-~2    /*  da? 

J    a:» Vi  —  a?2  ~  "  (n  —  \)x^-^       n  —  lj   a^-^yi—x 


dX  1   _|_   Vi    —   :z;2 


20)     f'-j^ =  ^log 


X 


dx  V^äTTi 


r        dx        __     V>g^  — 1       I    n  — 2    r         dx 

22)  r    /^     == 


1 

arc  cos  — 

a; 


dx  1      Vl+^*       n  — 2    /*         dx 


23)     r        ^^ 1      V^l+jc»       n-2    /- 

W    a;  Vi  +  :c2  ^  ^» 

25)  ra-vT^=^d^  =  -^vr=^^+-to  At^ 

7  «4-2  «4-2 J    v/i  — 

26)    y    a;  Vi  —  a:«  da;  =  ^  (a;»  —  1)  Vi  —  x^ 


n^dx 
x^ 


27)    /*a;nV^rZTda;  =  -^Va;^-l ^To  f  TT^^ 

J  »»42  w42J    Vx^—l 
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28!      ^    '' 


29 


30 


31 


32 


33 


34 


35 


36 


37 


39 


J  X  Vrr»—  1  dx  =  ^  {x^  —  1)  Vx^  —  1 

J  n  +  2  '  n  +  2J    Vi-j-a?« 

J   x  Vi  +  x8  d^  =  j  (^'  +  1)  Vi  +  a:* 

J     a:"  *^  ^   -        (ti-2)a?~'-i       n-27    a' 


»Kl— a;a 


rfiPirr r  Va;«  — 1     ,      \       C       dx 


—  Vx^  —  1  =  Va?*  —  1  —  arc  cos  — 
a;  x 


J       X  X 

f  dxVTTT^  =  1  VT+^+  i  log  (a;  + VTT^«) 
/  dfa:  Vi  —  o;^  =  —  Vi  —  ^'^  +  o^  arcsinx. 


11 


164  In*ationAl6  Iniegrald. 


§.  80. 


Sei    a  -\-  bx^  z=  a. 


1)   fT7-~-,-ur^'>9{^Vf>  +  V^^T^']^  b>0 

J     ya  -^  ox^        vb 

=^  ,,         arc sinx  y ,  fc  <  0 

/dx        


8 


10 


11 


12 


J    V(a 


arcsxnx 


dx  X 


l/(o  -f-  b  x^y       a  Vm 


/dx  _  /_J ,      2  \    X 

V(a  +  b  x^)^  "~  \3  a  ö  "•"  3  a V  Vc 

J    \/(a  +  bx^y  ~  \5a£o«"^  15a*o  "^  loa«/ V© 


y   Va 


jrda;  Vi 


(O 


+  ix«  t 

/a:^da?       xVo)         a      r  dx 
Va  +  6a;2~"2ft"  "  2b  J    y^ 

r      x^dx      _  /x^  _  2j^\  w 
c/    Va  +  bx^~\^b         156»  "^   156»;  ^"^^ 
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13)    /*— ,££=  =  -Lz     Va  +  hx*  -  Va 
'  J  xVa-Jrbxt       2\/a  ^  ^a -^hx* -\-Va    " 

arcsecx  y ,      a  <  0 


V^-^ 


Vi  —  a;»  ~  1 


da;  I 

=  arcsecx  =  arccos  — 


a;Va;«  —  1 


a; 


17)  /*  <^^  _        Vc? 
J   x^Va  -j-  bx^  ax 

18)  r  ^^  =  _    Vo b_    r    dx 

J   a;»Va-f  bx^  2ax^        2a  J   xVa 

19)  r ^^  =  ^^  -i_  4.  „iL Wg, 

20)  jT        /^  / 1       I      36    \  w         36»     /^    da; 


'^w  V^ 


d;c 


X 


X 


-f-  ft«»        aVa 

22)    /"      ^^'^  -     ::= L_ 

«/    Vo  +  6x»  bVca 

>/    Va+Tx»  bVa  ^  b  J    ]/ 

J  VT^TP      \b  ^  b^Jya, 
251   f  -JtiJL^  ~(^A.  ?«£\  J i^   r  ^^ 

v/   Va  +  bx*       \2b'^  'i'b^)y&       26«  J    y^ 
26)    r      ^*<^^        _  /£i  _  4oa;*  _  8 a'\    1 


^^  irrationale  Integrale. 

J   xya  +  b X**        aVca        a  J    xVa 

28)  Z' -^if_,  =  f_  ^  _  2A£\  _L 
J    x*Va-{-bx*        \      ax  a*  J  ]/a 

29)  r         *^^  ~  ( \ 1L\  J IL  CAE- 

J    x*Va-\-bx^*       \      2aa;»        2ay  \/a       2a»J  xVa 

30)  f i£=.  =  ("_  .^- + -iL  _(_  ^*!f  \  _L 

31)  r         dx  / 1        ■       5fe      I    15  6»\     1 

J    «»Vo  4-  bx^        \      4o«*  "^  8o«a;»  "•"  So'^  V^ 

,156»    r    dx 
'^    a»    J    xVa 

32)  /" -^£=,  =  l'Mf!    .   £\  _!_ 
a;<2a;  1 


"'/w 


fi> 


Va  +  fta;«  36«  Vo 

34)     f      ^^'^^ 

i/    Va  +  6x«        3aG)V<a 

■^  J    Va  +  6a;»*  ~  V      b        uO  äV 

36)     /"      /^  M         6x»\     1  l      r  dx 

J    xVa  -\-  bxi         \3a  ^   a«  ^  0,^0  ^  a«  J    „y, 

37J     /"  <^'g  _  _        1         _  1*   /*  da; 

</    at'V«  4"  6a;»  axaVio         «  «/     Vra» 

38)     r       /^ L^_5^/*_^ 

J    a;»Vo-f  6x«  2oa;»oV<»        2oJ    c\ 

/  xdxVa  4-  ft^'  = 


a 


X 


v^ 


40) 


41)  f  x^dxV^Sr+bi*  =  ^^^-^^f  dxVo 
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42:    ^ 


43 


44 


^5 
46 

'     48 
49 


50 


51 


52 


53 


54 


/  x^dx  Va  -f-  6a5'  =  i  — r 5 r- 1  öUcj 

7       "^^y^-r^-^        \ji       3&ft«  ^  1056V 

y  ^  ya  +  bx^  =V(o-^a   r 


dx 
x^to 


/dx  ,/ — I    ,    ,  aVo 

/'<*a;  ,/ — I    .    .  aVe>    ,    bVa        6»     Z'  dx 

f  xdxV^rfbP  =  ^ 

a;*aa: Va  4-  bx^  =  l  — t i ;-  i  w*  Va> 


55} 


168  Irrationale  Integrale. 

,_,     C  dx  ., — i-i— ,j  »»Vo    ,    4  6    C  ,    ,/  , 


'  J     x'»  '  V      4aa;*        8a* x*/ 

62)     C  xdxVa  +  hx*^  =  ^ 


'I/o 


6 


63)  /^ic»dxVM^l^  =  ^^^-^/dxVa,» 

64)  fx^dxV^+U*"  =  {f^-  ||i)  «'V« 
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§.81. 


Sei    ax  +  bx^  =  co. 


1)    C  ^^  =  —       2(a  +  2hx) 

J    Vax  -f  tj?«"  "~        (n  —  2)a«  V/ö«-^ 

4fn  —  3)6    /"     rfa? 
(n  —  2)a^  J    \/^«-2 

o/  fe(w  -f-  n  +  1) 

~  b     m  +  n+lj  Ku#a^ 


Vax  4-  fex»"  ,  1  V(ö»»+a 


/p«  ^ 


a(m-^-l) 


4(n  +  l)o  J 
Diese  Integrale  fuhren  auf 

oder  auf 

a,    r         ^^  1  •    2Äa;  —  a 

J    Vax  —  bx^        Vb  a 

7)    r       ^x^^^       _  _  af^^V2rx  —  a;^ 
»/    V2ra;  —  a;» "" 


m 


-i~  ^  (2n.  -  1)  f -^^^M. 

J    V2rx  — c 


tn 


x^ 
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«>/ 


dx  y2rx  —  x^ 


x'^V2rx  —  X*  mar~-i 


f  p  dx 

"^  m  ^   ^"^    ^  J    sf^^]/2rx  —  x^ 


9)  fx^V2vr=^^dx  =  -  ^^]^^;V ''' 


10)/ 


.(2m +1)  f  ^i}/2rx^xUx 
—  y2rx  —  a;*da?  =  t^'^ ;^ 


-.      /*        a;da;        Vj»        _a^    /"  da? 

Vax  +  Ja;«  ^  V2T  -  ns;  ^^'^  +  8P7    V^ 

/*       a;»da;        _  /  x»  _  5aa;    .    5a»\  w    _  5  a»    /*  d£ 
^-  J    Vax-{-bx*~\^ff       126»  +  8J»y  ^^^       166»y    Vc 

r       x*dx        _  /x^  _  7ax«    .    35a«a:  _  35a'\  w 
^   7    Vax  +  bx^  ~  \46        24F  +  "96P"~  646* >>  ^"^ 

,     35  o«     /'dx 
"^128ft«y    Vo 

Z'       x'dx  /x*        9ax»        21a»x«        21a»x 

^  J    Vax  -f  Ax»  ~^  \56  ~  406»  +    806«  646« 

.     63a«\  w     _  63  g»    f  dx 
"^  U8b0  256 6» 7    V^ 

dx  2V<» 


16)     f  — , 

J    xVax4-6x«  «^ 

W    x«Vax  +  6x»       V      3ax»^3a»xy 

,„>.      /"  da;  _/ 1 L  __1L- _  _1*L\  o  V 

''  7    x3Vax  +  6x'~  V      öax»"!"  löa'x»       15aSx; '''''' 
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66  86« 


19)     f  ^^  ( L_^ 

^  3ba^xJ 


86  1662 


^6^__128  6/_X     ^ 
^315a*a;>       315  a^x/     '^ 


dx  _  _  2(26a;  +  a) 


x-\-bx^  a»V< 


'■Vv^ 


ardx  ,      2x 

8  =  -j- 


+  6a:»  6Vfij 

23)    /"      a;'rfx        ^    2a;      ,1     /•  drc 

7   Vaa;+6^"~  ~  61/©  "^"6  y    y^ 

J   Vax-{-bx^  ~V6   ^     b^  JVa,        2b^  J    Vß, 

2)1     r      ar^rfa;        _  /x»       5aa;»       15a«a;\    1 ,U>a^rd^ 

"'    J   yaa;  +  6x2'~\2  6        46»  46^  J^/a^'^  Sb^J  Vc 

20)    r     ^'^^-^         /£^        Tag»    ,    35a»a;»    ,    35rt»x\  _1_ 

y   Vax  +  6a;«'  ~  V3l  "  126^  +    246»    +  "öTtT;  yT; 

35 «3    />  d.2; 

07 


_^  35  a3     /> 
■"  166*7 


2yj     p  dx  2  40    r   dx 

J  TVoT+TP'  ~  ~  SaxVa  ""  3a  7    Vc^ 
2S)    r  ^^  ={ ! ■      26  \   2      ■  86«    /-  f/r 

09,     r  ^^  ^  / 1_    ,        H6      _  J66«  \  J_ 

7   x» Vax  +  6a;«*        \      7ax3"^35a«x«        35a8;^/  Vw 

^  64  6^    r  dj^ 
""  35ttV     Vö3 

30     r  d!a;  _  /  1        ,       106 166«_ 

^  7   a;*  Vaa;  +  6x«*  ~  \      9ax*  "*"  63a«x3        63a^x« 

.      32  6'^  \    2  128  6*    /»  _d^ 

^"  63a*ar/  Va>         63  a*  7    y^a 


'^^  Binomiache  Integrale. 

31)  r ^^  =  ( L_  _i_       ^^       _      406' 

J    x^Vax  -\-bx*        \      lloa;5    '    33a*a:*        231a»a:» 

,   _64j»  1286«  V    2 5126»    r    dx 

'^2Ua*x*       231  aixjya        231^* J    y~; 

32)  /*    ,      ^^         „        {        2  16j\26^4-_« 
J    yaa;  +  6a;s         \      3e>~3a»/     „»yg, 

33)  f   ^^^         ^  l      l        _  4(26a;  +  a)l       2 

J    Vaa;  +  Ja;*         \a -j- bx  o»         J  3a  I/o 

34)  /•    ^   ^'^^      ^--/      ^         I    2^N^_ 
J    Vax+bx'        \a-j-bx~   <*  J  SaVa 


'"fra 


x^dx  2x^ 


x-\-bx^         SawVo 
dx 


Vi 


36)  f       /"^  .  -  ^  Qj    r 

37)  jT  ^^  ^  / 1_  26   \ 

J    x^Vax-j-bx^         \      7ax^  '^  7  a^x) 

,    166«    r  dx 
"*     7  a«  y    \/g,5 

38)  r  ^^  ^_( L.    I    _!*___  _8*i.\     2 

J    x^Vax-^-bx^         \      dax^'^    2la^x^       2la^xJ 


aVca 

dx 
Vc5 


64  &3    /» 
21a»J 


7a3 


yd:c\/i 


32  6'   '  —  •'^ 
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X 


43)   /...V^^T^«  =(--!-  + -- 

6ib*J     ^     ^  I28b*j  * 


33  a'ic« 


33asa:    ,     llo*\     w  33a*     /*  ^    i/ 


2806» 

CD 


^i^.    r^^\j rT~:         2VcD  s  .   r  dx 


dx  y/ ,    ,    ,  2cdV 


17,   f^}/ax  +  hx^=.- 


O) 


öax^ 


50) 


/.».vi^+67.'=(^-|^y-»i^v. 


,     3o«     r  dx 
"^  1286*7    V^w 


51)  f  xdxVax  +  bx^'  =^^  -  ^  f  dxVio^ 

54»     /    x*dxVax -h  bx^  =(-— U 

^;  j    a^-w^vu^ -r  «'•«^  ygj         112&*  ^ 


33a»a; 

448  63 
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55)  /  x^dx  Vax  -\-  ox^   =  (  —5 = ? — 

143a3ic 


56 


57 


58 


59 


60 


61 


62 


63 


64 


65 


66 


67 


X    ,  143 a*\  ,w     143 as  C  a    M   ^ 
2688  J*  ^  3840  6V         1536  6*  J     *^ 

—  Vax  -\-bx^   =  — ^ '"■2  7  ^^^® 

r  J3    1/ ,    ,    j,        /ö>'        5a3G)    ,     15a*\  26a;  +  ai/ 

5 a^  i     n  dx 

I  xdxVax  -f-  6a;*    =—7-1 öT  /  ^^^*^* 

J    -^  "-^y^-^-r  "-^  \ßb        1446*        224ftV 


CD' 


CO 


o 


,    5  g-^    /^  dx 
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§.  82. 


Sei    ax^  -f-  bx''-^^  =  co. 


a^^^caP  pnb  C      ^  ^         .  -» 


(m-\-p%-\-np-\-\)h      {m-\-px-\-np-]-\)hJ 


{m  -{-p x-{-np-\-l)^^ m -\-p x-\-np-\- 


,  pna  r      .  ,  , 

m  +  üx  +  wp+U 


'^I-a 


!x^  dx 


~^  {p  —  ljn6caP-i"'        (jp—  l)w6       7      c»^-^ 

^jpm-x— n+i  ^,,1  —  px  —  n-|-lja   Ca^^^  , 

(m — j>x  —  n2>-f~l)**»^*~*      (w—^x  —  np-\-l)l)J     (op 

(p  —  IjnaoP-^  (p  —  l)na  J    o^"*^ 


3)  r(«^  +  ft^^")^^^ 

G^  pna  r 

(fw — px — ni>— lja?"*~*      (m—px  —  np  —  \)J 

lö^—*  (m  —  n  —  px  —  np — 1)  Cdx 

(w — px — \)ax^^*-'^  {m — px — \)a       J    x^ 


dx&P-^ 


4)  r ii 


1  (m  —  n-^px-^np—  l)h 


dx 


I 


X^—^  (qP 


(p  —  l)nax«+*-i  oi»-*  '  (i>  —  Ij 


,  tn  — n-J-px  +  w/)  — 1  /*       rf.r 
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■t 

dx 


'^  fva 


1 .px-\~np — n  —  1    r     dx 

(p— l)naa?*-*oy-*"'        (j)— Ijna      J   x^iAfi^^ 

6)     /  dic(aic*+6a;«+~)p 


xaP 


1   '  pxr+np+lj 


px-^np-{-l      piCr-\-np-^ 


§.  83. 


Sei    t4  =  a  +  6a?,    t;  =  a-|-/3a;,     J  ^^  aß  —  6a, 
80  wird: 

J      Vti  (2m+2nH-l)/3 


da; 


•    (2m  +  2w+  1)/» 
'^  J   w«l/w  (2n"-l)^   u»»    "^  (2n~l)^ 

_        (2n  —  1)^  /*  u*~' 

(2m-  2n-  Ij/^jJ   i)^ 

1         tt--»  w     ;    (2n  —  l)ß 


(w  —  1)/J  t;~-^        ^ 2 (w  —  1) /J 


n-1 

dx 


Pof^omigche  Integrale.  17^ 


4)     r      ^^      —  2  Vu       ,    (2m  +  2n  —  3)/3 

0/    tt*t;«  Vw  ~~  (2n  —  1)^  '  t7"-iw*  "^        (2n  —  1)-J 

/da? 

J    Vm  (2tn+l)ft  (2w+l)feJ     Vu 

7)     C       ^      dx=  ^  ^^        (2m-3)ft 


§.  84. 


Sei    a  +  6a:  +  car»  =  o. 

Es  ist 

da:  1      ,      6  +  2ca:  +  2Vc 


ax^ I      , 


(0 


Va  -j-bx  +  cx^       2Vc  fe  +  2ca:  — 2Vcfi> 

for  c>  0 

1  .    —  (6-f-2ca:) 

—  arcstn                       ^ 


Tür  c  <  O 

j.     /* xdx  ]/ö> 6_    r  dx 

J    Ya-^-bx-^-  cx^  ~    c  '^cjy^ 

2      r  x'^dx  —  (  ^       ^  ^\r/      I  /36^ ?l\  ri^ 

^  J   ya  +  bx  +  cx^~\^c      ^.c^r'^^Kfic^     "^cjjy^ 

y   Va  +  6a:  +  ca;«~\3c        12^  +  8^3""  ä^yVc' 

-_  /^A^  --  3a6\    r££, 
V16e8         4c2/J    V® 
r  ^^^  —  f^  _  Tfea:«    ,       r35fc»  _  3a^] 

^  y    Va  +  6a:  4-  cx^  ~  i^^        24c«  +  ^  Ußc^        8 c»J  "" 


64c*  "^  48c»  1  ^^^  "^  \128c*         16c»    "•"  8cv7   I/o 

Lask»,    Butthem.  FormelntMDiiüttng.  12 
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r  x^ d X  x^ ]/o  ^^  f  ^^^^ 

^  J   Ya  +  hx  +  cx^~     öc  hcj     y« 

96     rx^dx 
^WcJ 


V 


dx  1    ,     2a4-6a:+2Val/ö 


6)     f ,       ^^  ==-.-LyQq--  '  --  '  -'-'^''-  ''^  a>l 

^  J     rrVa  +  6ar  +  ca:«  Va  « 


l             ,          2a  +  bx         ^. 
arctgn       . -7—,  a<Cl 


(2  a: 


u/    x^Ya  -^bx  -\-  cx^  a^        ^öt«^'    rc]/c» 

/* d^ /  1        ,      3fe  \  w 

^  7   a;3l/a  +  6a?  +  Cic»  "  \      2aa;»  +  4a«a;>)  ^^^^ 

"•    V8a'        2a/t/    a;|/< 

9)     r  ^^  -[ ^      I      ^^ 

^^   7    iP4]/o  +  6rc  +  cic«        1       3aaj3  "T  ^2a«a;« 

LsaS      3a«Ja^i*'^^      \16a3      4ay J  xY 

10)    T— =i£_  =  l L-4._I1- 

V96a3        8  a«/ a:«  "•    \64 a^         48a3/ a;j  ^ 


dx 


€0 


/35  6^   _  156^0    ,    3£2\    /*  da; 
'^128«*         16  a3  '^  bayj  xY^ 


Sei    4ac  —  6«  =  X. 


/>  da;  _  2(2ca;  +  6) 

0/    l/a  +  *a;  +  ^^'  ^V^ 

r  xdx 2(2a  +  fta;) 

J    y  a  -\-hx  -\-  cx'^  x]/g) 

/'  x'^dx  (4ac— 26«)a;  — 2a6  .    1    /"da: 

^  y   Ya  +  bx-^-cx^"  ~  c%Y^  ^J  V® 
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,      r  x^dx  x^         2a    rxdx      36    r x^dx 

r  x^dx  /x^        bbx^\    1  bah^  rxdx 

,   /15&«  __  3a\    rx^dx 
+  V8c*^       2c/y    yß,3 


.T^rfa; 


€»• 


_l /15a&«  _  San    /»£d£  _^  /35fe8  _  15a7A    /^.t2( 

ye»         \12c3         3cVo/   Va)5        Vl6cs  4c»  yj    y 

jy       r  dx  _      1 fe^    /^  da?    .    1    /^  da: 

J     xVa  +  ftar  +  oa;«'""  al/a>       2a  J   y©»  "^  aj   ^^rVc 

J    x^ya-j-bx-\-€X^^        \      «^        2aVyc 

"^Ua»        «yj  Vcö3        2aV   W^ 

19)     jT  ^^  ^/ ^       I      5ft 

J    x^ya'-\-bx-\-  cx^       \      2ax^  ~  ^a^x 


a 


15  6»  _  3c\  J /1568  _  136c\    /*  da; 

"•"  8a3         2aVyG,        Vl6a»         ^a'  )  J   y^^ 

+  V8«*         2aVy  a;Va> 

20)  r ^^      3^p,i_+„^i, 

7    ar^Va  +  6ar  +  ca:»         \      3 aa:»  ^  12a2a:2 

\24a5        3a2ja;        Vl6a*        ~^^) J   ]/& 
356*        11562c    .    8c2\    /»  da: 


,    /35 b^  _  115  62c        8c2\    /» 
"^^320*  24aa    "*"  Soä/J    y^a 

_  /35  63  ^  156c\    /"    da; 
Vl6a*  4a3;7   ^ 


2,       /* dx l 96    r    dx 

J    x'^Va  +  6a:  -f-  cx^  iax^YiD       SaJ  x^Yo^ 

fy  c    r    dx 

12* 


loO  Trinomische  Integrale. 

22)     /'  ^^  ^f    1      .     8c)2(2ca;  +  6) 

J    ya  +  bx-\-  ex*'        \3>tffl  "t"  3  x«J         yc> 

a;rf£ 1  h     r  dx 

X  4-  cx*^  ~       3cra]/o>        '^cj    y<oi 

ya-\-hx  +  cx*'        \      2c^l2cVa)V(o 


j  Vä 


23)     ,      , 

J    Vo  +  *^  + 


dx 


^''/v: 


x^dx 


y  a  -\-hx  -\-  c 


_   _/     ^^       hx         h^        2a\      1 

+  V16C-        4cV7   yo)-. 

gßN      r  ^^  ^  /    1       ,    j_\_l 6_    /"_^ 

J     xya-\-hX'Ycx'^        V3afij"^aVj/cö        'lo,jy^% 

27)  r  ^^  _  1  56    r   dx 
J    x^Ya  -{-  bx  -{-  cx^             axcnYo       2a  J    arl/o^ 

^    r  dx 

28)  /^  __££=_   =f ^       I       "^M      ^ 

J    a;»ya  +  6a;  +  ca;«'        1      2aa;3  "^  4a«a;J  oj/c 

.    /35  6»        5c\    /^    da?      .    76g    /*  da: 
+  V"8^  ~  2a;  J  a;V^*  "*"     a    J    y^ 


(2ca;  +  6)]/o  .  4ar  — 6»  rdx 


29)  I   da^l/a  -J^bx  -\-  cx^  = 

30)  J  xdxYa^bx+cx^  =  -|^  -  ^  /*da:y 

31)  /  ^^da:Va  +  6a;  +  c:f«  =  (Ä  ""  Ä)  ^^^ 


4c 
(dY(d         6 


7 


/ 


G) 


56 
24  c 

5  6» 


+m-  i"  )/<''V» 


j 
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7oft» 


64c*  "•"  240c8j  ®  K  ^  "T  Vi28c*         löc^ 

14  Co/ 


G) 


o^v    r^^-x/ TT — I — r  V^    .    h    r  dx    .       r  dx 

37,  /$V.  +  »»  +  -=  -  G4i+  i4l)V» 


_  /^  _  c^\    r  da 

38)  /'^V„  +  6^  +  ,^,=  _jV^  +  f_*_4.    *LW 

,    /  &s     _  6c\    r  da 

39)  f  ^  V^+T^+T^  _  f_      1      4-      5_^    \    y 
J     a;*  '^       '  '  \       4aa;*        24a2ic3/ 


CO 


CO 

dx 

C9 


__  f/5  6a c_ 


IV32  a^        8  a)  x^'  "*"  \64  a»        IG  ««^  ^  p  ^ 
I  5ft*     _  Zb^c    ,    ^1    /» jfZx 
Il28a3        16a2  +  8aj7  a^Vi 


C} 


m  f    dxVa  +  6x  +  ca;»'=.(^  +  ^)(2oz  +  J)V 


,      3xg     r  dx 


V 


(9 
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41)  /  xdxya  -|-  6a;  4-  <?^*  =    tT T"  /  ^^V^* 

42)  J  xHxya^hx-^rCX^  =  (Ä  "  W^  '"*^"' 

^  \24c«        6c/J  "^ 

43)  / xHxya^hx^cx'  =  (^  _  ^  + 


3  6» 


28  c»    '    40  c' 


35cV       ^         \16c»      4cVJ    »•^l'" 
44)  y  ^dxya  +  Jx  +  cx^  =  {-  -  j^2^  +  (^^g- 

a   \  336»     ,    93a6  1      ./ 


,    (336*        9rt6»    ,      «M    /•,    1/   , 
+  1256^*  -  ^27i-  +  16?) y  '^^V«" 

45)  J xHxya^hx-\-cx^  =  ^^^  -  i|/a;»d^V«^ 


/^_^V^T^^T7^»^  =  (f+a)Va,  +  «»/^ 


X    0.0    r  ax    .    b    r  ,    ^, 
._.      r^^y/ i — 5 i ;?  Gj^Voj    ,    36    fdXy/    . 

47)  y  -1/^+6:^+7^  =  __^4-_y  -v«,» 

^«)/SVa  +  6.  +  c.»'  =  (-^-^).»Va, 
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49)    f^Va  +  hx  +  cx*  =[ L_4-_A_ 

^  \24a>       Zayx]       ^  Vl6a>       iay  J    x    ^ 

b*e        8  c« 


(e^-ä^)/''^!/'" 


'  J     X*  '  '  l      4aa;*  ^  8a«a:3 


V32 o>  ^  8  aV  a;*        \64a«        16 a'/  a;  |       '^ 

.    /  3t<    _  3&«c    ,    3c*\    /-dx  w  , 
"'"\128o<        16o>'^8a»y'y    x    '^'^ 

52)  y  a;rfa;Va  +  6a;  +  c:r«*  =  ^^  -  l.fdx]/o!,i 

53)  f  x^dx]/a-\-hx-^cx^'  =  (^  -  y^,)  <»' V 


9  6» 


+ {IB  -  Ä)/^^v- 


54)  J   x^dxVa  +  hx+cx^  ==  (^_  _  __  +  _ 


&« 


224  c» 


63  cV      *^  \64c»       16cV7  "•*»^"' 


55)    y^Va  +  6x4-c«^''  =  (f  4-^  +  a')V«> 

• 


,      ^   r   dx      ,    tt»«;    /»da;    ,    ab    /'       ,/ 

+AydxVß,> 
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tio\     r^^\f — TT i ;**  o^VoJ    ,    5  6    rdxyt 


X     ' 

6c 


~\8a«   ~  2a) J     x^       ~  2a^J         ^ 


§.  85. 


Sei    u  =  a'\-hx-\-cx\    v  =  a  '\-  ßx^ 


^  =  a/3«  —  6/3«  +  ca»,     B  =  bß  —  2ca. 

V   t;-l/ti  "^^  -  ~  (m  -  1)^  ü— 1  ^"^  2(m^l)Ä 

/u^        ,         (m  —  2  n  —  2)  c 


(m 


_1 :5^i/         (2n  — 1)^ 

—  2  n) /3 1;"»-^  *^^^      (tw  —  2  n) ß'^ 
r  ti»-^    ,  (2n— l)g 

J   v-^yu    ^      2{m-2n)ß^ 

/    T7~"^ 

—  _         1  u"~^  w     ,   (2n—  1)^ 

—  ~  (wi  _  1)  /3  i-»«-i  l^^*  +  2  (m  —  1)  /3* 

7   v-^^yu       ^{m-\)ß^ 


rn-l 


rj-dx 
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dx  ß  Yu  (2w  +  2n  — 3)i? 


2)     r       ^^      = £ 


Yu  (w  —  l)-4  t;«~iti"  2(w  —  1)  J. 

/da; (m-^  2n  —  2)c 
„m-i^^ny^  ""        (m  —  l)Ä 

/dx 
_  ß |/u B_    r        dx 

~  (2n   —    1)Ä  V^-^  M*   '^    2AJ     |;m-l  ^H  |/^j 

(m  +  2n  —  2)/3»    /^        dj; 
(2n  —  1)^      J    t;«ti»»-il/tt 


+ 


Ist  -4  =  0,  so  wird 


2/J 


Vw 

(2m  +  2n  —  1)2?  t;"»ti~ 

2  (w  -f  2  w  —  1)  c 


_^  2(ni  -f  2w  —  l)c    A*        dx 

""  (2w-f  2«   —    IJJBJ     ym-le^nVa 


(2m  4-  1)5 


/   V^^Y^dx  —    ,     "7   ^,^       /  i;«»-al/udj; 
J  '  (m  +  2j  c  »y  "^ 

'  J    ~^  ^''~~  {m-l)A  v«-»        2(».  -  1)äJ    «— ' 


_  (w  —  4)  c    /•  l/w    , 


,m — 1 


/»  t?*»    ,  Ä  ,1/  (2m—  1)2J    Z'i;"*-^  , 


ß 


7.  r^-i^^ ^ 


1)4  V 


Yu  __  (2  m 
'  ""  2(m 


m— 1 


-■  3)Jg    r      dx 


(m  —  2)c     /*      dx 
""  (m  —  1)47   ^if^-^YÜ 


Ist  -4  =  0,  so  wird: 


/*     dx 2ß  Vu  _  2 f m  —  1 ) c     /*      dx 

^  J    v^Yu~       (2w-l)Ät;— 1       (2m-  l)i^7   i?«-iVti 


186 


Polynomische  Integrale. 


J    (« 


§.  86. 

Integrale  von  der  Form 

dx 


-{-ßx-^-  yx^-\ )  ]/a-{-bx  -^  cx^ 


"  "'=/5 


dx 


(x  +  p)ya-\-2bx  -\-  cx^ 
m^  =  a  ^  2bp  -\-  cp^,    n  =  2 ftp  —  a  —  Cj)», 


I.    a  +  cp^>2bp,    J=-lto^i^^  +  ^^^  +  ^^^  +  ^ 


+ 


IL    a-\-cp'<2bp,   j=larcsm<*-''-P)^^+P>  +  '"* 


m 


(a;  -f- jj)  Yb^  —  ac 


III.    a  +  ci,«  =  26|,,    J-=-V^"  +  ^^f  +  "^' 

2)  r ^ = 


1  1  -\-  X 

arc  sin  — — i — -»    j>*  >  1 


'>/ 


da; 


(x+p)yx^—i 


=  arc  cos  — ^^^— ,   p'  <C  1 


Vi-p 


«  +  JP 


'<^ —         „  I '^ .i»*>l 


Vi>»-i 


x+l) 


4)  r % 


{x±p)'\/\-\-x^ 


1        j     a;±p-Vl+a;»+Vl+i,* 


Vl+i)»    ^a:+i>  — j/l+aj«  — Vl-fiJ» 
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5)     f  «^^ 

J    {x—p)]/\—x* 


1  1     ""*    ü  ilC 

J    (x— j))l/a;2— 1 

1  1  —  »px 

— arccos ±-— ,    p*<Cl 


,1>'<1 


Vl~j)2  a;  — i' 


1  ,      1  —  ü  JJ-f  T/«2  __  1 1/^3  __  1 

?0^  ^      ^  *^^ ^^ ,J|>2  >  1 


y^)«  —  1    ^  X  —  j) 


7)     r ^^  -        V^ 


—  a? 


+  x 


'  J    (x  —  l)Vl  -  X«  "^  1  +  a; 

9)    Z' dx  1/^— 1 

J    {x  +  l)]/x^  -  1        "^  a;+  1 


10)  /" ^^  1 A  +  ^ 

J    (x  —  l)Va;»  -  1  »^  a;  —  1 

11)  f ^^  =:  _  __L?ö,,  1  -  a;  +  V/2(rT"^) 

J    (1  -|-a:)VH-a;='  2]/2     "^  1  —  a;  -  1/2(1  +  x'^j 

12;     r dx         .     _  X     f,/+^-V-^O^M!) 

o/    (l_x)Vl+a;»  2^2     ^l+x  +  V2(l+a;») 

Um  das  Integral 

13)  r ^-^ 

J    (a  +  /3a;  +  ya;^ -j )ya  +  26a?  +  c^c« 

zu  bestimmen,  zerlege  man 

_l 

a  -\-  ßx  -^  yxi  -f-  •  •  • 

in  Partialbrüche  und  bediene  sich  der  vorhergehenden  oder  der 
nachfolgenden  Integrale. 


1 
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14)   Sei      Va  —  cj)^  —  2bpi  =  a-}-  ßi 


h  —  cpi  i=z  1/—  1 


]/a  —  cp^  —  2bpi 


—  pVa -\- 2bx  4- cx^  —  ap -l- ßx  ,    « 

a;a  _(-  ^a  '              ^         -f  > 

80  wird 

/dx    .                       — a4-/5*7      I  /           I    •   •       ,) 


.5,/ 


dx 


(x^  -j-  p^)Va  -\-  2bx  -{-  cx^ 

=  —  06«  +  /^«  {/^y +  «?<>yp}i  i>*>i 


/da; 
7/ 
(a;2  —  2>2)  y  1  —  X 


%  ^-'^^ — ,  .        '^     — ^,    p^  <  1 


/>]/!  —  i)2  ]/x^  —  i>2 


l                 .    2pxyp^~^yi  —  x-^      ,^  , 
arcstn  -^ — ^  ^,  ,  i>^>>l 


17)     f ?^^__= 


da; 


— T-r--==  arc  cos —~ — ^  '  ■  ^.  ^ — rr— ,  1>^<1 
1  ,     xyx^  —  1  --i>Va;»  —  1      ,^, 


18)  r ^ 


+  aj» 


1        yp„(^-Vi+^'>-(j>-ViT7»> 


Polynomische  Integrale.  189 


,n       r                dx  1  ^      p]/\  —  X^ 

19)     /   , ,  =    , ,  arctgn  ^ l ,         - 

J    {x-^  +  jp«)  Vi  —  x^       i>Vl  +  i?»  a;y  1  +  j)« 

dx 


20) 


/ 


(ar«  +i>»)V'x«  —  1 


1  ;     a:VV-M-l>Va'*-l 


21)/ 


dx 


(a;2  _|_  2,j)  yi  J^  x^ 


1  .  l>Vl  ^J>2 

arctgn ^-^^ /.  ■ ,    j)^  <  1 


i^Vl— 1>>  i)«  +  a:2  — fl^Vl+^' 


1      ^^|x-vi+j;t+{p-v^^i}»  ,^^ 


2j»Vl>»— 1        {«— Vl4-a;»}»4-{j)+ViJ*  — l) 
22N     /  a;da;  _  1         ,_  Vl+i>»  + Vi  — r» 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


xdx 1        j 

(x*+j)»)Vi— 35»  ~  2vr+5»  ^  vh^ — Vi— x» 

/«da;  1  ^  Va?*—  1 
,  /  =  , , arctgn  ,,  —  — 
(X*  ■+-  p»)  Vx*  —  1       1/14-««  Vl-4-i>» 

fö 

/x 
(1  +  «»] 

/ 


(a:2  +1)«)  Vre«  —  1        yi'+p^  V'l+i>^ 

da?  X 

(1  +  a:»)  yr+T«  ~'  yi  +  a?« 

a;d^  1 


(1  +x»)yi  +a;«  yi  —  a;» 

dfwC  X 


(X«  —  l)ya:»  —  1  Yx^  —  1 

/da?  X 

(x^  —  l)yi  —  a:«  ~  ""  yi  —  a;a 

/* da; 1_  ,     j;y 2  —  Yx'^  —  1 

J  (x^  +  i)y5mi  ~     y2  ^^     y^^"^-  i 
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§.  87. 

Trigonometrische  Integrale. 

1)  I  FR{sinx^cosx)dx, 

betze    tgn  ~  =  ^er,  also  stn  x  ^=  - — ; — r,    cos  x  =  - — ; — -, 
^2  '  1  -(-  jer*'  1  -|-  ^' 

,  2djg  2  z  \  —  e^ 

^.      rsinxFR(sin^x)j      .  .  ^  .         r        FR(s)de 

2)  /    ^,  ^         ^ dx,  (stn^x  =  g)=  I  -— ^ 

J     Vi  —x^sin^x  J  2]/(l— ^)(1— x2j?) 

Dieselbe  Substitution  giebt: 
.      rcosxFR(€os^x)  ,     _    rFR{\  —  z)dß 
J    Vi  —  ^^sin^x     ^~J   2 Vi 


2r(l  —  x^z) 


—  z)y  i  —  yCB 
5)   Sei  a  <  6  und  a  =  bcosa,  so  folgt: 


/ 


/ 
/ 


dir         1       ,      cos\(a  —  x) 


a  -{-  bcosx       b sin a     ^  cos |(a  -[-  x) 

* 

da:         1       7      si^K^  —  ^) 


a  —  bcosx       bsina    ^  $in^{oc  -f-  ^) 
Sei  6  <;  a,    6  =  a  cos  /3, 

dx  2 


f 
f 


a  -bcosx  =  T^ß  ""^^  \cot9W9n\x\ 

dx 


^.      r     cosxdx .    X  ^  a_   r I 

^  J    a  +  b  cos  X       -^  b  '^  b  J   a  + 

^.     r       dx  .      X 

0  J    i    .    =  ^9^  ö- 

/ 


bcosx 


-f-  cosx 


dx  ^      X 

r=  —  COf flfn  — 

1  —  cosx        '        ^    2 
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8)  Ist  a  >  6  und  b  =  a  sin  a,  so  wird 
Ist    6  >  a,    a  '=  b  sin  a,    so  wird 


dx         1     ^_  sin\{x  +  «) 


=  'z:rz^^ 


a  -)-  6 stno?       cos  a    ^  cos\{x  —  a) 

dx         _^     1     ,     sin  |(o6  —  g?) 

a  —  bsinx  cos»    ^  cosJ(a-(-^) 


9)  Sei    a  <C  6>    6  cos  a  =  a, 


dir  1         ,     sin(a  —  x) 

^  ^09 -ZT 


'»'/(? 


/ 
/ 

-\- ßcosx     ,     aß  —  6a        sinar 

-^bcosx)^  a»  —  6»    a-|-6cosrc 


a^  —  i« cos* a;        2  ab  sin a  ^  sin («  -f~  ^) 

6  <;  a,     b  =  acosß^ 

dx  1  _^      ^flfna: 

—  arctgn 


a*  —  b'^cos^x       a^sinß  sinß 


+    a«  —  fta  J    ^Tn 


o; 


-f-  bcosx 
dx  csinx 


\    11)  (n  —  1)0  —  c«)   /   TT-i w  —  -  /,     1  w  , 

I       ^  ^  ''^  '^  J    (1  -|-  ccosx)^  (1  +  ccos^r)»»-* 

4.  (2n  -  3)  f—-l^^-—  -  0,-2)  /"  ^^ 


sin^xdx          VoA-b        ^      Vatgnx        x 
— — j — --  =  t — --j —  arctgn  1 , — ~- -r 


{l -\- c  cos  x)"*-^ 

ii      r X  -^  sinx  j  .      X 

14)    /    - — dx  ^=  X  tgn  -^ 

J    l  -{-  cosx  ^2 

15j  Ist  a«  <  6«  -f-  6«,  80  ist: 

y  /»    d^ 1 


log 


X 


Vi*  +  c»  —  o«  4-  c  —  (Ä  —  a)tflrn  - 
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Ist  a2  =  62  +  c2, 


X 


Ist    a«  >  6»  +  c«, 


«7"=     .  arctgn 


Ya^  ^  b^  ^  c^  Va«  —  6«  —  c« 

Ist    a  =  b^ 

+  (—. ccos<p)  I  -. r^ , 

wenn 

b  =  tgn  <p    und    x  -\-'  (p  =  y 
gesetzt  wird. 

r  dx  A sin x  C  B-\-Ocosx      , 

J    (a  -\-'  hcosx)^       {a'\-hcosxy^-'^    ■"  J  {a-^-hcosxy*-^ 

.1             b           _             a  ^       n  —  2        h 

^  =  - T  rz -z^   B= J-.    C  = 


w  —  1  6«  —  tt2'  a»  —  Z»2*  w  _  1  62  _  «3 


18)  Sei  1  4"  V—  I  tgnnx  =  m**,  so  wird: 

/(cos X  4- 1/—  1 .9«w x)  ^  1  / ;     r     du 

^ :^y    ^  dx  =  ~y-  1  /  — -— 
1/ cos  na;  J    ^  —  ^ 

19)  Sei    cosx  -(-"[/—  Isma;  ==r  jst,  so  wird: 

/cospx  -{-]/-—  Isinpx   ,     2        /*    ßP-^^dsf 

20)  Sei    cos  a;  -f-  y  — •  1  sin  a?  =  ^r,  so  wird   . 

/cospx  -f-  ]/ —  1  sinpx  ,     r  igp^^^"^  de 
sinnx  J      l  —  ^*" 

21)  Sei 

.  aa—'bß      j^ n  —  2  aß  — ab      ^ 1_^^   aß  —  ha 

so  wird: 
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/a-\-ßcosx  ^    Csinx         .     P    A-\-Bcosx  *^ 
(a  4-  fc  cos  xY  (^  +  ^  cos  xy*-^  '  J    {a-{-hcos  xy-^ 

22)  Sei 

A  =  — ^-,  B  =  aa-i-  -^  bß,  C=ba  +  -TT«^» 

w-|-l  'n-f-l  'n+l 

so  wird 

I  {a  -\-  hcosxYia  -|-  ßcosx)dx  =  i4sma;(a  ~f-  hcosxy 

+  /  (^  +  J?  cos  x)  (a  -f-  *  ^ös  xY"^  d  X 

^o.     /*       o^'\-ßcosx       j  ha  —  aß.     ,      ,    ,         . 

23)  /   —. r— T-T dx  =  —z rf  log(a  -f-  bcosx) 

■    J    Sin X (a -j- bcosx)  a^  —  b^^^^  ^ 

a  —  ß  ^  X    .    a  ~\~  ß  j       .     X 

^i       r       n^ßcosx        ,  a  ,      .      /jr    ,    x\ 

■'^V    c..x(a  +  bcosx)  ^^  =  ä  ^^  ^^  (t  +  V 

i^ciß  —  ba   r        dx 
'  a        J    a  -\-  bcosa 

25)  Das  Integral 

r dx 

J    {a  -\-  bcosx  -\-  c sin xY 

geht  darch  die  Substitution  b  =  rcosa^  c  =  rsina  in 


über. 


r dx 

J    [ci  +  r  cos  (x  —  a)J' 


§.88. 

Sinus-Integrala 


1)  /   sin(px  4-  q)dx  = cos(px  -|-  j) 

2)  fsin-'xdx  =  l,(^^)x 


,   (-1)"  y,  ,_  ,x,  /2n\  sm(2n-2 
i*"~     ,  \x/        2n  — 2x 


liAikAf   mftthem.  FonneliuMninlang.  13 


1 94  Sinus  -  iDtcgrale. 

cos(2n  +  1  —  2x)j 
2  n  +  1  —  2  X 

In  den  letzten  beiden  Formeln  ist  n  positiv  und  ganz. 

4)  /  f{sinx)dx  =    /  f4 — ,  wenn  e  =  sinx  gesetzt  wird. 

J  J     yl  —  -er« 

-.      r    '  „     7  sin'^-^xcosx    ,    w  —  1    /*    .  „  «     , 

5)  /   sin*^xax  = /   stn^^'^^xax 

J  n  n      J 

^v      r    dx    cosx  \'^^'~^f     ^^ 

^  J    sin**x  (n  —  l)sin**-^x       n  —  ij   sm***^x 

„^      r  sinmx  ,  ^    C  cosim  —  \)x  ^      ,     r  sin  (in  —  2)x  . 

1)     /    — T-- —  dx  —  2   /    — .  ^  ,         dxA-  I    — ^-- — ^—dx 

8)     /  x^^sinxdx  =  —  x^cosx  -{-  n  1  x^~^cosxdx 

=  —  x^cosx  4-  nx^^'-^sinx  —  n(n  —  1)  /  x^^-^sinxdx 

r  sin  xdx sin  x        ^.        1         C cosx  ^ 

^  J         ~ö^       ~  ""  {n  —  Ijx"-*  "•    w  -—  1 J  x""-^ 

sin  X  cos  X 


{n  —  l;  a"»-*      (n  —  1)  (w  —  2)  X 


n—2 


1 r  sin  X  , 

""(n  — l)(n  — 2)J    i^^^^ 

.      r  xdx  ,9mrp  +  (?i  —  2)a;cosrc    ,  w  —  2    /*    a:da: 

c/    *s?w"  X  (?i  —  2)  {n  —  1)  sm"-**  a:  '  «  —  \j    sin*^-^  x 

11)  «^  /  o:»" s/?2*» xdx  =z  x^~^ sm"-^ a;  {m 5m rc  —  n ^ ros x\ 

-f- w(w  —  1)  I  x""^ sin**~~^ X d X  —  m(m  —  1)  1  x^-^ sin^ x d x 

^    J      :r»»     ^  ^  ~         a:»"-!    i        (w— l)(m  — 2)        1 

/s/w**  ic  /^  sin^ — *  üT 
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,,-      r  .  .  ,  sinip  —  q)x       stn(p  +  q)x 

14)  /  stnpxstnqxdx  =     ^/ ^^ ö-r — \ — T" 

15)  /  smao;  ^n^^  stncx  aa?  = r-  — ^^ r— ; 

,  cos ( —  a  +  ft  +  c) o;  ,  cos(a-|-&-— c)a; ^ cos{a-{-b-^c)x\ 
"f       =T+HFc        '       a  +  6  — c  a  +  6  +  c      J 

/"  11 

/sin^xdx  =  ^rz:  sinAx -r  sin2x  -\-  — 
oZ                        4  o 


161 


17)    /  sin^xdx  =  -rrr  cosSx cosx 

12  4 


191 


201 


/sin^xdx  =  —  ö7^  cos5a;  4-  7^  cos 3a;  —  -^  cosa? 
80  4o  o 

/d  X  X 

smx         *^    2 


21' 


221 


231 


/dx  1      cosx     ,    1  ,     .       rr 

liii^  ^^  ""  2  •  ^iüTx  +  2  ^'^^^**  2 

/dx  l      cosx         2      . 

sin*x  3     sm^a?        3       ^ 

^,.     r  dx  1      cosa:         3    cosx     ,    3  ,     .      a; 

^*^  7  li^i^  =  -  4  •  i?^  -  8  ü;^?^  +  8  ^''^*^'*  T 

25)  /    xsinxdx  =  sinx  —  xcosx 

26)  /  ir«sma:da;  =  2xsinx  —  (x^  —  2)cosa; 

27)  /  x^sinxdx  =  (3a:'  —  6)sma;  —  (x^  —  6a:)cosa; 

28)  /  ar^smafda;  =  (4 a;8  — 24 a:)s?na:  —  (a:*— 12 a:2 -f- 24) oosa: 

29)  C  x^sinxdx  =  (bx*  —  60a;»  +  120)sma?  —  (x'^  —  20  j3 

<  +  r20.r)cösa; 

/sifi  X 
dx    vide:  Sinus -Integral. 

13* 
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o,N  /*5mar  ,               sinx    .     P cos  x  ^ 

«ftN  r^inx  .               sinx       cos x        1    Psinx.. 

oo\  /^sma:  ,               sinx       cos x    .    sinx        1    /*cosa?,_ 

33)  y  _j_da;  =  -.^-.^  +  -^--^y-^ds 

„..      P sinx  ^    sinx       cosx    ,    sinx    , 


cosa; 


24  a; 
1     rsinx 
"T"  247      i 


da: 


o; 


da?.    Nur  durch  Reihen  darstellbar. 


35)  r  ^ 

^  J    sinx 

36)  /     ■  g     da;  =  xcoigx  -f-  logsinx 

37)  T-^-  da:  =  -  ^^'^^  +  ^^^^^  4-  1   T-^  dx 
^   J    sin^x  2sin^x  "^  2  j    sinx 

«nN      r     ^      j               sma:4-2a;cosa:      2  f       .  ?       •     1 

3®^  y  «;i?^'^*  = efei 3(^co<ä,x-%sm.: 

r     a?      , sma;  ~|-  3a? cos a;  ^  3(sma:  -f"  xcosx) 

^  J   sin^x  12  sm*a:  8sm*a: 

.    ^    Cxdx 
'"  8  t/    sm  a: 


Siehe  auch  „Sinus-Gosinus-Integrale^. 


§.  89. 

Cosinus-Integrale. 


1)     /  cos  (px  -\-  q)dx  =  —  sin (px  -\-q) 


2  n\  sin(2n  —  2x)a: 
2w  — 2x 
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In  den  beiden  letzten  Formeln  ist  n  positiv  und  ganz. 

^)    Cf(cosx)dx  =  —  f  yl _  %    cosx  =  Xi 

^,     r           j          sinxcos^^'^x    ,    n  —  \    r         «     ^ 
5)    /  cos^xdx=^ 1 /  cos^-'^xdx 


?\    f    ^^    si'na; ,    n  —  2    P     dx 

J   cos*^  X       (n  —  1)  cos*""^  x~^  n  —  ij   cos*^^  x 

^  J    cos^x  ^    ^        '^m  —  X  \x/ 


/ 


^Qgm-ax-«  jj  d  jp 


8)     /  x^cosxdx  =  x^sinx  —  n  /  x^-^sinxdx 

=  af^sinx  -\-  ns^'-^cosx  —  n(n  —  1)  /  x^-^cosxdx 

Q      Ccosxdx cosx 1        r sinx  , 

^  J        1^  ""  (n  —  l)a;~-i       n  ^  \J    x""-^ 


cos  X  .  sin  X 


(n  —  1)  o;»^»    '    (n  —  1)  (n  —  2)  x»-« 


1 fcosjc^   , 

(n  —  l)(w  —  2)J   x^'^ 

-        /*     a:  (^  —  2) ^ ^'^^ ^  —  ^^^ ^    I    n  —  2    r   xdx 

J    cos^^x  (w  —  2)  (n  —  IJ  cos"-*  o?    '    n  —  1  J    cos**"^  a; 

+  n(n  —  1)  /  a::*Cös~-*xdx  —  m(m  —  1)   /  i;'»»-*cos'»xd:r 

— --da:= — r-{mcosa; 

cos"  a:  cos'*-*  x  ' 

_(n-2)a;sm^j  +  (n-2j^y^--^d,;  +  m(m-^ 

J    cos'^^x 
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C ^^^**  ^  1     cos''^^ x\{m  —  2)cosx  —  nx  cosx] 

^^^    J    1^         ""  '^^^  (^_  i)(^H  — 2) 

U)  J  cospxcosqxdx=     ^^_^^^     +     ^(ff -^  g) 

15)     /  cosaa;  Costa;  cosca:»:»;  = -7-1 — ^^ — j — =— p — ^— 

^^ sm ( —  a-\-b-\-c)x  .  sin (a  —  b-\-c)x  .  sin (a-{-b  —  c)x 
'        — a-f-t  +  ^        ^       a  — 6  +  c        '        a-f-ft  — c 


16)     /  dx  =  —  y]^  (—  1)*  cos  ^^ — ^ — -  m 


.     (2x4-  1        ,    a;] 
log 


.     |2x  +  1  X 

in  \ -r^ ^  —  77 

l     4n  2 


/l  X 

cos^xdx  =  —  sin2x  -\--^ 

/l  -3 

cos^xdx  =  Yö  smSa;  -|--j  stna; 

/l  1  3 

cos^xdx  =  ^  sin4tx  +-j  sm2a;  +  -q  ^ 

/l  5  5     . 

cos^xdx  =  ^  sm5a?  +  Tq  s^V*3a;  -[-  -3-  sinir 


^..      r   dx  1    sma;    ,    2  .  .  1    1  ^     • 

-^.      r   dx  1    sma;     ,    3   sma;    ,    3  ,     ,      /^    ■    a;\ 

2^>  J   ?3^^  =  4  cTsi:^  +  8  ^3i?7  +  8  '"^'^^  U  +  2) 
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26)  /    xcosxdx  =  cosx -}- xsinx 

27)  /  x^cosxdx  =  2xcosx  -\-  (x^  •—  2)sinx 
cosxdx  ==  (3a;2  —  ^)cosx  +  {^^  —  ^)sinx 


28;    r  x^ 

29)  C  x^ 

30)  C  x^ 


cosxdx  ^=  (4ä*  —  24: x) cos X -\- {x^  —  \2x'^-\~24)sinx 

cosxdx  =  (5a;*  —  60a;«  -f  \20)cosx  -f  {x^  —  20a:3 

-j-  \2Qx)sinx 


-'-;—  dx=    vide  Cosinus -Integral. 
„_       Pcosx  j  cos  X    ,    sinx        1     C  cos  x  ^ 

SS)    J    —.dX:=-^-\-  —  --J    ^-dx 

«,       fcosx  ,  eo.s  a:    ,    s/wx    ,    cosa:    ,     1    Csinx  , 

^*>  y -^ '^  * = -  3i^ + 61;;^ + -CT + 6  y -^ '^ 


a; 

a; 

cosa;        sma; 


24  x»         24  X 


,     1     Ccos  X  j 


Nur  durch  Reihen  darstellbar. 


36)  Z"^. 

37)  /  — r—  dx  =  xtgnx  A-  log  cos  x 
^   J    cos^x  ^         '       "^ 

oo       r     ^      j  xsinx  —  cosx    .    \     r    X      , 

38j     /  — r—  da;  = ^ h  TT  /  ^^ 

'^   J    cos^x  2cos^x  '    2  c/    cos  X 

aox      r     ^      ^  2  a;  rj/w  a;  —  ros  a:  ,    2  .    .  ,  ,  . 

39^     /  — T—  dx  = r ; [--^(xtgnx-j-loQCosx) 

^    J    cos^x  ^cos^x  '    3  ^     "^        '      *^         ^ 

Mrx\      r     ^      j  S xsinx  —  cosx    .    Sixsuir  —  cosx) 

40)     /   — r—  dx  = — ; ^ - 

^   J    cos^x  Vlcos^x  '  8co.s-a: 

_.     3     Cxdx 
S  J    cos  X 
Siehe  auch:    „Sinus-Cosinus -Integrale". 


1 
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§.  90. 

Sinus  -  Cosinus  -  Integrale. 

o\     /*    •   /     \       /i.   \       /     \^  1  (cos(a  -\-b  -^  c)x 

2)  /  stn(ax)cos(ox)cos(cx)dx  =  — -j-l —     i,  i>    i_ — 

cos(—  a']-b-\-c)x  ■  cos(a-\-b--c)x  .  cos (a  —  b '-\- c)\ 
—  a'\-b-\-c      "•        a-j-b  —  c        '       a  —  b-\-c     J 

3)  /  cos(ax)sin{bx)sin(cx)dx  =  -tI — ^      '  ,  ^ — ^ 

'        a  —  b-j-c  a-\-b-{-c  — a  +  6-|-c       j 


4)     /  stn"^  X  cos^  X  d  X  = r-r k 

J  n+l  ' 


m  —  1 


/ 


sin^-^xcos^xdx 


f 


sm**+*  X  cos^*^^  X   .    n  —  1 

m  -[-  w  '   m  -f-  n 

stw"»"^  ic  cos**^^  X  (  .  ^  m  —  1 


/ 


m-\-n  \  m-f-n  —  2| 

,      (m— l)(n  — 1)      /*  .  ^  Q        M  9    7 
(m+w)(m+w— 2)  J 

5)     f        ^^         = 1 I  ^  +  n-2 

"^  J    stV*  a;  cos"  0?  (w  —  1)  sin'*^'^  x  cos**^^  x         m  —  1 


(m  —  1)  sin**^'^  X  cos* 

dx 


f 


sin^-^x  cos^x 
w  +  n  —  2 


(n  —  l)  sin*^^^  X  cos^^^  X    '         n  —  1 


/ 


sin^xcos^^^x 
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6)    /  — -—  dx=z —- / —  dx 


siH*"+*  X       m  — 


n  —  1  cos^-^  X 
1       sin^-' 


n  —  1  cos 


w  —  1      J    COS*^"^  X 

^x       m  —  1    fsin^'^x  , 
/  -—  dx 

^  X        n  —  1  c/    cos^~^x 


\)    I     ,  ^     dx  = :— -I /       .  ^     dx 

J    siw**  x  m  —  n  sm"^-^  x      m  —  nJ     stn^  x 

1      gos^+^jg   .  m  — n  — 2  C  cos*'x    , 


in  —  1  sin^~'^  X 


1       cos"~*  X      n—l    r  cos»-"2  X  . 
m  —  1  stn"^  ^x      m  —  U    sin'^'^^x 


rcosnx^^^_2  fsinn-lxdx        r 
J    sinPx  J        stn^-^x        '  J 

Q      rstnnx,     r$inn — lordo;        Psinn 

J     cos^x  J         cos^^^x  J  ( 


cosn  —  2xdx 


sin  P  X 
--r-^xdx 


COSP  X 

«— 1 


,0)  /"-^^  dx = ^  2-(-j)^(«'«?r 

^  J    stn2nx  2n-^  ^     ''^  \      2«/ 


/  .    xäV 
(sin  —  1 

^^^1 — i?^ 


*-l  -  '  2m+l 


J    Sin  2nx  2n  ^   ^        ^  \       2n) 

^^''  y  sin(2n  +  l)x  ^^  =  2F+T  S« (" ^)'' (^^«  2^^) 

^ogtgn  (f  -  j^)  +  logtgn  (f  +  4^) 


202  Sinas  -  GoBinas  -  Integrale. 

Setzt  man  in  den  letzten  vier  Formeln  ~  —  a;  an  die  Stelle 

von  x^  so  erhält  man  ganz  analoge  Ausdrücke,  welche  im  Zähler 
die  Potenz  von  sinx  enthalten. 

Dabei  sind  m  und  n  positive  und  ganze  Zahlen. 

^ ,.      r      •  7  «  1    •  t     i)COSX-\-(m  ^-n)xsin.r 

14)  /  xPsin*^xcos**xax=xP-^sin*^xcos''~^x z — : — r-r 

,   n  —  1    /*       .  o     ,  nt)} 

-\ i —  /  xP sin*^ X cos^"^ xax  —  7 r" — ; 

m-j~nj  (m-\-n)' 

*  r      .    •       ,  .  ,      7         P(p — 1) 

/  xP^^ sm*^-^ X c'ös"~* xax  —  7-^ -. 

J  (m  +  n)^ 

I  xP-^sin^xcos*^xdx 

15)  I  xP  sin**^  xcos^xd  x 

„  1    •  m  1  ^  ^     P  5'^*  ^  —  (''*  4-  «)  ^  cos  X 

(m  +  ^*) 

,    wi  —  1     r         .0  7 

j —   /  xP  sin^-^^ X  cos** X  d X 

m  -\-  nj 

'    (m  -f-  >0  1/ 

—  ^  ^   , /  ^-^  S2 W^  ;r  CÖ5*»  j;  rf  ic 

m  -\-  n    J 


+ 

16)/ 


,               cos***xcosnx 
cos***xsinnxdx  = 


m  4-  w 

-1 i —  /  cos***-^xsin(n  —  l).rdj' 

-_,      /*     ^  7  cos"*xsinnx 

J  m  -j~  n 

-\ i —  /  cos***^^ X cos (n  —  l)xdx 

18)  /  d  9  sin  (p  cos**  (p  = -7— Y  cos^^^  tp 

19)  /  d  q)  cos  (p  sin**  <p  =  sm'*+*  9 

20)  /  d (p sin^ (p cos (p  =  —  --  {--  sinStp  —  sintpl 
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21)  j  d<p  sin^  tp  cos^  ^  =  —  "o"  (  T  ^^^  ^  ^  —  ^  ) 

22)  I   dq) sin^ (p cos^ (p  =  —  rz ("t  ^^** ^ 9^ ~l"  "q  stn3(p—' 2 sin (p j 

23)  /   d(p  Sin"^  q)  cos^  ^  ^^  """  oö  (  ß"  ^^^^  ^  ^  "^  -^sin^fp 

—  —  sin2(p  —  2  (jp  j 

/l   / 1  3 

rf  9  sin^  (p  cos^  9  =  —  p7  (  Y  5'^^  7  9  -f-  —  s/n  5  9 

+  —  s/w  3  9  —  5  sin  q>  j 

25)  f  dtp  sin^  q>€ostp  =  ^-  (  —  c?os  4  9  —  cos  2  9  j 

26)  f  dq> sin^ <p cos^ ^  ^^ T? (t  cos !) cp  —  -^  cos 3 tp  —  2 cos 9  j 

27)  I   dq) sin^ 9  cos^ ^  ^^  32  (  6"  ^^^ ^  ^  ""  "o"  ^^^ ^  ^) 

28)  /  rf 9  sm' 9  cos^  9  =  pjv Y  ^os  7  9  -[-  v-  cos  5  9 

—  cos  3  9  —  3  cos  9  j 

29)  f  dq) sin^ 9 cos^ ^)  ==  tkq,\-^  cos ^ q>  -\-  -^  cos ^ q> 

—  -^  cos  4  9  —  3  cos  2  9  j 

30)  f  dip  sin^  q)C0sq)  =  Tß  (7-  ^^^  5  9  —  sm  3  9  +  2  sin  9  j 

31)  I   dq) sin^ 9 cos^ 9  =00  (-n  sinßq)  —  -^  sm 4 9 

—  -^  siw  2  9  -|-  2  9  j 

32)  l  dq) sin^ 9 cos' 9  ==  FT  ( y  ^'^^ 7  9  —  -^  siw 5  9 

—  sin  3  9  -f-  3  sin  9  ) 
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33)  j  d^) sin* (p cos* tp  =  j^  (-^  sinSq)  —  sm 4 g?  4-  3 9  j 

34)  J  d(p  sin*  9  cos*  <p  =  ^^  (-^  sin  9  g?  +  ■=■  sm  7  9 


4  4 

—  g^  sin  5  9  —  —  sm  3  9  -(-  6  stn  9 


ci  qp  sm*  9  cos  g?  =  —  —  f-.  cos  6  9  — cos  4  g)  4" -q- ^^  2  g? 

/l   /l  3 

d q> sin^ g)  cos' g?  =  —  ßl  vT  ^^^  ^  9^  —  —  cos  5  9 


+  -r-  cos  3  9  -f"  5  cos  g? 


37)  J  dtp sin^ 9 cos^ 9  =  —  -—  ^-.  cos 8 9  —  -^  cos 6 9 


—  -H-  cos  4  9  -f-  3  cos  2  9 


38)     I  d<p  sin^  9  cos*  9  =  —  ^^  (-q  ^<^5  9  9  —  f  <^os  7  9 


4  4 

—  -r-  cos  5  9  -|-  V-  cos  3  9  -[-  6  cos  9 


/l     /  1  ^ 

d  9  sm*  9  cos*  9  =  —  -—  (—  cos  10  9  —  -^  cos  6  9 


-f-  5  cos  2  9 


'  J  costp  ^    '  J  COS<p 

43)  rd<p'.^^  =  -'J!^-sin,p+  fl^ 
^  J       ^   costp  3  ^    ^  J    cosq) 

AA\  r  j     sin^<p  sin*w       sin^w.      , 

44)  I  d(p = -r-^ pr-^  —  log  cos  9 

^  J       ^  cos(p  4  2  ^T 
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45)  I  dq>     .    ^  =  log  sin  q) 
^  J      ^  stnq>  .  ^ 

ic\  r  j  cos^q>  ,  r  ^9 

46)  dw  -r— •  =  cosw  4-  I  .-r-^ 
^  J       ^  stn<p  ^  J    stnq) 

iff.     r  ^      cos^q>        cos^w    ,    , 

^  J  stnq)  3        '  J  stnq> 

it\\     r  :m      cos^q>        cos^w    ,    cos^q>    .    ^ 

J  COS^fp  COSip 

-1.     r^      sin^q>        . 

d  q>  — r^  =  cosw  -] 

^  cos^if  .    '    cos  9 

J       ^  cos^tp        \       2  ^        2        ^/  co8(p         2  ^ 

54J    /  d  9>  — ^  =  ( —  —  stn*  9  —  IT  sm^  9  +  ^ ) 

J       ^  cos^  qf        \       3  ^         3  ^    '     3/  C0S9 

".  r ji   <^osw  1 

J       ^  stn^q)  stnq) 

-Pv     r^     cos^q)  . 

'".  r  JM  cos^(p 


1 

sin  q) 

3           \      1 

■  -n  cosq)]  —. 

2        ^/  s^n  9? 

3 
2 

4              ,    8\ 

1 

...     r  ,     cos*<p  /l        ,  ,    4  I    8\      1 

^  J       ^  stn'g)  \3  ^  '     3        ^    '    3/ siwy 

-^  o/  cos^qp  2  cos«  9 

J       '^  cos'  y  2  cos»  q)  2  J   co$q> 
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/sin^  w             1 
d  w  — -^  =  -r 1-  log  cos  w 
^  cos^  9        2  cos^  9    '      ^       ^ 

63)     I  dq>  — r-^  =  (  —  stn^  9  +  tt  «m  g? )  — -^  1  — ^ 

^  J       ^  cos^q)        \  ^    '    2         ^/cos^q>        2J    cos(p 

G4)     f  dw  — r^  =  ( —  -TT  sin^  9  +  0  — 3 h  2  Jöflr  cos  w 

65)     /   rf  g?  — T^  =  5 — 

J  cos^(p        ocos^q) 

/sifi^  w        \ 

69)  fdq>^-^  =  (-sin^(p-j-4sin^<p-^^)-\- 

70)  /  d^  — ~-  =  5 7— 

^  J  cos^(p        4  cos*  9 

71)  /   d9  — r-^  =  (^  S2n3  9  +  -5-5^9)  — r —  /   — ^-- 

^   J       ^  cos^  (p        \8  ^    '     8        ^/cos^fp         SJ     cosq) 

72)  dq)  — -^  =  —  tgn^q) 

TON      r^      stn4  9        /5.„  3.      \      1  3    r  dw 

73)  /  d  9  — r^  =  ( -5-  sm»  9  —  -5-  s^n  9  )  — -. -5-  /  — -^-- 

"^   J       ^  cos^g)        \8  ^        8         ^Jcos^fp        SJ    cos 9 

Man  beachte,  dass  sin  (-^  —  x\  =  cosx  etc.     Dadurch  er- 
geben sich  sofort  die  hier  fehlenden  Integrale 

/,     cos^x        Cj     cos^x        r  •.     cos^  X 
^  sin^fp^    J  sin^qi'    J      ^  sin^q) 

75)  /   -: =  log  tgn  9 

^  J    sinq>cosq>  ^  -^    t 

76)  /"-^^^  =  _L_  +   ^4^ 
^  J    stnq)COS^q)         co$q>     '  J    Sin  9 
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77j    /  -_ ^         — U  log  tan  w 

J    Sin  (p  cos^  (p        2  cos^  9    '       -^  -^    ^ 

78,  f ^f    =  —1-  +  -i-  +  r±!t. 

J    sinq>co$*(p        3cos^(p        cosq)    ^    J   simp 

79)     / ^  .      =r 1- . U  logtgn  w 

J    sin  q)  cos-' (p        4fos*g)    '    2cos'^(p    '       ^  «^    ^ 

^^^    f    '  .^^  .      ^  —  2coi(j2q) 
J   stn^q>cos^(p  •'    ^ 

0/    sin^q>cos^(p        ylcos^^tp        2/  simp     "^  2  J     cos  9 

S2)    f    .  /'^  ,     =,    ■     ^     ,     -|co<ff2y 
0/    siu^fpcos^q)        ö  siii  (p  cob^  <p        8       «^     ^ 

J    sm'  qp  cos^  (p        \4  fos*  qp    '    8  cos^  9        8  /  sin  9? 

,    15    /*   dg? 
S  J    cosfp 

..      C         dof  2cos2w    .    ^T     . 

J    Sin^q)COS^q)  S2n^2q)     '         if"^    ^ 

^)  r  .   ^<p      ^f_L_4.-A_\-^4.5/'4^ 

80)     r ^ ^ l +  i   f ±'^ 

J    sin^fpcos^fp       4  sin^  tp  cos*  q)    '    2J    sin'^g) 


dtp 
cos''  (p 


,      r         dq>  /  8  16      \        ^ 

^')    /  -^-7 —     A     =  (  —  Q       . o q    .   ^     )  cos 2  y 

J    sin*  9?  cos*  9        \      3  sm-*  2  g)        3  s^n  2  9/  ^ 

SS)  r    ^v    ^(  ^    I    "^  ^. ^ 

t/    sin*  9?  cos*  g>        \4  cos*  g?        8  cos-  9/  sm-^  9 

+  55   /•       rfy 
'     8  J    sin* (p cosq) 

^9)     f-^-^ ^f-.._L ,_A— Vös2g?  +  6/oö/</ng? 

^   J    sin^  q>  cos-'  tp        \     sin*  2  g?      sm«  2  g)/  ^   '        i/  ^    ^ 
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^  J     cos^ q>  S    ^    ^  \cosq>        cos^ g>/ 


-}--^logtgn(^-\-^ipJ 


95)  /  ^  dw  =  —  2  cos  cp 

^  J     costp 

96)  /  ^  dtp  =  —  2  log  cos  q) 

^  J  COS»  y      ^        cos  g? 


(n  —  2)cos"~^9 


n  >  2 


(n  —  2)  sin«- 2  9? 


,     n>2 


dtp  =  2  cos  9  sin  tp  —  tp 


98)  Tf!!^  d^ 

99)  /   —. — ~  dtp  =  stn2q) 
^  J     smtp       ^ 

Ol)  f?i^ä^=- 

^  J    sin**  tp     ^ 
02)  f 

r^nx    r^osS^   ,  3sm9     ,     5  /;r    ,     1      \ 

06)  /'£?i3^d<p  =  <<7n9>(2-^) 
'^  J    cos-^  tp  \         cos^  tp/ 

07)  /      .  '  ^  d  cp  =  —  2  sin^  tp  -4-  log  sin  tp 
J     stntp      ^ 


cosSq) 
costp 


108 


109 


110 


111 


112 


113 


114 


115 


116 


117 


118 


119 


/ 

/ 
/ 
/ 

/ 
/ 
/ 


cosSw  , 
sm^  (p      ^ 

cos  3  Qp    , 

.  ^      dw  = 
sin^  (p      ^ 

cosiw  j 
stn"  9 
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—  4tstnw ; 

^    •    sm  q> 
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2  sin^  q) 


4  log  sin  (p 


1 


+ 


(n— l)sm*^^9      (n  —  3)  sm»*-"^  9 


-^zzir:.  »*>3 


?!1^  dm  =  2sm^q>  +  logcosq> 

COSfp         ^ 


sin^w  j 

Z.  (Jim 

COS^  (p 

sinSw  j 

—  a  w 

cos^  xp      ^ 

sin  3  g), 

—  axp 

cos^  9 

sin  3  op   , 

— ; aw 

sm  tp 


z=  —  ^COSfp   — 


cos  <p 


1 


2  cos^  fp 
4 


—  4c  hg  cos  q> 


1 


(n  —  3)  cos*"-^  (p      (n—l)  cos""^^  (p 


=  q>  -\-  2  sin  q>  cos  (p 


sin^w  j  ^     .  j,  ^ 

.  ,  ^  d  qp  =  —  3  cotg  qp  -—  4  9 

sm  3  qp 
sm*  9) 


^  2       *^  ^  s?rt  qp 


2"  %  ^fl'^*  y 


sm  3  a)   , 
sm^  9?      ^ 


=  co^</qp 


-VI 

sm*qp) 


n  >3 


§.  91. 

Tangens-Integrale. 

1)  J  f{^9^^)^^=JY^i^^'    tgnu  = 

2)  j  tgti^'xdx  =  ^i?^Zif  _  j  tgn'^-^xdx 


L»tk»,  mafcbem.  Fonnttlneammliing. 


14 
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3^      f  J^  — \ f      ^^  ' 

/^2»-l  *2n-3 

-f-  (—  lyarctgns 
wenn  z  =  tgnx  gesetzt  wird. 

ö)  /  tgnxdx  =  —  log  cos  x 

6)  /  tgn'^ xdx  =  tgn x  —  x 

7)  /  tgn^xdx  =  -^  tgn^x  -\-  logcosx 

8)  /  tgn^xdx  =  --  tgn^x  —  tgnx  -\-  x 

r  1  1 

9)  /  tgn-'xdx  =  --  tgn^x  —  ;y  tgn^x  —  logcosx 

.      /*      ^(f/w  ^  d  ic       log  (cos^  X  -\-  m'^  sin^  x) 

^  J   Y-\-liiHgn^  "  'Zlm-^  —  1) 

11)     /  / r— T^ —  a:r  =  sin2alogsin(a  -}-  x)  —  cos2a 


§.  92. 

Exponential-Integrale. 


2)     /  x'^if^  dx  =  —  a:~e^  ^—1  x'^-^ef^dx 
J  a  a  J 

^  J   x**^  m  —  1  x»*»"-*       m  —  IJ    x"^-^ 
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i,      r .a^      Ml.    ji         acosbx  +  nbstnbx  ^^      ^.,, 
4)     /  e^cos**bxax  ^= — -7- e^cos^^^bx 

J  ö*  +  ***  b^ 

,    w  (w  —  1)  6«   r  ^^      ^  „ ,      , 


c*«  s«  W»  bxdx  = r—, -m &*'  sen""*  b  x 


a'2  ^  n'i  b^ 


H V-i — ^-rr  /  e^sin''-^bxd 

^   a'^  +  n'^  b'^  J 


X 


X 


ef^tgn^'xdx  = ign*"-^ 

^--   /  &^  tfjn*"-^  X  d  X  —    /  e^' tgn"-^  X  d 

ef^cotg^xdx  = '-—-  cot<j*^''^x 

-| Y  I   €f^ coty^^^ X d X  —    /  e^'cotff**'^xdx 

r    €f^      ;     asinx  -\-  (n  —  2)cosa; 

_   Q^  +  (n  ~  2)3_   r _  ^«  _  ^j^ 
(n  —  l)(n  —  2)J   sin'^-^x 

r     e"'      ^  acosx  —  (n  —  2):iinx 

^   J    COS**  X  (n  —  1)  (n  —  2)  co^*»""^  a; 

'  ,    a'  +  (n  -  2)^   r     e^       , 

■+"  (w  —  1)  (H  —  2)  c/    cös«-2ar 

10)     /  ef^  sin^  X  cos*"  X  d  X 

€f*^  sin"^  X  cos^"^  X  f  ,    i —    .      \ 

[acosx  -{-  m  -\-  nsiyix] 


-^ — ; /  ef^shV^-^xcos^-^  xdx 

nV  4-  a*  J 


(m  +  ny  +  a« 
m 
(nt  ~j^  ny 

'     (w  4-  n/^  4-  a2  7 

=  -7 i — r;— 1 T-[astnx—(m   \-n)cosx] 

(m  4-  ny  4-  a»    ^  vi/         1 

4-  7 ^1 :;— i — ^  /  e^  sin'*^'-'^  X  cos"^-^  X  d  X 

•    (m  4"  wj   4"  "^ 

(m  —  \){m  4-  w)   /*_^  .  ^  «        ^     , 

i — ^-„— i — ~  \  €f^ siyC^-^ X cos"" X d X 

(m  4"  w)2  J^  a^  J 
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=  -7 i — vT-i — T-  \astnx  cosx  -f-  nsin^x  —  mcos^x] 

(m  -f-  n)2  +  a^    *  '  ' 

,        n(n  —  1)        r        .  ^     , 

'    (m  -(-  ny  +  a«  J 

,       m(m  —  \)       C        .       «  , 

'    (tu  +  '^v   -T  ^^J 

=  -7 i — ,-—-, — r—  \asinxcosx-\-nsin^x  — mcos^x] 

(m  -j-  w)2  +  «^ 

(m  +  w)^  +  tt*^       J 

if^sm^-^xeos*^-^x  ,      .  ,         •  „  ..    , 

(m  -j-  m)2  +  a2     '  '  ' 

4- 7 i r^r-i r.   /  €!^  sin:^^^  X  cos*^-^  X  d  X 

'    (m  ^  w)2  +  aV 

Cm  —  n)  (m  +  n  —  1)    /*  _^^    .  „,         ^  „     , 

(m  +  n)2  +  a»        J 

1 1)  y  a;»  e«*  {cos  6 a;  +  i  sm  6  x]  dx    (i  =  V^^) 

T"  e"*  {cos 6 a;  -4-  ** sm  ^ x}  f  n 

tt  +  6  i  1         (a  -{-  bi) 

n(n—  1)  __J?^ 1 

12)  Ix''  a*  dx  =  -^ =-— 5^ f-^ 

J.  Joga  log-a      '  log^a 

,   n(n  —  l)(n  —  2)  .,.  2.1 

^  J      x«     "~  ~  (n  —  1)^»^  ~  (w  —  l)(n  —  2J|"x«^2 

a*  ?o/7^  a 
""  (n  —  ij  (w  —  2)  (»  --  S)"^»  —  ^  •  • 

"•"  (n  -  lj(n  -  2).  .  .  2.l7   "F  ^*^ 


X 
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/da:  1 

— r-T ==  — {^^  —  %(a  4-  be'^)\ 

19)     r         ^^         ^      1      j^^    Va  +  ftg*"^  —  Va 


^dx  e' 


(l  +  xy       l  -j-x 


21j  /  xe^dx  =  €f'{x  —  1) 

22)  r x^^dx  =  e^ix^  ^  2x-\-2) 

23)  j  x^e^dx  =  e*(a:»  —  3a?»  4-  6a;  —  6) 

24)  j  x*€Fdx  =  e*(a:^  —  4^3  -f  12a:2  —  24a:  -f  24) 

25)  r  x^eF'dx  =  e*(a:5  —  5a;*-f-20ar3—60a:2-f  120a:— 120) 

26)  /  —  da:,    vide  Exponential- Integral. 

28)y-da.  =  --««{-  +  -}  +  -y  -^ 

29)    f^äx^.-],^(:l-  +  ±--^:^\  +  ^f-äx 
^  J    X*  8       \2a:    '    2  a:«    '    aV        6  J     a: 

J  1   -(-  «2 

50i     r^*   •       7         e^(asinx  —  cosx) 
32)    /  e^stnxdx  = — ^^ — ; — i ; ^ 


e^dx 


X 
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^^.  r  .7  €f^  €08x12 sin x-\-a COS x\    .        2(f^ 

33)  /  e^  cos'^xdx  —  ^——. — -^ ^  +  — -r-i — rr 

nji\  r  ^^   '  o    j  e"^  sin X  {a sin X  —  2cosx\    .        2&"' 

34)  /  &''sin^xdx  = ^— — ^ ^  -] -—-, 

35)  /  e°^tgn^xdx  =  ^— {atgnx—l\  —  a  J  e^'tgnxdx. 


§.  93. 

Logarithmische  Integrale. 


1 


5 


6 


8 


/  fQogx)dx  rrrr     I  f{ß)(^dz^      Z  =  lOQ X 

1  x^fQog  x)dx  —  ff  {z) «(»« +i)'  d  z 
filogxydx  =  ^^-^  (%x)»+^  -  —^JqoqxY^'  dx 

r  dx X 1     r    dx 

J   (logxy*  ~       {n  —  \)  (logxy-^    •"  w  —  1  J    {logxf-^ 

x^  {log  xydx  T=  — 3~r (% x)** -r-rr  1  oT"  Qog xy-^  d X 

J    (logxf  ^^  —  ""•  (n  — l)(%ic)»»-i''  w  —  \J  Kiogxy^-^    ^ 
y  (a  +  hx)^logxdx  =  \^i    ^x^    logx 


(m+  l) 

1  r(a^{-Jjx)^ 

(w  +  1)  6  J  a? 


c/;r 
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r    logxdx log 

'   J   (a~\-  b xy^  ~  ~^  (m  —  \)b(a 

~  (m—  \)bj 


X 

-j-  b  x)"^-^ 
dx 


x(ii  -\-  b xy-^ 
logx  1 


(w  — l)6(a-|-  bx) 
1 


m—l     I 


(w —  l)ab 
1 


\{n  —  2)  {a -j- b  x)""-^  '  (n  — 3ja(a-f  6  a:)"-» 

1 


+ 


-A 


(n  —  4)a'^{a'-\-bxy 

+ 1 -j ^ ] 


j 1 ,     X 

"*" (n  —  f) a*»-! // ^^ a  j  bx 


/^jW  +  l 
x'^dx1og(a  -\-  bx)  =  — -j-—  log  (a  -f  bx) 

b        Cx^^'^dx 
m  -\-  \J   a  -\-  bx 


11)    J  -^  log{a  -f  bx)  =  logaAogx  +  -  ^  ~  2^  ( a ) 


x^ 


+m 


x^ 


•  •  • 


/*  da;         ,    ,,      .    ,  Zoflrr  ,    1  ?oa»a;  ,    1  Zor/'a;   , 
13)   y    («  +  bx)logxdx  =   ^^b^^    ^^^  "~  |I  '^'^ 


a: 


4 


14)  y^(«4 


1        x«7  7  (ö    +    '>^)'    7  ö^     7 

bx)^log xdx  =  ^^ ^ — —  logx  —  -y  logx 


6b 


a^x  — 


a6^ 
'~~2~ 


J2x3 


2t6 


15)     /  (a-{-Cxyiogxd 


Logarithmische  Integrale. 

(a  -i-bxy 


a* 


X 


4tb 


logx  —  j-^  logx 


3  11 

—  a^x  —  --  a'^bx^  —  ~  a^b^x^  —  —  b^x^ 

4  «o  10 

^^^  y  ^r^fe^^  =  J^^9^^og(a-j-bx)  --jj  -log(a-}'bx)dx 

Dieses  letztere  Integral  bildet  eine  selbstständige  Transcen- 
dente. 

logx  1 


?o^a; 


dx  = 


J    {a  -\-  bxf 


b(a  -f-  *^j  "■    a6   ^^  a  4"  6a: 

?ö(/a:  . 1 

2t(a  +  bx)^  "•    2o6(a  +  6a:) 

1      ,  a: 


+ 


2a26 


% 


a  -\-  bx 


r   iogxdx 
J    Va-}-bx 


2/ 


Va  +  bx  +  Va] 


=  ±\(logx-2)Va  +  bx  +  Valogr''Y/      V 
^  \  Va-j-bx—y  a 


,  a>0 


2^ 
b 


(logx  -  2)  Va+6a:+2V- a ardgn\J^^^^^ 


,a<0 


20)  /  sin  Qog  x)dx  =  —-{sin  (log  x)  —  cos  (log  x)  \ 

21)  /  cos(logx)dx  -=  -:^ {sin (log x)  -\-  cos(logx)). 


§.  94. 

Integrale  oyklometrisclier  Functionen. 


Sei    /  f(x)dx  =  ^(a:),  so  wird: 


(p(x) 


1)     /  f(x)arcsinxdx  =  (p(x)arcsinx  —   /  -j2^J==dx 


Cyklometriscbe  Integrale. 


217 


2)     I  f(x)arccosxdx  =  9  (x)arccosx  -(-    /     —2-2—  dx 


S)     I  f(x)arctgnxdx  =  q>(x)arctgnx  —    1     ^  ^ ^d 


X 


4) 


fm 


arc cotgn xdx  r=  q)(x) arc cotgn x  -j 


r  yfa) 

J    \-¥x^ 


dx 


o) 


6) 


Insbesondere  ist  für  w  z  —  1 


aresin  xdx 


n 


cd^ 


arc  Sin 


x**dx 


arccosxdx  ^rrr  —  arccosx 

n 


1     r    a^d 
\nx /   -7== 

.    \    r    x^dx 

+  nj  yi  -  x^i 


)     I   x^'~^(^ctgnxdx  =  —  arcUjnx /  y 

/i         ^**           s        ,     1     /»  ^"d 
x^—^arccotgxdx  =  —  arccoigx  -) /  — — 


rr»»da: 
^2 


1) )     /  {arc  sin  xydx  z=  (arc  sin  x)^ 


x^ 


nVl  —  x^ 


arc  st7i  X 
n(n  —  l)x       n(n  —  l)(n  —  2)  Vi  —  x'^ 


arc  sin'^  x 


arcsin^x 


+  + 


lOj     /  (arc  cos  xydx  r=z  {arc  cos  x)^ 


X 


nVl  —  x^ 
arc  cos  x 


n{n  —  l)x       n{n  —  1)  (n  —  2)  Vi  —  x'^    , 


arccos^x 


arc cos^ x 


11) 


/t! 


icdrr 


arc  sin  x 


X^' 


—  X  —Vi  —  X« 


arc  stw  a: 


x^dx 


/X''ai 


arc  stn  x  = 


x^ 


l  i        , — 

-jx^  —  —  xyl  —  x^arcsinx 


-f-  Y  (^**^  ^^**  ^y 


13) 


a:3dar 


Vi  -x^ 


arc  stn  x  =r 


1     .  .    2 


—  —  (a;3 -f- 2)  VT^  a;2  arc  si«  a: 
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14)     /      ■  arc  sinx  =r  --  a;<  4-  --  x^ 

^   J    Vi  -.  a;2  16         '    16 

1  3 

—  —  (2a;3  -j-  3a:)  Vi  -—  x^arcsinx  -f-  -—  arcsin-x 
o  •  16 

,^,      r         dx  .  xarcsinx    ,     1  ,     ,, 

lo)     /  .    arc smx  =  -—==-  4-  -r  ?oflf(l  —  x^) 

U.      /•       xdx                           arcsinx    ,     1  ,     l  —  x 
;)       /  — V-  (irCStnX  —  -f-  —  %  :; j — 

y*   xdx  1 

— — ^^  arcignx  =  ~  arcignxlog{l  +  a:2) 

2  J        1  -f  x'^ 

/x^dx  1 

—7- — -  arctgnx  =  a;  arctgnx  —  -^  Zö^(1  -|-  a?2) 

—  -^  (arc  ^^n  a')^ 

19)  f  i[^%  arctgnx  =  —  y  ^  +  g"  ^^  +  ^')"'"^*^^^' 

/.  xdx 

arctgnx  ^-^.^^ 

20)  /^^,  «rc<<7«^  =  -  -^  '^^  +|-  ''^(l  -^  ^*) 

—  —  a:j  arc  tgnx -\-  -  {arc  tgn  xf- 


xdx 


21)     f  —^==  arc  tgnx  z=  —  Vi  —  x^  arc  tgn  x 


xV2 


-\-y2arc  tgn    .  —  arc  sin  x 

Vi  —  x^ 


r   arcsinx     , arc  sin  x 

2--*  J  (^TTT^*  /i(«+/»:fj 


2 


,     ■\/{a  —  ß)(\—x)    „2-^^. 
arctgn]/) — .  '      .    . — {^  «^>p- 


arc sin  x 

-  ~  li(u-\-lix) 


1  log  V(/Lt!^'Jl^)  +  ^^-^  -_«lL^^lf>,    «»  <  ß 


ß  Yßi  _  «J    ^  V'(/J  4-  a)  (1  +  a;)  _  l/(^  ^  a)  (1  _  a:) 


f 
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23)  / 


xarestnx    ,  arcsinx 

dz  = 


(1  +  yar'j»  2y(l  -f-  yx^) 

, 1  ,      Yy-fl.x      ^ 

^yVr  +  1  yi  —  x^ 


arc  stn  x 


2y(l  +  ya5») 


■  1  ,      yi_j-j^-i-xy—{l  +  y) 

"^  y V  -  (y  +  1)      1/1  -  ^*  -  ^1/  -  (i  -h  y)' 

«..      /*   arctgnx    ,  1       fi      a4-/3a:       /J  —  aar        .        ) 

X  arctgnx 


-»..      /"   arctgnx      ,  a?ar 

25)     /  ,.-    ^        ,  da:  =  —-7= 


+  6a;» 


-     , , arc  tgn  v  -  -. ,  a  <  '-> 

a|/j-a         ^     '^     6-a'      ^ 

X  arctgnx 


aYa  +  fear» 

1  ,      Va  +  6a:«  —  V«  —  ^       >^    , 

, ,  log  :,— -i- — -: ; ,  a  >  6. 

a]/a  -  6     •^  Va  +  6:r^  4^  \/a  —  6 


Integral-Tafeln. 


B.    Bestimmte  Integrale. 

§.  95. 

Einleitung. 

A.     Einfache  Integrale. 

1)  Sei' 

=r  Ä,    limn  =  00,    limh  =  0, 

ferner  q>  (x)   eine  zwischen    den  Grenzen  a  "z:  x  "Z.  b  endliche, 
stetige  und  eindeutige  Function,  so  ist 

I  q)(x)dx=: lim h{(p(a)~\~q> (a~f- A)  +  9 («  +  2 ä) -| q>(b  —  h)} 

a 

Man  hat  auch 

i 


r  q){x)dx  =  tlf(b)  —  *(a), 


wenn 

-^  =  cp(x)    ist. 

2)  Das  Integral 

; 

/  f(x)dx 

a 

hat  einen  bestimmten  Werth,  wenn: 

I.  f{x)  innerhalb  der  Grenzen  /(«)  und  f{ß)  endlich  und 

stetig  ist. 
11.    Wenn  zwar 

f{g)  =  00  für  «  2:  S  Z  /3, 
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jedoch  so,  dass 

Umdfi^  +  d)  =  0,    für  lim  5  =  0, 
oder  wenn 

m  =  -  =  ^iy.  l>n>0 

wobei  aber  ^  (|)  weder  Null  noch  unendlich  wird  für  a  2:  |  z  ^. 
III.     Die  Integrale 

OB  a  +00 

rf(x)  d  X,      jfix)  d  X,      fiix)  d  X, 


— 00  — 00 


haben  einen  bestimmten  Werth,  wenn  f{x)  endlich  und  stetig 
bleibt  innerhalb  der  genommenen  Grenzen  und  wenn 

limx'^fix)  =  0,    w  >  1 
für  resp. 

limx  =  00,    limx  =  —  oo,    limx  =  +00. 
3j   Aus  der  Definition  folgen  folgende  Sätze: 

/  (p(x)dx  =  —    /  q>(x)dx 


b 

b 


=    /  q)(x)dx  —    /  q}(x)dx 


0  0 


=    I  tp{x)dx  -\-  I  (p(x)dx^    a  ^z.  ß  :z.b 


a 

b-i 


=    rtp{x)dx,    |  =  a  +  (6  — a)e,    0  <  ö  <  1. 
4)   Es  ist 


I  cip(x)dx  =  c   I  (p{x)d 


X 


a  a 

h  b 


I    [9(^)*(^)]rfx  =   /  <p{x)dx-\-  I  ^{x)dx 
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n" 


5)   Man  hat: 

b 


rf(x)dx  =  (b  —  a)f(iO^    Sx  =  a  +  (6-a)0.,    0  < /^x  <  1 

a 

Ebenso  ist 

h  b 

r<p(x)f(x)dx  =  <p\a-^(h  —  a)ö}  ff(x)dx,    0  <  0  <  1, 

a  a 

wenn  f  (x)  in   dem  Intervalle  a  "^  x  "ZI  b  sein   Zeichen    nicht 
wechselt. 

h  b  ,  a 

I   fp(x)f(x)dx  =  (p(b)  I  f{x)dx  —  9(a)   1  f{x)dx 

a  '  i  l 

b  X 

-  ^j^^  ^f(x)dx\dx,    a^k^h. 


0 

6)  Es  ist 

— u 


rf(x)dx  =  2  Cf{x)dx,    wenn  /(—  x)  =f{x) 

+«  b 

=  0,  wenn  /(—  x)  =  —  f(x). 

a  a 

I   (p(x)dx  =    I  fp{a  —  x)dx 


0  0 

2a  a 


I  q>{x)dx  =    /  {^{x)  -f-  g?(2a  —  x)\dx 


0 

Ist 

g)  (2  a  —  X)  =  (p  (j:), 
so  wird 

2a  a 


I   q)(x)dx  =  2  I  (p  (x)  dx. 


0  0 

Ist  dagegen 

<p  (2  a  —  x)  ^=  —  q)  (a?), 
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SO  wird: 


2a 


/  <p(x)dx  =  0. 


0 

Man  hat  weiter  : 


I  f(a  -f-  hx)dx  =  +  _  I  f{x)dx^  je  nachdem  6^0 


■00 


—  00  —  OD 

Schlömilch,  Analyt.  Studien  I,  S.  83. 

OD  -  00 


0  0 

OB  _  _  00 


0  0 

Liouville,  Journ.,  Vol.  XVUI,  p.  168. 

-^- ^ 1  dx  =  <p(0)log  —     (FruUani). 

0 

Ist 

f(x)  rrrr   ^   UnSintlX 

(p(x)  =  2  bnSinnx, 
äo  wird 

TT 

2 


0 

7)   Es  ist 


—    /  f(x)<p(x)dx  —  ^ttnbn. 


W  1 

f  f{^^y)^y  —  0^  —  «*)  f  fl^^  -\-  (^  —  ^)!s\dz. 
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wenn 

y  z=  u  -}-  (w  —  U)js 

gesetzt  wird;  diese  Transformation  macht  variable  Grenzen  con- 
stant.    Man  beachte  ferner: 

h 
b  X 


jf{x)dx  =   rf(7cy)xdy 


a 

X 


h  h—-a 

I  f{x)dx  =  I  f(a  -\-  0)dz^    X  =  a  -\- 


a  0 

h 


//(.,..  =  (.-„,// jfLd_L^j;^,  . 


a  -\-  hz 


1  + 

0 


•9 


8)  Ist  die  Substitution  a?  ==  9(^3?)  mehrdeutig,  so  bestimme 
man  «x  aus 

9'  (a)  =  0,    a  21  «  2!  h. 
Es  wird  sodann 

r  f{x)dx=  I  F{z)dz-\-   f  F{z)dz  -\-^'^    C F{z)dz 

9)  Es  ist 

f    rg>(x,a)dx=   f^^dx, 
da  J  J        da 

a  a 

wenn  die  Grenzen  a  und  6  constant  sind  in  Bezug  auf  «;   da- 
gegen 

d 

a  a 

wenn  a  und  b  Functionen  von  «  sind. 


*      r     /      \  7  rdwix.a)  ^      .       ,,     ^  dh  ,       ^da 


10)   Die  im  §.  1  gegebene  Definition  des  Integrals 

9 


i  f{x)dx 


ist  nicht  mehr  zutreflFend,  wenn  die  Function  f{x)  für  einen  Werth 
X  =  c  discontinuirlich  wird.  Seien  m  und  n  endliche  Constan- 
ten, ferner  c  positiv,  so  ist  sodann 
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c — mi  b 


j  f{x)dx  =  lim     f  f{x)dx  +  f  f{x)d 


,    für  lim «  =  0. 


Die  conventionelle  Definition  des  Integrals  in  diesem  Falle. 

B.   Doppel-Integrale. 

1)  Die  Umkehrung   der  Integrationsgrenzen  ist  im   Allge- 
meinen nicht  gestattet: 

a)  wenn  sie  variabel  sind, 

ß)  wenn  die  Function  zwischen  ihnen  discontinuirlich  wird. 

Sonst  ist 

ß  d  ^         ? 

J  dxj  dyf(xy)  =  f  dy  j  dxf(xy). 

NB.    Man  kann    nach  dem  Vorhergehenden  die  variablen 
Grenzen  immer  in  constante  umwandeln  (vergl.  3). 

2)  Allgemeine  Theoreme: 

y  y  i]p(a«x«  +  h^y^)dx  dy  =  -^  J  ^{x)  dx 

0       0  0 

/   /  /[acosd  -\-  b sin ßcos^  -{-  c sin 0 sin ^] sin 0  dO  d^ 

0      0 

+1 


=  2«    Cf{Ru)du, 


— i 
wenn 

(Poisson)  Bertrand,  Calcul  Integ.  p.  461. 

3)  Sei 

so  wird 

J  J  fp(x,y)dxdy  =  j  J  {Y  —  y^)f\x,y^-\- {Y —  y^)t\dxdt 

4)  Umkehrung  der  Integrationsgrenzen. 
Es  ist  (vide  Fig.  1  a.  f .  S.): 


// 


f(x,y)dxdy  =  J  J  f{x,y)dydx 


L»»k»,  mathem.  FormelJuainiiilnDg.  15 
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Es  ist  (vide  Fig.  2): 
f  f  f{xy)dxdy  ==   j    f  f[rcose,rsind}rdedr. 

Fig.  2. 
Fig.  1. 

— ^X 


Insbesondere  merke  man: 


a 
a      b 


ab  b      a 

ff  <p{x,y)dxdy  —  ff  <p  (x,y)  dy  d 

0      0  0      a 


X 


0      a 


a      b-\-x 


b-\-a    a 


J  J  ^>{x,y)dxdy=  J    J  q>(x,y)dydx 

0       0  0  0 


fj  J  ^(x,y)dyd 


_b_    0 
6+a 


a      c — dx 


y 

ab  b 


J  J ^>{x,y)dxdy  =  J  J  (p(x,y)dyd 

0      bx  0      0 


X 


c—y 

c       d 


wobei 


+  Jj9(^iy)dydx, 

ab     0 


a  = 


6  +  d 
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V       fo*— X*  »         f  u- — y" 

J  J  ^{.^yy)dxdy=zj  J  (p(x,y)dyd 


ö     ö  ö     ö 

0       0 


J  J  ^(^^y)d^dy  =  J  J (p(x,y)dyd 

2a     Sa— X  a      sVay 

y    f  (p(x,y)dxdy  =  J  J  (p(x,y)dydx 

0     _x^  0       0 

4a 

8a      Sa— y 


/A 


+  /    /  q>(x,y)dydx 


a      x-\-2a  a      a 

J  J  (p(x,y)dxdy=  j   f  (p(x,y)dyd 


a      x+2a  a       a 

2a    a  Sa    a 

y-r 


2a    a  Sa    a 

Jf-  J  j(p{x,y)dydx  -{-  J  J  q>(x,y)dy 

a      0  2<:i    y— 2a 


7Z 


a       Vo*— ä^  2      a 


/   I  q>{x^y)dxdy  =    I    1  (p{rcos6^rsin0\rd0dr 

0       0  0        0 

2a    y2ax— X«  2       2acoa6 

I   I  (p(x,y)dxdy  =    1    1  (p  {rcos6,rsin0\rd0dr 


0       0  0       0 


2      2aco50  2a  2a 


f  f(p(r,0)rdOdr=  f  f(p(r,0)rdrd(K 

OB  0       0 

Einige  Litteratur  vide:  Todhunter,  „A  treatise  on  the  integ. 
calc",  p.  237. 


15* 
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§.  96. 

Einige  allgemeine  Integralformeln. 

(Vergleiche  die  Bemerkung  am  Ende.) 

1^     ['ni^)+fi-iu)     udu     _        1  )  Pf(x)dx 
^  J  2       .        Ä»  +  m2—        2\J    h-x 


Pf(x)dx 


r-f(iu)-f{-iu)     hdu     _  _  1  f  l^fix)dx 

"'  J  2  Ä«  +  M«  ~"        2\j    h  -  X 

0  lo 


,     ?f(x)dx 


3)  y -2 wj^r-2fwiogh 

^0  0 

*^  J   2 ÄM^lt^  ~  "  2  /W^^ 

J    yi  —  2acos:r  +  a2  J    ]/i  —  a^sm^a; 

6)  y  dx,)  {rqr2at/^  +  a4  =  f  ^ ^ 9 (sin^ ^),    a»  ^  1 


0 


=  f^^fy-^)^    a«<l. 

0 

Liouville,  Journ.  XIX,  p.  423. 
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7)  fax  <p(^)yj^-)  =  j  |.p  (^«)  ± ,  (.-<.), 


—8 

+8 


8)  Jxdx^^^^^^^^^^  =  ni[^ie-<"')±i>{r")\ 

-8 

Sitzungsber.  der  k.  k.  Akademie  der  Wiss.  in  Wien,   1857, 
S.  29. 

9,  1    />(«  -f  g-")  +  [/•(«  +  c")]  (1  -fcosx)  ^^ 
xj  1  —  2pcosx -\- p* 

0 

(Poißson)  Bertrand,  Calc,  Integ.,  p.  169. 

11)  y  J^^ — ■ — f-^TT '  ^^  =  ^/(^  +  «)• 

0 

(Abel/ Bertrand,  Calc.  Integ.,  p.  171. 

« 

J    t(i  -ir-m "^  tJi[f(x  +  «)  -/(a;)]. 

0 

Ist 

F(a:)  =  A^i  -\-  AiX  -\-  AjX^  -\ ,    u  =z  xe^ 

f{x)  =    üis  '\'  aiX  -\-   a^o:«  -| ,     v  =  are-**, 

so  wird: 

2 zlo oo  -^  AiüxX^  -{-  AiO^x^  -\ 

n 

0 

Ist 
80  wird 

a  o 

13)     r \tf  {x,x)  +  *(ar,a;)) dx=^  j   \(p{x,0)   f  *(o,a;)} dar. 

0  0 

Mathem.  Annalen,  Bd.  4,  S.  551. 
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a  a  a  a 

14)  I  dx  I  f{xy)dy  —  I  dtj  I  f{x,y)dx. 

0  0  0  V 

Serret,  Cours  de  Calc.  Integ.  II,  p.  295. 

'-^ 

15)  /  (2  CÖ.S  v)^  cos{m-\-1n)vdv  =  sin  nie  1  u'^{\  —  «)*•"*  c7m. 

n  0 

(Kummer)  Bertrand,  Calc.  Integ.,  p.  176. 

0  ' 

Todhunter's  Integr.  Calc,  p.  281. 

")/i-.-;r;o.w°+-'+/(°+7)i-'- 

=  ;r[/(a  +  c)+/(a)]. 
Ibid.  p.  282. 

0 

=-^{/(«+c)-/(<;)l- 

Sei 

9  [r  (cos  93  +  »■  s?«  9)J  —  9,  (r,  9)  -f  1 9,  (r,  9), 
so  wird: 

0 

20)  y^9,(r9)^|^^^  J|<jp(re-«)-9,(0)} 


21)  y9,(r9.)^^|{«p(r)-«jp(0)) 

0 

22)  /<p,(rg,)  ^(^/t^^  =  j^  {«P  W  -  <F(re-)} 

0 

Dienger,  Diif.-  und  Integralrechnung,  1857,  S.'263. 
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jt  n 

23J    /  9)^*'>(cosa:)sm8»a;da;  =  1.3.5...(2t  — 1)  /  <p(cosx)cosixdx 

0  0 

i  ist  beliebige  ganze  positive  Zahl. 

(Jacobi)   Bertrand,   CalcuL  Integ.,   p.   174,  vergl.  auch 
Schlömilch,  Analyt.  Studien,  II,  49. 

24)  Ist 

/  x^*(p{x^)dx  =  A2n 

0 


y>^{(.-iyj. 


X  =   Ca 


'  l\  X/  j 

0 

^0  gilt  nach  Gauchy  die  Gleichung 

2»        ^T       12  '   '  1.2.3.4  ^^  ^ 

Bertrand,  Calcul.  Integ.,  p.  228. 

25)  Ist/(^)  endlich  und  stetig  zwischen  0  <"  ^  <  <»,  so  gilt  die 
Gleichung: 


f{x)  = 


(D/j=.^/^.}- 


Schlömilch,  Analytische  Studien,  II,  158. 
26)    Man  hat 


Satz  von  Abel,  ibid.  S.  111.  Vergl.  CreUe's  Journ.,  Bd.  I, 
S.  153. 

NB.  Alle  diese  Methoden  gelten,  so  lange  die  Entwickelung 
nach  der  Taylor'schen  Reihe  möglich  ist,  natürlich,  wenn  diese 
ihnen  zu  Grunde  liegt.  Vergleiche  auch  die  betreftenden  Capitel 
der  Functionentheorie. 
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§.  97. 

Meohanische  Quadraturen. 

Bei  allen  diesen  Methoden  darf  die  Function  innerhalb  der 
genommenen  Grenzen  ihr  Zeichen  nicht  wechseln. 

X 

1)  ff(^x)dx  =|f/(0)  +  4/(|)+/(x)}-^|3/av,(o)_... 

0 

2)  Sei 
so  wird 


n— 2  ,         n— 1 


ff(x)dx  --={/. (t/o  +  yn)  +  ^h^yx  +  ^h^y 

0  2  1 

A  =rr  2,    4,    6   .  .   . 

X      1)       Oy       O      •     •      , 

Simpson,  Mathematical  Dissertations,  1743,  p.  109. 
3)  Sei 


X 


I  f{x)dx  r=z  nh  f  f(nhx)dx. 


0 

Setze 
so  wird: 


X 


J  f{x)dx  —  nh{Aoyo  +  Aj/i  +-^2^2  +•••  A^yn] 

0 

1 

Ap  =  A„-p=J-j^dx 


2i^p  — 


0 
nx(nx  —  l){nx  —  2)  .  .  .  (nx  —  n) 


nx  —  p 

Mp  =  X«,  ßir  X  =r  E. 

Cot  es,  De  methodo  differentiali,  p.  32. 

Für  w  =^  2  folgt  die  Simpson'sche  Regel. 
Für  w  =-  3,  4,  5,  .  .  .  9,  10,  ergiebt  sich: 
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3& 

f  /(x)dx  =  ^  (yo  +  3»,  +  3y,  +  y,)*). 

0 

/7  16  2 

/(x)rfa:  =  öo  (^«  +  2/4)  +  45  (yi  +  ya)  +  y^  J/2. 
0 

j    /(.r)rfx  ^  —  fy„  +  y,)  -[■  —  (y,  +  y,)  -f  ^fy,  -f-  j,,). 

0 

/4l  9  9 

f(x)dx  =  —  (yo  +  yg)  +  35  (j/i  +  ys)  +  .^gQ  (»2  +  ^4) 


y*  /(a:)dx  =  j^  (yo  +  y,)  +  ^  (j/.  +  y.) 

^O  OAC 


,     49    .       ,       .    ,     2089  ,       ,       , 

+  eiü  ^y*  +  y»)  + 17280  ^y'  +  y<>- 


/    -^^^^'^^  =  28350^^«+  ^-^  +  I4l75  ^^'  +  ^'^ 

464    .       ,       ,    ,     5248    .       ,       ,         454 
~  TilTB  ^^'  +  ^*^  +  14i75  ^^'  +  ^•■•^  ~  2835  ^'■ 

r*^/  X j  2857  ,       ,       ,    ,    15741  ,       ,       , 

J    f(x)dx  =  ^^^  (y,  +  y,)  +  gg^^  (y,  +  y,) 

,   27  ,   ,   ^  ,  1209  ,   I   ,  ,  2889  ,   ,   . 
+  2240^^»+  ^'^  +  56ÖÖ  ^^^  +  y^^  +  448ÜÖ  ^V*  +  V^^' 

/*  ,  ^  ,     16067  ,   ,     ,  ,  26575  ,       .       ^ 
J    f^^^  ^^  =  59877.2  ^y^  +  y^'  +^  149688  ^^^  +  ^^^ 

16175  ,   ,   ,  ,  5675  ,   ,   ,    4825  , 
-  T99584  ^y'  +  ^-^^  +  12474  ^^'  ^"  ^/t)  -  iJÖ88  ^^^^ 

17807 
*^"  24948  ^^' 
4)  Sei 

stA 

-^9>(^)  =  9^(^  +  *)  —  9^(^)  =  y /(^)rf^» 


+  2/.) 


*)  Diese«  Beeiütat  hat  schon  Newton  gefunden. 
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80  wird 

ff{x)dx  =  hf{x)  +  1  h^fix)  -  1  B,h^df'{x) 

X 

^l^B,hi^/'"ix) 

b 

I  (p (x) d X  ^==  h {(f  (a)  -\-  (p (a  -\~  h)  -\-  '  -  '  (p (a  '-\-  nh)] 

a 

-  |*{9(*)  +  9(a)}  -  l^iÄ«  {<|p'(J)  -  cp'(a)| 

+  l53ÄM<IP'"(6)  -  <P"'(«)}  -  ^55ÄM<|P^^(*) 

—  9^>(a)}  H 

Sei  ferner: 

6  —  a  —  |)  =  80; 
80  wird: 
h 

Jip{x)dx  =  -^  {217[<)p(a)  +  9(6)]  +  352[(iP(a  +  2Ö) 

a 

+  <|p(a  +  6Ö)]  +  486()p(a  +  4Ö)}  +  i^  [<|p(a  +  ö) 

+  9)(a-f  3ö)  +  9(a  +  5Ö)  +  9>(ö  +  70)]. 
Diese  Formeln  rühren  von  Euler  her. 
Vergl.  Bertrand,  Calcul.  integ.,  chap.  XII. 

Einige  Coefficienten  von  der  Form  - — ^^^^,. 

-^,  =  0,08333  33333  ^  =  0,00000  08267 

1  .  ^  Ol 

7?  7? 

•'=0,00138  88889  -rr^  —  0,0000000209 


4!    ~    ' 10! 

-^  =  0,00003  30688  ^  =  0,00000  0005 

5)  Methode  von  Gauss. 

9  ^ 

n 
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Dabei  ist 
a  sind  Wurzeln  der  Gleichung: 


i-m 


2 


»m 


_   l4-«m 


2 


'2x 


X! 


1.3.5 


n=  1 

a,  =  0,5 

fi,   :.-l 

12 


9  = 


^  ^L. 


2^-  (2x+iJ 
w  —  2 

ai  rr.  0,2113248654 
a«  —  0,7886751346 

Ri  ^=  Ri  =  — 


I 


P  =  l8i7^* 


w  =  4 

öl  =  0,0694318442 

Oj  =  0,3300094782 

03  =  0,6699905218 

a^  =  0,9305681558 

U,  =  R^  =  0,1739274226 

i?2  =  Jl,  =  0,3260725774 

log  R^  =  9,24036806 

logRi=:  9,51331428 

1   ^ 


9 


44100 


.(2x-l)J 
n  =  3 
ai  ■=  0,1127016654 

O,   r^  0,5 

(H  =  0,8872983346 

^1  ^=  -B»  =  Yg»   -^ 

^        2800  ^ 
n  ==  5 

ai  =  0,0469100770 
Oj  =  0,2307653449 
Os  =  0,5 

a4  —  0,7692346551 
Os  =  0,9530899230 
Ri  =  R^  —  0,11846344 
R^  =  R^  —  0,23931434 

^-225 
log  Ui  r=:  9,073584349 
logR^^  9,3789687142 
logR,r=  9,453997456 

1 


9" 


P  = 


698544 


'10- 


6)  Bei  allen  diesen  Methoden  wurden  äquidistante  oder 
bestimmte  Werthe  der  Function  als  bekannt  vorausgesetzt. 

Sind  zwischen  den  Grenzen  a  und  6,  aia2...otn  nicht  äqui- 
distante Werthe  eingeschaltet,  so  wird: 
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X 


x=a  a 
n 


a5=sffjf  o 


wobei 

g^  (x)  =  (x  -^  a)  {x  —  h)  {Xi  —  «i)  {X  '—  a^)..,  {x  —  an) 

gesetzt  wurde. 

Vergl.  Dienger,  Diff.-  und  Integralrechnung  1857,  S.  537. 
7)  Man  hat 


/ 


f{x)dx-^f{a) 


OD 


U 


Y  c»  -+- 1^! 


^0  =  0,    Ax-=  - 


dx    j       f{x  +  «j 


/(«) 


aj-^0 


Schlömilch,  Mathematische  Abhandlungen,  S.  103,  1850. 


In  Bezug  auf  die  folgenden  Integraltafeln  bemerken  wir,  dass, 
wenn  nichts  anderes  bemerkt  ist,  wir  mit 

a,  &,  e, . .  •  m,  n 

positive  und  ganze,  mit 

p,  3,  r  .  .  . 

ebenfalls  positive,   sonst    aber  beliebige  (rationale,  irrationale, 
gebrochene  und  ganze)  Zahlen  bezeichnen  wollen. 

Bei  bekannteren  Integralen  ist  die  Quelle  nicht  angeführt. 
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§.  98. 


1 

Integrale  I  f{x)dx. 


1 


1 


rdx  _ 

J     X»   ~~ 


/t 


00 


dx      n 


0 


0 

J  \l  —  xj  sinp% 


Grelle,  33,  13. 


6] 


r(x_ydx___jc_ 

J   \\  —  x/    X  sinpn' 


/(r^) 


^ xdx  =  ^—^  -^^^,p^  <:\.  Grelle,  38,  162. 


2       sin  p  71 


81 


r dx 

J  1+^ 


n 


+  x*       3W 


/r- 


dx 


2n 


101 


11 


y  1  -  2a; 


/t 


jc-fx«       3y3 


(ia;  1  ,  sink 

5 — i — 7,  =  - — 1  circtgn — ,- 

cosA,  -\-  x^       sm  A        "^     1  —  cos  k 


dx 
-f-  2xcosk 


T^  =  %  (2  sin  i) 


238 


12 


/t 
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—  dx  =  — •      .    ,  ,    p  <  1 


-f-  2  a;  cos  A  4-  ^' 


sinj)  7t     sin  l 


13 


Legendre,  Exerc.  4,  103. 

1 

a?  dx      1 


14^ 


/t 

0 


% 


l  -\-  p    ,    3r  p 


V2 


+ 


15 


Schlömilch,  Studien,  I,  7. 

,     _      2«/» 


1 


-  Schlömilch,  Studien. 


16 


17 


/x    i  p;a 

Vi  —  a;  2«2 

0 


4 


18: 


19: 


2o: 


21 


/dx       X 
Vi  _  a;2  ~  "2 

0 

1 

/xdx      
Vl-x^~ 

0 

1 

fx^  ^dxVl  —  a;2  = 


/^-da;Vrr^»  =  ?!^.f 


2a-l/» 


(a2 


.  Grelle,  35,  13. 


22' 


1«^^  p/2       :r 


23' 


+6/2     2«+*  +  * 

2a-i/2p/a 


24^ 


0 

1 


j^dx 
Vf—  a:» 


25) 

0 


/ 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


33 


34 


35 
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VT-¥»         l"'* 


dx  2 


yx{\-\-px)    Vp 


=  TT  ^og  Wv  +  VlT^} 


dx 


yx(i  —  X) 


^]  ~  "^^"^  dx=z  -^ISSS  «•  Ohm,  Anm.  46  *). 


/ 

0 

/ 

0 

/ 

0 

/ 

0 

/ 

0 

/ 


\/x(l-x)  2«+*^ 

1  dx  n 


a  —  hx    }/x{\  —  x)       ya{a  —  h) 


logxlog(l  —  x)dx  =  2  —  — 


=  0.  Mascheroni,  Adn.  p.  18**) 


,    0<6>a 


log  log  x 


dxylog-  =  Xt"    Grelle,  17,  1. 
^  X  ^ 


=  =y7t.    Ibid. 


log^ 


y^a?->  Qogxydx  =  (-  1)»  -^,   a>0 


*)  M.  Ohm,  Die  Auswerthungsmethoden  beRÜmmter   Integrale,   Nürn- 
berg 1852,  437  S. 

**)  Mascheroni,  Adnotationes  adCalc.  integ.  Ealeri  Ticini  Galeatis,  1790. 
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e-*    ,  2  4-  eVn 
(ix  =—  ^ 


y. 


X 


4e 


36)     Ce-''\/xdx=^ 


0 

38)/ 


39)/ 


40)/ 

0 

4.)/ 

0 

42)/ 


43,/ 


1  +  ^ 


l2 


?0^5J 


1  —  X 


logx 


j  ^ 


«3 

6 


OD 


1  -\-  x^ 
logx 


dx  =;=  — 


l 


-        2(      ^^\2n-^iy 


1  —  x2 


da?  = 


8 


^  1     • 

cosqx  ax  r=z  —  sm q 

q 


sinqx  dx  =  —  (l  —  cosq) 


^  Grelle,  38,  331. 


sin^(2  7tx)dx  ■= 


44)/ 

0 

45)/ 

0 

46)/ 

0 

47)/ 

0 

■r logxdx 

1  —  iC 


1 


cos^{2nx)dx  =  — 

4» 


sin(2a7tx)dx  =  0.     Crelle,  35,  1. 


logx       ,  1  7     1 


OD 


1 


(i»  +  '0* 
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1 

0 

1 

0 


Grunert's 
Archiv  6,  434. 


6~Ä 


^l)  f^logil^xp) 


1 

53)  y  -^  %(1  —  2a;cosA  -)-  a;»)  =  y  —  »i  +  ^ 
« 

^  J     ic      -^  1  —  a;         4 


1 
...     r  äxloqx  71 

1 

57)    /*   /^^      ^^log2~  1 
i/    Vi  —  ic«         ^ 


arcsinq 


«,/ 


^'^  —  :i:9  ,  ,     7^  4-  1 


logx 


a  +  1 


Bidone,  Mem.  Turin  1812,  231. 


»,/ 


Iog(l  +qx^) 
l/l  —  a:2 


dx  =  nlog 


1  4-1/1  4-^2« 


2 


J  Vi  —  ^3  -^2 


1 
arcslnpx  d  x  Tr=  arcsinp Vi  —  p^ 


Latka,  mathem.  FormoliiBamoUuiig. 


16 
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/•  1 

62)  /  arctgnpxdx  =  arctgnp  ■—  h~  ^^^(1  +i^^) 

0 

1 

63)  /  —  arcsinx  z=  —  log2 


0  ^ 


§.  99. 

+1 


Integrale  j  f(x)dx  und    /  /(:r)  d  :r. 


— 1 

+1 


1)  /    —  ^r-  —  (2oi  -{-  l)ni,  X  beliebig  aber  ganz. 

2)  /      ^,  =  —  cosec  —   Ohm,  Ausw.  14. 
^  J    xfxP  -  l       P  a 

3)  f  (a^  -  \)'^l^  =  (-  l)c|.  cosec  ^.  Grelle,  38,  162. 
1 

/*         dx  %  ^^Ti*ji 
S  =  -g-  cosec  -jp-  n>id. 

^^  /rT^'^^  =  2(2TW'  ^""-  "^""^  ^^^^'  ^^^• 

6)    /  j^3^  da;  =  -  ^.    Ohm,  Ausw.  16. 
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7.         P^^  * 

i)    I  — arctgnx  =  00 


''/^="-«'»«^=i:(-"-(5^TT? 


»'/ 


OB 

X 


dx  Vayt 

e —  — 


9 


I/X  -   1  fi 


§.  100. 

Integrale  f  f(x)dx. 


l)     laf^dxVp^  —  x^  =  -^^  i?»*+«  ~.  Sohnke, Sammlung*). 

0 

Jx»+^dxVp*  -x*=  -^  1)»+".    Ibid. 

/dx     _ 


2) 

0 


0 


^^  y  V;rni  =  2Mi^'T    Sohnke,  Samml. 


5)     /  J:^^  =  IJ  2^»^+^    Ibid. 


Vp«  —  a;ä  "~ 


3*^ 


*)  Sohnke,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Differenz-  und  Integral- 
reehnong.    Halle. 

16* 
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/X^  d  X  P'^ 

Vpx-x^^^'2^^''''    Rogner,  Mat*). 

7)  /  arcsin  —  dx  =  — ^r —  p 
J  P  ^ 

0 

/  X 

8)  /  arc  cos  —  dx  =  p 

0 

dx  r=  —  00.   Grunert's  Archiv,  10,  247. 

X  —  p 

0 

/dx 

0  ' 

Grunert's  Archiv,  4,  113. 


§.  101. 


Integrale   1  f{x)dx. 

0 

1)    /  — f4— ,  =  -r^.    «>0>    *>0 

0  ' 

P     dx 
2)     /  T^ -^  unbestimmt.     Grunert's  Archiv,  10,  240. 


3)  f  i^ax   '    '''^—   '  '-^^  "^  r7)-^— tt:  ^^'J  t^^  ^^<^^    ^<^ 


fZa;  l         ,     ad 


"')  Roguer,  Materialien  aus  der  höh.  Analys.     Gratz  1853,  463  S. 
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4) 


J    iax 


dx 


(a  X -f- 6)  (tti  a:  +  6,)  (o,  a:  +  ftjj 


fhrlog  -~ — ^-  b^plog  ^^^^ 

pqr  [        ^  abi  <hl>i 


wenn   --  >  -i  >  -1  und  alle  positiv,  ferner 


5)  f-i^^  =  ^ys 

'  J    1  +a-»         9    "^ 


6) 


=  ^V2 


7) 


8) 


/_rf£__  jr 
1  +  ar«  ~  T 

0 

/g  4-  ^^'         da;       _  g  —  hb*     jr 
6«  +  a:«  *  c»  —  a;«  "~  6«  +  c*  *  26 

/dx 23r 
^      1  +  ar  -I-  ar»  ~  3  1^3 


9) 


10) 


11) 


r - 

J    1  -  2a: 

0 

/t 

0 

/t 


cos  A  -f-  ^^         ^in  k  '   2 


dx 


,   o- >^  >  0 


iL.     ^>A 

-f  2xcosA  -f  X«  ~  sink'     2  ^ 


0 


;r 


sinpk     p2  <;  1 

— ■  .^„^  ■         -- ■  ■    •     —       ■    ■  ■     — - 

-(-  2qxcosX  -(-  g^x*-'        g^+^smpw      smA  '    l^  <^  n^ 


Plana,  Mem.  ßnix.  Tom.  10. 


12)     f ^ - .^, 

J    a  +  bx'^-j-cx^       2Vafc  +  2a\/rc 

/x^dx 7t 
a  -f  6a;2  4-  ex*  ~  2a\/l  +  4a6 


13) 


J      14"^         stnvTi 

0 


6«  <  4ar 
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^^)     /        .   ,       =  -^  cosecpn^    1>  <  1.    Grelle,  45,  370. 

0 


/ 


2 
Cauchy,  Cours.  Lcq.  34. 


n)/f^  =  f«>*,^,     !>!'.    Ibid. 

0 

^^)   J  (TT^-  =  2^  •  2  •    ^*^^^-  ^^«-  ^^' 

0 
0 

Grunert's  Archiv,  3,  278. 


x^"^  n  an 

,  -j — -  =  —  cosec  ^-' 
1  -|-  a?P        2^  P 

CO  3  >i> 


20)     /  ,  '^i    ^«  =  ^  ^osßc  ^,    P  >  9  >  0 


0 

Cauchy,  Sav.  Etran.  1827,  599. 
22)     /   — -f —  =  —  sec  =^ 


23)     / =  —  ton  ^ —    Grelle,  38,  1. 


0 

OD 


24)     /   ,  =       .  arcion  ^-^ ^,  Q<iP 

^   J    (gj  J^  a;2)  Vji^ii  -I-  x^       qVp^  —  q^         ^  q  ^      ^ 


/ 
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26)     je  '*dx=]/n 
o 


AX 


'  dx  =  ^r  e-^Vn 


1     ^ 


30)     y   c-*»iF2«^^'^  4^V^*-    Grelle,  35, 

o 

OD 


13. 


31)    /  T-rii;^  =  —Jog2 


1  +  ^P'        2p 


'    )   J    e:px 


dx 


n 


-f-  er-P'^        4p 
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A, 


33)     /  sinxdx  und    1  cosxdx  sind  unbestimmt. 


34)      /   5m 


J  5m  ^,  d  a;  =  y  cos  ^  d  :r  =  I  V^ 
Bidone,  Mem.  Turin,  1812,  231. 


35)    * /  sin^xdx  =  /  cosxdx  =  qo 


36) 

0 

a:da:  = 

~  3'V» 

37) 

0 

xdx  — 

0 

Raabe,  Integ.  149''), 


^)  Baabe,  Integralrechnung,  3.  Tbl.,  Zürich  1839. 
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r                                     1                              \^^ 
38)     /   sin^''xsinpx(lx  =  -^  '  — — — - 


0 

OD 


39)     /  sin^'*  X cos p X d X  :r=:  0.   Raabe,  Integ.  149. 


0 

OB 


40)     /  sin^^^xsinpx  =  0 


0 

,90 


/f  jaa— 1/1 

0 

42)     hi'l^^äx^-O,    h<a 
'   J    ti?n  a  X 


0 
a 


43)     /    :i dx  =  0 


J     ^  ~  pcos^i 


cos  ax       , 

dx  =  00 

X 


cos  a  X 


;•            cos  ax  j  -        9  ^  ^ 
2t^dx  =  0,    p^<l 
0      (1  —  p^sin^x)  ^ 


46)  j   (T^'^^'xdx^^^ 

0 

47)  f  e-^'^x^dx  —  -^\  ^ 
'   j  4%  ^   p 

0 
0 

49^     i    _^_     dx  =  y.   Cauchy,  Mem.  Paris  1823,  603. 

0 

0 
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0 

o 

Grunert's  Archiv,  1,  360. 


O 

00 


o 

^    .1 >^  (-1)' 


57) 


O  * 

e^'  —  ^"'  8  a« 

^8)  y  ^.  _ ,-..  ^^  =  -^^-  ^^-1 

Grunert's  Archiv,  12,  130. 

S ^^  =  ^09^ 

/l  ddC         1 

o 


62) 
o 


/'  fÜ^  dx  =  V- 
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^^)  fy~  =  ^^^og2 


64)  f-}^I-.dx=--^log^ 

0 

65)  f  logiq^  +  x^)  -^^^  =  ^  log(p  -\-  q) 

0 


66) 


J      ^  \    ^  x*J  p^  +  x*       p     "      p 

0 
0 
0 


12a/l 


70)  /  rp2fl  sf 

0 

71)  /  x^^  cosqxdx  =  0 

0 

OD 

72)  /  x^^^sinqxdx  =  0 

0 

09 

73)  /  x^^-^cosqxdx  =  (—  l)« 


pa-l/l 
n2a 


Oettinger,  Grelle, 
38,  216. 


00 


_.,      fsmpx  ,  ff  -     - 

74)  J  -^  ^^  =  -2'      i'  >  0 


U 


=  0,       p  =  0 


ff 


=  -  TT.  J»  <  0 
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n)  f^dx 

0 


OD 


n 


=  --•    Legendre,  Exerc.  5, 


35. 


^_-     /^  sinqxcospx  , 


2'    «>^ 


=  0,     5  <  i> 
=  ■4'    P  =  9 


78)/5i^d.  =  co 


OD 


80) 


/sin^qx  ,  (yar 


81)     Psinpxsinqx^^^ 


x^ 


pn 


»  i>^2 


=  Vv  P  ^  a 


Ohm,  Auswahl,  18. 


82)  y   ^-^5 — ^—  dx  =     ^^    ^,  n  q>p 


83) 


x^ 


—  cospx 


qjt 


nq 


Bidone,  Mem., 
Turin  1812, 231. 


dx=  -^,  g  >  0 


=-?.«<» 


Poisson,  Mem.  Acad., 
1816,  71. 
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g,^  J^cosqx-cospx  ^^  ^  p-q  ^ 

0 

Bidone,  Mem.,  Turin  1812,  231. 
o-\      f  cospx    ,  n    ^         ^  ^ 


;r 


86) 


/xsinpx  , 


yc-i',  i>^o 


1 


0 

88)     P^pi^d 
^  J      1  -f-  a;« 


r  P 


;r 


rc  =  3r 


>  Legendre,  Exerc,  5,  85, 


ßP  —  (,--p 


0 

^r^^      l^ xsinqx  , 

0 


3r 


-  cos  q 


Cauchy,  Sav.  Etran., 
1827,  124. 


91) 


/ 


cospx     ,     


3r 


q^  4-  x^ 


dx  -=  -r—  r-*«,    «  ^  0 
2g  ^  — 


9.2)  y  ^np^, '^^  =  2  ^~"'  ^'>^ 

0 

/^«x      r  xsinpx  j  n 


^,,      /*  cospx     ,  3r 

94)  y  ^r=^''^=2^^"i'« 
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0» 


'sinaxsinbx^  e*«  —  c~*« 

dx  =  3ie  **« : ,  0<ib<ia 


q^  4-  x'^ 


4g 


j.^^     p xsinaxsinhx j           _^e-^-\-e^^    ^  _, 
^^^  y  — ^TZrii—^^^^^^ ?— ^  0<i<a 

0 


97) 


/'  cosaxcosbx  ,  e^-l-e"^ 

^2^:c^     dx=it€r<^^,      \^      ,   0<6<a 


jre 


98j 


99J 


/sinpx     dx 
q^  -4-  x^  X**-» 

/COS  p  a:    d:c  
g«  +  a;»  ^  "" 

0 

/t 


43 


,   a<C&<C<» 


Schlömilch, 
Studien,  1*). 


=  (-  ^r 


n 


{-If 


2q^ 


n 


C-M 


e— pff 


smax 


2gaa+i 


1      » 


lOlj 


/t 


sinax 


dx        1       ff 


,  i'<l 


,i»i 


Plana,  Mem., 
^  Turin  1818,  7. 


2^cosa^  -|-  j>''   X 


%i       .nix 
r  log  sin  — 

•  ,  mx 

r  log  cos  -y 


/Oflf 


'  2  1  — i^ 
1  —  e-~ 


,i><l 


,  i^>l 


log 


1  4-  g-"» 
2 


mx 


104) 


2,           3r,c"*  —  1 
-j — — -  ax  =  -r-  log i — r 


*)  Schlömilch,  Analytische  Stadien,  1848,  2  Thie. 
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105) 


/'    xdx  si 

1  +a;3  1  +  2a( 


stnmx 


7t 


106) /j 


dx 


+  0;» 


cosmx  -{-  a^       2  (a  +  e"*) 


log(l  —  2acosma;  -f-  «*)  =  nJog{\  —  ae^*~) 


^  J    sewa:»  \  -\-  x^        2 


Ä     ^  —  er^ 


2     c«  —  c- 


,    6<a 


2   e^  —  6"" 


^  J    sinax  '  1  -^  x^        2 

0 

i/^/.^    pcoshx        dx  3r  e*  +  C-*         ^  ^      t.m 

109)    /   •  -z — i — '  =  -TT ,     a  >  6.    Ibid. 

^J    cosax    l+x«        2c«  +  c-« 


Legendre,  Exerc., 
5,  29. 


110) 


J    1  —  22)co 


—  t>cosrx 


dx 


% 


1 


2  g    1  —  pe^9 


,    i)«  <  1.    Grelle,  25,  74. 


111) 


/i 


-^  . ,    »3  ^  1.     Ohm,  Ausw.,  26. 

2g     1  —  2)6''«'    ^  ' 

sin  rxdx 


X 


2pcosrx  +i>^  3^  4"  ^* 


1       Ä 


e»*9 


,    j>  <  1.  Legendre,  Exerc,  4,  132. 


2  1  +i)  c*«»"  —  p 


113) 


/ 


cosxp 


V. 


da; 


X 


=Vi. 


2p 


rsjnpx  ^^  ^  y^pn.   Mem.  de  Turin,  1821,  209. 
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CD 

115)   f  ^?i^  dx=.-  V2^.   Grelle,  38,  216. 

J       XV  X 


xVx 

0 

(^  sin  ax  cosbx 


Bidone,  Mem.,  Turin  1812,  231. 


p»  +  2» 


117)    /  e-P'sinqxdx  '- 

0 

/e-P'cosqxdx  =  — -^ — 


118) 

0 

OB  . 

119)  Je-p^cosqxdx  =  i  e-^  V- 
Cauchy,  Exerc,  1827,  p.  233. 

120)  1   e-P^sinqxdx  =  y)  (-  1)«  ; — -!^^— :  •  -^^ 
Grelle,  38,  216. 

OD 

-^,;^-—-^da  =  -tgnx 


0 

OB 


0 
0 

1241    ^t^l-ZLi:^     d     __J_ 
0 

//'^x   ß—««)8  d(X  1 


256 


Be8timmte  Integrale. 


0 

00 


127)    /   — da;  =  —  -pr 


Plana,  Mem.,  Turin  1818. 


§.  102. 


Integrale    f f(x)dx. 


—  00 


+  x 


J  X  -^  q 


0 


OD 


+  G0 


^>/f 


dx 


—  00 


J?2  +  X^ 


+  00 


TT 

2> 


—  0» 


+  • 


^)/r 


o; 


2b 


JT 


■  00 


-_  da;  =  —  cöscc 


(26  +  1 


2a 


% 


,  26  <  2a  —  1 


Grunert's  Archiv,  2,  266. 

+  00 


da;  =  0 


5)  T-^^ 
^  W  1  +  ^^ 

—  00 

6)  y  1  +  :c»«->  ^  ^  =  ä^^TT  ^<>^^"  (27^1  •  2 ; 

—  00 


+  00 


')/t 


X 


26—1 


4-a;3« 


-1 


da;  — 


2a  —  1 


<^n 


2a  —  1 


Ibid. 


00 


+  » 


«'/r 


J5 


96 
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ia 


— 'X 


X 


rfx  :=  —  co^n  ( — ^         äY    2  6  <;  2a  —  1 


'>/f^  =  ^'    26<2«-l 


—  » 


,.       /"  a:»»  ,  st  ^      (2b  +  1  «l 

—  00 


—  OB 


''>  /; 


Grunert's  Archiv,  2,  266. 
a  4-  ^^ 


a;=*  -j-  2ca;cosA  -f-  c 

OD 

Plana,  Mem.,  Turin  1818,  7. 
13)     re'dx  =  CO 


-  dx  --  -?-v  ( a  —  TT  6M 


I  —OD 


+  • 


—  OB 


+  « 


15)  ferP^-^'dx  =  e*^\  —•    Cauchy,  Exerc,  1827,  233. 

—  oc 

16)  A-i»«^+«* dx  =  ^  |/~-     Ohm,  Ausw.,  20. 

—  OD 


+  • 

17)    fe-P^-^  dx  =r  e-»"»^^«  y^.    Cauchy,  P.,  19,  511. 


—  OD 


=  —  cosec 


18)  r     '"      dx  =  ^ 

—  CD 

19)  Csin{px^)dx=y^ 

—  00 


a 


20)  ycos(j>a;»)d^  =  ]/^ 


Schlömilch,  Studien,  1,  13. 


— -• 


Latkft,  rnAihem.  VormelnsAiamlttxig. 


17 
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21)  fsinipx^  J^^x  +  r)dx  =  sin  jf  -  ^^y^^)  Vj 


. —  OD 


22)  fcosipx^  +  2*  +  r)dx  =  cos  {|  -  ^-^]  Vj 

00 


Ohm,  Ausw.,  25. 

+  00 


23)  /^;q^'?^  =  |^{?<'i?«-«co«i/n.i>:r|,    p 


<1 


—  00 

+  <» 


24)  fer-p^yxdx  =  ö^]/-^'    Ohm,  Ausw.,  20. 

—  00 

+  0D 

25)  / dx  ^  n 


00 

■}•  00 


26)     /"Ü^^  da;  ==  xcospq.    Bidone,  Mem.,  Turin  1812,  231. 


— 00 


27)     f^pp^^  dx  =  0.    Moigno,  Int.,  133. 


00 

+  00 


28)     r^^'y^dx  =  7ce-P^.    Ohm,  Ausw.,  25.      . 


—  00 

4-00 

p  -[-  qx 


sintxdx 


29)  J  r-\.2sx-\-x^ 

00 

_  [p  —  (LS  sinrt-\-Qcosr^n e-« VJ^.    Ohm,  Ausw.,  25, 
^">'  J  qt-]-x^    x»'  ~ 


—  00 

+  00 


—  00 

+  00 


32)     r^^lP^  dxr=±  Ttsinpq.    Mem.  Turin  1812, 
J  X  ^  q 

00 
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+  • 


33)  /^p^  <*«  =  f  e-P^.    Ohm,  \u8w.,  25. 


+  • 


34)  f^^,  dx  =  0.     Ohm,  Ausw.,  23. 


+  00 


35)/- 

00 


p  +  qx 


+  2sa;  +  a;» 


costxdx 


qsinrt  —  fy ^  cosr^  ,Äe-«Vr-.«. 

Vr  ^  s^ 


Ibid.,  25. 


+  • 


o/?\      r  cospx   dx       /      ,x      ff 

OD 


cospx     dx 


^    J  q'  +  x^ 

OD 

4 

38)    / 


/p2o— 1 


=  0 


+  0D 


da;  =  Ä, 


CO 


'  §.  103. 


4 

Integrale   j  f(x)dx. 


n 
T 


1)      /  tgnxdx  =  -^  log2 


n 

4 


2)  ft9n^xä.  =  ±(-XY-^A-- 


Grunert's  Archiv,  6,  434. 


17* 
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n 
T 


'>/r^ 


X 


dx  =  —  - — i — -  < 

tgnx  1  +  i>^ 


U.^  1  +  P 


log 


V2 


n 

T 


4)  fxtgnxdx  =  _  |  fo<,  2  +  |2  (2^,rFiy 


7t 

T 


rxdx  _  «  j     2  4-  1  V  JzlH"- 


T 


6)  Jlogsinxdx  =  -^log2-\^^--^^ 


n 

T 


7)  Jlogcosxdx  =.  -  I  %  2  +  1  2  (2»  +  1)°- 


n 


/»  1 

logtgnxdx  =  ^^(^  1)«  ^^^^^  .p^, 


TT 

T 


9)     /  '<^^(1  +  tgnx)dx  =  ~  ?05f2.    G runer t's  Archiv,  6,  448. 
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§.  104. 


2 

Integrale  j' 


1)      /  sinhxdx  ^=  0^    6  =rr  4a 


,     6  =r  4a  4-  1 


4a  -|-  1 


=  2^'    «^^-4a  +  2 


+ 
1 


4a  +  3 


,    6=r  4a  4-  3 


2)      I  cosbxdx  =  0,    b  =  4a 


o 

=  0,  6  =  4a +  2 

—  1 


4a  +  3 


,    6  =  4a  +  3 


¥ 
sin^^xdx  ^^'Y     Grelle,  38,  p.  331. 


o 


n 
S 

st'ri»«+^ icdx  =T  — .     Ibid.,  p.  162. 
o 

cos^^irdo?  =^  ^2*  "o*    Cauchy,  Cours.  Leg..,  32. 
o 
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/00/2 
cos2»+ia:da:  =  — -    Grelle,  38,  p.  162. 

0 

n 

sin^^ X cos^^  X d X  =  -^TiW  2"'    ^^®^^®'^  Journ.,  15,  1. 
0 


TT 

T 


.2a'+T  8^«+^ 


8)    f  sin^^  X  cos^^-^^xdx  =  ^     ^    ,  ^7^^ •    Ibid.  38,  162. 


0 

TT 

"2 


la/a  i^/a 


9)    f  siv^''+^ xcos^^xdx  =  -^^^'    Ohm,  Ausw.,  49. 


0 

"2" 


la+lA  p/1  1 


0 

Grelle,  38,  162. 


~2 


1    l^A  l^ 


9( 


j««-*a;  ,  .      -.,    1         2«^ 


rcof^-^^  ,_^.,_L_^^.    V.  T.  12,  Nr.  19. 


0 

8 


^^^    ^  da;  =  C —  1)1»  —  — —  =    /  — zj—  dx.    Ibid. 

0  0 

0 

n 

15)     Ti ^^^ 1  =  (jr  —  X)cosecX 


0 
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T 


16)     ^^    I    ^^ T  =  ^cosecL    V.  T.  12,  Nr.  19. 

J    1  +  sma;eos  A 


0 
n 
T 


^-,      r        dx  1  g 

17)     /    — ^ =  arccos  — 

J   p-j-qcosx       Ypi  _  g2  jp 


arc  cos  ~,    3  <C  i>. 


Lobatto,  Integ.  53*). 

1         ,     q+Vq^  —  p«         ^ 
%^ ! ^»    P<9 


1 


—  P  =  q 

P 


X 

T 


18)      /  j =  —     .  log  ^ ^ ^,    JP  <  g 

=  00  P  =  3 

Ueber  die  letzteren  Integrale  Grunert's  Archiv  21,  26. 


1^)      /"r-r-^TT— r   =  ?  r-^^ —   Grunert's  Arch.  10,  449. 


o 

n 
H 

dx 


20)      f—, — 2 f    ^   '  ,     =  n^-    Grelle,  34,  101. 


o 

n 

T 


21)      /"       stna;da;  _  ^  Jl^  arc<</ni),    i>»  <  1.    Ibid.  46,  119. 


O 

3t 

"2 


/sinxdx  1   ,      1 +i>        0^1      TIM 

-^---^^ ^^^  =  -—  (Oflf  , — !— ^,    «2  <  1.     Ibid. 
Vi  ^pHin^x       2p     ^  \  ^  p'    ^    ^ 


23)    / 


xcosxdx  =  —  —  1 


*)  liobatto,  Lessen  over  de  Integraal •  Reckening,  'sQravenh. 
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n 
~2 


24)     /  ?— ^  =  -^  log%   Grunerf  s  Arch.  10,  449. 


n 
T 


25)     /  xtgnxd 


rr  =  00 


n 
"2 


2«>  /ä^  =-  2  ?(irFI?-  Legendre,  Exerc.  5,  61. 

0 


TT 


27)     /         ,f   =00.  Cauchy,  Exerc.  1826,  p.  205. 


n 


28)     / j: ■. — -  dx  ^=  —  log{l  —  p) 

^  J    l  —  2pcosx  -]-  p^  p     ^^         ^^ 


n 
2 


29)     /  logsinxdx  r=:  —  -—  ]og2 


n 


30)     /  log eosxdx  :^  —  —  log2 


n 
7 


31)     /  logtgnxdx  rrn  0 


0 


32)     /  log(l  -\-  qcos^x)dx  =  itlog 


nloaL-^yi.±3. 
2 

0 

Mem.  Kasan.  1835,  1. 


n 


33)     flog(l  -f  q^tgn^x)dx  =  %log{l  -\-  q) 
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§.   105. 


n 

Integrale   /  f{x)dx. 


1)    fsi 


stn«''+»a;dx  =  i^5^  2«».    Grelle,  38,  162. 


n 

2)     /  co.$*»+*ardiP  =  0 

0 


'  Cauchy,  Exerc.  1826,  p.  205, 


X  sinbx  dx  T=rz  0 


a^b 


X  cosbxdx  =  0 


4)  /  sina 

0 

5)  /    cos a 

0 

n  n 

6)  /  sin^pxdx  =  1  cos^px  dx  =  -^ 

0  0 

n^     r   '  •         j  /      i\«  1  (^sinpn 

7)  /  stwßrrsiwarraic  =  ( —  1/*-^    ^  __    ^ 

0 

.V     /*  ,  /      ^^   psinpn 

8)  /  cospxcosaxdx  =  (—  1)'*  -^-^^- 

0 

J    cosx 


Schlömilch 
Beitr.  I,  §.  8. 


dx 


n 


— .,    !>*>« 


1 


p  -|-  qcosx       yp2  —  q9 

=  0  i>»  <  q^) 


Grunert's  Archiv 
21,  26. 
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"/=7 


dx 


=  -,  jp«  >  g2l  Grunert 


i2)/rzr 


=  0  g^>P^] 

dx  n 


's  Ar  eh. 
21,  26. 


2pcosx  -{-  p^        1  — i>* 


•'>/t 


dx 


j)*  —  1 


,    1''<1 


,  i>*>i 


-\-  2pcosx  -\-  p^        1  —  i»* 


,     1><1 


''^fl^ 


COS  a  X 


2pcosx  -\-  p^ 


1 — a 


=  #tT.-'>' 


Euler,  Calc. 
Int.  4,  p.  4. 


^^ff- 


smx 


-j-  cosx 


dx  =  —  nlog  2(1 — p) 


p<l 


=  —  27tlog[l—p'\-Vp^  —  l}   p>l 


71 

16)  r  ^^^^^ 

^  J  p  —  cosx 


dx  =  nlog2(\  -\- p) 


P<1 


=  2  7clog{l  -j-p  —Vp^  —  l]   p>l 


\o 


7t 


o i r,  da?  =  —  %(l+p),  i)<l 

2p  cosx  -+-  p^  p     ^  ^     '  '^'^  ^ 


—  log — ^-^,  p>l 
p  p 


Poisson 
P.,  17,612. 


18) 


71 

I  e^'sinpxdx  =-Y^ — j  {1 — e^^cospn] 


n 


Grelle,  34,  75. 


19)     l  (ß'cospxdx  ■= —^^-—^\ffi'cospii  —  \\ 
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3» 

20)  fl09{l  —  2pcosx  -\- p^)dx  =  0,  1>  ^  1 

0 

^  ,  =  ^^logp,    jp  >  1 

21)  flog{\  +  2ßcosa:  +  p'^)dx  =  0,  1>  <  1 

0 

=  2nJogp,    p>  l 


§.  106. 


2Ji 


Integrale  j  f{x)dx. 
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9« 


1)     r  sin^^^^xdx  =  (i 


5Ln 


la/a 


2)   J*sin^-xdx  =  ^'2n 


27t 


3)     /  5tn2«+*rcco5  6a:d 


X  =  0 


%n 


*>fi 


dx 


2n 


_[_p2_2|>cosrr       1 — p 

2ä 


;,   P<^ 


^3—1 


,     1>>1 


örunert's  Archiv 
13,  193. 


%it 


sinaxdx 


rsmax^ ^  Raabe,  Integ.  172. 


268 


27t 


">  /. 


Bestimmte  Integrale. 

cosax  ,  27t  p^ 

2)^  ~  2p COS X  1—2^ 


Grunert's  Arch. 
13,  193.  . 


ire 


'>/«- 


da; 


2;r 


-|-  6  cos  a?  -|-  c  sin  x        y^^  _  j2 c* 


=  0, 

=    00 


27r 


«)/=^ 


c2:z; 


~23r 


«2  — 62_}-c2 


:,    a2>6«  +  c« 


-f-  6  cos  rr  -f-  c  sm  a?        l/^a ^2 ^2 

0 

=  —  00,  tt2=62-fc» 

Grunert's  Archiv  12,  409  und  21,  26. 


%n 


9) 


/cosax         , 
1  -^  i)  cos  x 


—     2^^    / 1  — Vi— p» 


a 


vr=:?i^ — 1'  ^<^' 


2s 


—    2«"    JVi_|)«— 1 


I 


10)   f-^'.^^^a 

J    1  —  pcosx 
Ohm,  Ausw.,  26. 

11)    I  log{l  —  2pcosx '{-p^)dx  =  0,    p^  ^  l 


,    1?<1 


27r 


12)     /  %(1  —  2pcosbx  -}-  p^)cosabxdx  —  0 


2/r 


13)     /  ?o^(l  +  2i?cos^-|-|)2)cosaa;da:=r2;r(— 1)"-'^,    ji2<;i 


2;r(— 1) 


,o— 1 


Grelle,  23,  105. 

27r 


a^>' 


•>  i'*^i 


/2  Ä 
?05r(l  —  2|)cosa?  +  2>^)cosan:da?  r^ir ip«,    |> 


<  1. 


Grunert's  Arch.  13,  193. 
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§.  107. 

Theorie  der  GammaAinctionen. 

Es  ist 

0  0 

nach  Legendre,  Exercic,  oder  nacli  Gauss 

r{x)  =  n(x  —  1) 

Com.  Gott  rec.  1812.    Tom.  II. 


Ist  x  ^  0,  so  wird 

2)  xr(x)  =  r(x+  1) 

uad  für  ganze  Zahlen 

3)  r(n)  =  n! 

4)  r(n  -j-a)  =  a{a  +  1)  .  .  .  (a  +  n  —  l)r(a) 

5)  Es  ist 

dr(x)  =  r(x)logxdx^    x  ^  0 

6)  limr(n  -\-  a)  =  limr(n)n^  für  limn  =  oo. 
Man  hat  ferner 

7)  r((i)r(\  —  ii)  =  -J^,   i>f*>o 

ß\  r./      I     1\        1.3...2n  — Iw 

wobei  n  eine  ganze  Zahl  ist.    Ferner  ist 


Ist  n  sehr  gross,  so  wird 

lo)  r{n)  =  rT^  e-~V2  « [l  +  -^  -| 

Sei  n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  wird 
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Es  ist  auch 


«+1  ' 

X 


12)  /  logr(x)dx  =  -^  log27c  -f-  xlogx  — 

13)     ni\,)=     '' 


iA*(i+^)  2^(i+ifi)  s'^a+i/i) 

2^*  3'*  4" 


l*^-!  (1  +  f*)  2«"-'  (2  +  ^)  3^"-H3  +  |t*)  ' "  "^ 

r(ft)  =  ?fm  — —    ^  ."^  ^v--7     I 7^  w-**-^  1  Zun  n  =  00   b) 

lfi(^  +  l)(^4-2)...(^  +  n— 1)        j  ^ 

Durch  diese  Formel  (b)  definirt  Gauss  die  Function 

n(^  -  1)  =  r((i) 

und  leitet  aus  ihr  alle  Eigenschaften  ab.  V.  Com.  rec.  Gott  11, 
1812.  Die  Formel  (a)  ist  wohl  die  älteste  (Euler's  Brief  an 
Goldbach  vom  13.  Octob.  1729  aus  Fuss  Corr.  math.  et  phys.  de 
quel.  cel,  geom.  du  XVIII  siec.  p.  P.  H.  Fuss  Tom  1,  p.  3.  Petersb. 
1843).  Sie  ist  aber  auch  deswegen  interessant,  weil  sie  allge- 
mein für  negative  oder  complexe  /t  gilt  (vergl.  Hankel,  Zeit- 
schrift für  Mathem.  und  Physik,  Bd.  IX,  p.  1.    Grelle  102,  237). 


l-2'^(x-l)!j^[,Zimn=co. 


14)  r(^)  =  lim  ^ 
Sei 

SO  wird 

15)  Z(x)  =  limllogn r— ^ -i—^ ; — ), 

16)  Z(\)  =  lim  1%  n  —  1  —  ^  —  "ö- aTu  '   ^^^  »  =  <» 

Z(l)  =  —  ^  =  —  0,57721566... 

Es  ist 

17)  Z{x)  -f  Z(l  —  a;)  =  —  ncotgnx,    0  <  a;  <  1 

.8)  z(l^S)-z(£)  =  »^£., 

wenn  p  und  q  ganze  Zahlen  sind. 


19)  Z(x)  =  -A+J—^ 
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1 

^-1 


Z 


dx. 


Man  setzt 


1 
20)  S(qp)=    ftf-^l  -  y)P-^  d  y 


0 

00 


^■)  *(M)  =  /fnf^''» 


0 


22) 


Man  hat 

23)  B(a,b) B(a  -\- b,c)  =z  B(ac)B(,a  +  c,b) 

24)  B(p,l-p)=j^,    0<p<l 

25)  B(j)—fn,q  —  n) 

_  (p4-g— l)(l>+g  — 2)...(p+g— w-^1)     ^ 
■"(i>-l)(i>-2)...(i>-m)(3-l)...(g-n)^^^'^^ 

^  —  w[.>>  0,    q  —  n  >-  0. 


Anwendung  dieser  Functionen  auf  Beihensummirungen. 

26)    Ist  die  Summe  der  Reihe 

F(u)  =  Aq  "{-  AiU  -\-  A^u^  -\-  A^u^  -\-  '  '  ' 
bekannt,  so  wird: 


_      ^  jx^-^il  —  xy-^F{ux?)dx 


x^^-^  <  1 
Aq  .  AxU 


A  u^ 

+  (a + 2  /S)  (« 4-  2  /<  -Fiyrr  KF  2/j-f-p-i)  +  ■  ■  ■ 
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27)    Andererseits  hat  man: 


r{ß)r(y 


'-— gr  fa^^il  —  xy-^-^F{ux)d 


X 


0 


y  y(y  +  i)  y(y  +  i)(yH-2) 

üeber  diese  Reihen  siehe  Schlömilch,  Analyt  Studien  I, 
Cap.  V. 


Einige  Reihen  für  logr((iL). 

Es  ist: 

28)  logr(l-\-(i) 

0</t<l 
Ci  =  0,42278  43351  Cj   =  0,00119  27539 

63  =  0,06735  30105  C9   =  0,00022  31548 

C5  =  0,00738  55510  Cn  =  0,00004  49262 

29)  logr((i)  =  (1  —  /i) Zo^ Ä  +  i4  (^2^  "'*)""  "2  ^^^^^^^  ^ 

o<^<  1 

A  =  0,5772156649  .  .  . 

30)  logTifi)  =  -^  log27t  -|-  ^;*  —  •2)  log(i.  -  f»  —  y  ^ 

_  1^        a-j l «s 

2^(^+1)        3  ft (,*  +  1) (/*  +  2) 

ft>0 

1 

»x  =  /  (o"  """  ^)^(^  ~"  t;)(2  — i;)...(jc  —  1  —  t?)dt;. 


0 


Diese  Reihen  findet  man  abgeleitet  in  Schlömilch,  Comp, 
der  höh.  Analys.,  II,  S.  257  S.    Braunschweig  bei  Vieweg. 
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Einige  Integrale  für  die  Constante  A. 

Sei  A  =  0,577215  664901  532861 06065124 . . . 

Vergl.  Grunert's  Archiv  29,  S.  240. 
1 

31)  7  log(logx)dx  =  —  A.    Mascheroni,  Adn.  p.  18. 


0 

00 


Ibid. 


32)  f(e^  —  i-ir^  T'^~'^     Grunert's  Arch.  10,  233. 

33)  r7?:^zzi+     1  )^  =  ^_1. 

J    \       X         ^    l  4-  xJ  X 

0 

^>  f  {'- -  rr^y-^ = -  ^ 

0 
0 

36)     /  er^x^dx  =  —  A 


Ibid. 


1 
^'^)  J  (j^  +  2  _^)  dx  =  A.    Legendre,  Exerc.  5,  12. 


0 

0» 


38)    /  (cosx  —  j  _f  =  —  ^.   Grunert's  Arch.  10, 

0 

39)  rVfü^-   1  \^  =  i_A  Ibid. 

J    \    X  \  -{-  xj   X 

0 

40)    jfT^logxdx^  —  A.    Ibid.  9,  6. 


233. 


Laikft,  mathem.  Formelnsammlnng.  -yQ 
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Einige  durch  Gammafunctionen  darstellbare  Integrale. 

1 

41)  J{\  -  xy-^oo-^dx  =  p[f^^f^  ^B(pq) 

0 

/  r(|)ro,  +  i) 

42)  /  (1  —  aj'OPa:«-'  dx  =  ^7/ Grelle,  17.  1. 

-)/i^.^-IK^-4^)-4Kf> 

0 

Legendre,  Exerc.  5,  4. 

1 

/l    <rP 
•^  _      a:«-^da;  =  Zfi>  +  5)  —  Z(g).     Ibid.  4,  50. 

0 

0 

1 

47)   f^^i^  ^  =  ZOO  -  Z-il)-    Ibid.  4,  50. 


0 


0 

«)  fr^^  -  i  [K^)-  K4^) +K4^) 

0 

-z(^^)l.    Ibid.  5,  16. 
50)     / j  dx  =  - V--  V   S-x    -— - 
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51)    t      "^     ,dx=J ? ^^_aJ 

0 

Grelle,  17,  163. 

0 


4 


0 

55j     f  sinP xdx=  2p-»  ^    }^{^  .     Me 


•     Mem.  Kasan.     1835,  1. 


2 


56)    feosPxdx  =  -^  ,  ^<i^+0     ■ 


Ibid.  211. 


2 


Grelle,  17,  210  und  20,  1. 
58)    1  sin"-^ X cos"-^ X d X  =         /  _l       •  Raabe,  Int,'222. 

•  2r(qii) 


sm«a;  2\/« 


/._^^«^  _2V^r l     2     ; 

J  J'  -\-qcoiix  2±i        /«x 

Mem.  Kasan.     1835.  1. 


-^ 


18* 
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00 

/  e-«*a;P-'dx  =  — ^ 
J  (P 


00 

60, 

0 


««  /^  ^«  =  nrt  I  (TTT 


IF 


00 

63, 

0 

Legendre,  Exerc.  5,  50. 


1 
64)  fxP-^  log  (1  - aj«)  dx  =  -L  [2  %  2  +  Z (^)  -  z(^)} 


0 


65' 


Fh^  '"  =  ^-  '^'"' "^^^  -  "^  Sr^'  ^  < ' 


1 

66 


/VT?^  =  Kf)-^(^)-^a) 


Legendre,  Exerc.  5,  3. 


0 

Schlömilch,  Beiträge  III,  §.  9. 


^ox     r       ,    .         j  J^^i^)     •    P^ 

68)     /  xP-^stnqxdx  =  — ^  sin  =^ 

J  qP  2 

0 


/  xP^^cosqxax  =  — ^ 
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70) 


71) 


I 


-^cos(qx^)dx  = 


"TT —  ^^^ 
ryqP         2r 


^  Raabe,  Integ.  416. 
/ 


,,  /» 


5HL£f  j,  =  n»^^l^,    0<i,<2 


=  00,    p'^2 


=  00,  i>  ^  1 

Vergl.  Lobatto,  Integ.  74.    Bidone,  Mem.  Turin,  1812. 

OD 

,.,     rsinx  smqx  j  n  pn  ,.-  .„  , 


-  (1  +  3)*^'}-    '/  <  1 


it 


UU) '''  ^  «^«  -  '^"^ 


-  (1  +  qy-'l  q  >  1 


75)/ 


sinxcosqx  ,  sr  »;r  ,,,  .„  , 

dx  =  .  „.  .  cosec  ^  {(1  --  qy^^ 


XP 


^r(p) 


+  (l+3)i>-i},     q<\ 


=  47%ö  ^'"^  ^  '^'  +  '^"' 


-  (9  -  i)'-M,   ^  >  1 


Schlömilch,  Studien,  1,  22. 


«0 

76)     re-'li(e')a!P-^dx  =  —  tc cotg p  Ji  F (p),    0  ^  p  ^  l. 


Schlömilch,  Beiträge  III,  §.  6  und  7. 
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§.   108. 

Theorie  der  transcendenten  Integrale. 


Wir  bezeichnen  mit 

X 

1, 

0 


3 


5 
6 


10 


11 


12 


X 

li  (x)  =   I  -j den  Integrallogarithmus 


— X 


—  dx    das  Exponentialintegral 


OD 

X 


Si  (x)  =   I  dx    das  Sinusintegral 


0 

OD 


Ci  {x)  =    I  dx  das  Cosinusintegral. 


X 

Sodann  wird: 


li{e''')  =  Ei{—  x) 
li{^)  =  Ei{x) 


Insbesondere  ist: 

r 


-j-  dx  =  Si(r)  J  —^  dx  =  ^(qr) 

0  0 


p 

00 


/  — ^—  dx  =  Ci{p)\  =  00  für  p  =  00 
1 

OO  00 

/COSX  j              n-r    \  C  COS  QX  j              ^,.       . 

-— -  dx  =  Ci{p)\  J  —^  dx  =  0*(i>a) 

p  « 

f^dx  =  logali(aPy,  f^  =  li(x) 
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Einige  ausgezeichnete  Werthe  dieser  Functionen. 

l i (0)  =  0  Eiix)  =  0  TviV  x  =  0,3724968 . . . 

Z  1(1,451369...)  =  0  Ei{0)  =  —  CO 

li{\)=  —  00  Eii--  oo)=  0 

li{—  flo)=  1  Ci{0)  =  —  00 

S«(0)  =  0  Ci(0,6l...)  =  0 
13)   Es  ist 

er- 


CO 


dx  =  —  Ei(a)=  —  -4  —  loga 


-  2  (-  1)"  ^^    «  beliebig. 
Grelle.  34,  123. 


P 

+  2  (-  1)"  27i  ^'    ^  beliebig. 
Grunert's  Archiv  11,  389. 

15;    Si  (x)  =  S  /  (x  ä)  -(-  2  ~T  ^^  ^^^**  ^'    ^  ganze  Zahl 


1    *• 


x—xn 


.    ^        .    8"-^   \[x  —  xnY  sinx) 

Schlömilch,  Mathem.  Abhandl.  1850,  S.  64. 

^,    ,.,.         ^iIt       «rl  arctynx    ,    1  arctgn^x 
16)    U(e-)  =  A-^-^  logx^  +  ^  -^—  +  ~        ^^^ 

,      7    arctgn^x    . 1_  arcUjn^x    ,    343  arctgn^x  _, 

"•"  O        3!  ^  274        41  '"135        5!  ' 

Schlömilch,  Mathein.  Abhandl.  1850,  S.  71. 

Durch  theil weise  Integration   ergeben   sich  folgende  halb- 
convergente  Reihen,  die  für  grosse  x  vortheilhaft  sind: 
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,-,      rsinx  ,  Ä  rl        2!    ,    4!    , 

0 

.       fl        3!    ,    5! 
\x^       x^    '    x^ 

.   ,_.      rcosx  .  .       fl        2!    ,    4! 

—  cosx\^  —  ä:  J_^' 


•  «  • 


— Ä 


00 

Ausserdem  merke  man  die  Näherungsformel: 

20)  siix  +  »,  =  sn^)  +  »!^  ji  -  A 

+»'(i-Ä)a.-i)+i-+*'^iT-Ä+ 


OD  00 


^       \3        4:xJW        ^)  I  »     l2        3a;  ^ 


In  dieser  Tafel  ist  li'  ^ 


i(a)  =  f 


logx 
0 


1 
22)     /"= ^^^^ =  -  li(p\    Grunert's  Archiv  5,  204. 


0 


1 
23)     f—^ —  =  +  eT«?i(e±g) 

0 
1 

^'^  /(%!>  +  %^)«  =  -  T^  +  ^  ^*^^) 

0 

00 

25)    f-^^^  dx  = —  ePHiie-P^).    Schlömilch,  Studien  I,  18. 


0 
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OD 

dx  ==  er'P9li(eP^y    Ibid.  II,  20. 

2       X 


0 

CD 


'"'^   I  q*~—x'  <*  "«^  =  ^  {«""  ^ » (e")  -  «''  ^ »  (e-'«)}-    Ibid.^ 


0 

CO 


2«)/(g^,'^-  =  |  +  e'H(e-) 


0 

00 


2«j/(^^'^-  =  -^  +  «-^»(^) 


0 

00 


J  logp  ^  logx  x^        ]7    *^^^ 
1 
31)    rii(^\xdx  =  0. 


0 

1 


32)    fli(x)aiP-^dx  =  1  log(l  + 1?),    i>«  >  -  1 


0 

0» 


33)     /  e-^'logxdx  =  plog  flog  —  j  —  li(p) 


OD 


34)   y   li(e-')e-'dx  =  —  log 2.    Grunert's  Arch.  9.  5. 


0 

OD 


Schlömilch,  Beiträge  III,  7. 

OD 

36)  /  eP^li(€r''^)dx  =  — 1/~  aresin  Vp,  p  <  1. 

0 

Ibid. 

00 

37)  r hgx  Y^^  dx  =  -  jicliie-^)  -\-  e-^liCei)] 
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OD 


0 

00 


«/#     /*7        xstnqx  j  11  ,  n 


[eP'ili{€rP^)  +  er-P9li(ePi) 


00 

^r.x       /^7  XCOSQX    j  7t  T  .      X 


{€P^li(€-P9)  —  e-«»fllt(ei»«)| 
Schlömilch,  Grunert's  Archiv  5,  204. 


e~''dx 


CO 

In  dieser  Tafel  ist  Ei(a)  =    /  - — ' 

— a 

00 

,       =  —  €P9Ei(—  pq).  Grunert's  Archiv  10,  247. 


0 

00 


/Q-px 


+  ^2i~^"^(-i^«)'*^' 


43) 

0 


00 

/ß-px 
x^dx  =  —  q<^e-P9Ei(—  pq) 


^    1 


Bierens  de  Haan,  Verh.  v.  k.  Ak.  v.  Well,  Dl.  11. 
1 


0 
1 
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1 

0 
1 


00 


^^/«-+w$=-"^*"^-^> 


r ?y ^  =  e-^Ei{q). 

J   q  —  logx  X*  ^  ' 


49) 


a  a 

In  dieser  Tafel  ist  Si(a)  =  f dx^  Ci(a)=  1 dx. 


50) 


00 

y  j^^da;  =  smgC»(g)  +  cos3JJ  — 


Si{q) 


Grelle,  33,  325. 
I 

■^r:p0;^,=  Ci(pq)cospq-}-8i(pq)sinpq--sinpq 


^^-   jTX^q  ^^  ~  *"*■''*  ^^(P9)  +  cospq  ^J  —  Si(pq) 

0 

Schlömilch,  Stud.  IL 


53)  r?^dx= 


cospqCi(pq)  -f  sm|>g|—  —  Si(pq) 


% 


0 

Ibid. 


00 

3^)    j  ^^^[^;^^dx  —  —  Ibid. 

0 

flO 

^.^     /  ^^^PJ^  ^^  _  Ci(pq) cospq  +  Si{pq)sinpq.    Ibid. 
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00 

56)  f^og{^sin(ix^^ 


xdx 
xi 


ST  I        .  X 

Ci(pq)cospq  -|-  Si(j)q)sinpq  —  -^  sinpq 


f^l)  flog(^)cosqx-^, 

0 

~  ^|^*(^^)^***i^2  "~  Si{pq)cospq  +  |^cosi>g|. 

Schlömilch,  Studien  II,  21.    (In  der  Abhandlung  sind  die 
Vorzeichen  verwechselt) 


§.  109. 
Die  Fouri er' sehen  Integrale. 

1)  Ist  6  >  a  >  0  und  f(x)  endlich  und  stetig  für  jedes  x 
zwischen  a  und  6,  so  gelten  diq  Gleichungen 

I.    f(x)  =  —  I  cosxudu  I  f(t)  cosutdt 

0  a 

II.    f(x)  =  —  I  sinxudu  1  f(t)sinutdt 

0  a 

für  alle  zwischen  a  und  6  enthaltenen  Werthe  von  x.    Für  x  =  a 
reducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  -^f(a%  für  o;  =  6 

auf  -^  f{h).    Für  positive,  ausserhalb  jenes  Intervalles  liegende  x 
2 

verschwindet  das  Doppelintegral. 

2)  Ist  f{x)  in  dem  positiven  Intervalle  von  a:  =  0  bis  a;  ==  6 
endlich  und  stetig,  so  gelten  die  Gleichungen 
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h 


00  " 

lU.  f(x)  =—  /  cosxudti  I  f(t)cosutdt 


0 

b 


IV.  /(ir)=—   /  sinxudu  1  f{t)sinutdt 

0  0 

für  alle   zwischen   0  und  6   enthaltenen  x]  für  a;  =  0  ist  der 

Werth  der  rechten  Seite  =/(0),  für  x  =  b  ist  er  -^  f(b)^  für 

X  ^h  gleich  Null,  in  der  Formel  III.;  in  der  Formel  IV.  wird 
für  a:  =  0  auch  der  Werth  der  rechten  Seite  =  0,  für  x  ■=  b 

ist  er  -^  f(b)  und  Null  für  a;  >  6. 

3)  Die  Formeln  III.  und  IV.  sind  auch  auf  solche  Functionen 
anwendbar,  die  für  x  =  0  unendlich  werden,  sobald  nur  das 
Integral 


/ 


5 


f(t)dt 

Ö 

beim  unendlichen  q  einen  endlichen  Werth  besitzt. 

4)   Ist  für  6  >>  I  >  a,  /(S)  discontinuirlich,  nicht  aber  un- 
endlich, so  ist  nicht  f{x)^  sondern 

^l/(«-0)+/(a:  +  0)] 

der  gemeinschaftliche  Werth  der  Doppelintegrale  in  II.  und  UI. 
>)  Die  Diiferentiation  der  Gleichung  |jy'|  ist  nur  dann  er- 

laabt,  wenn  j-^J*]  =  J  ^^^  ^^^^  _  J  ist. 


Litteratur. 

Die  Litteratur  der  bestimmten  Integrale  findet  man  in  den 
ausgezeichneten  Werken  von  Bierens  de  Haan  vollständig. 

1)  Tables  d'integrales  definies  av.  supl.  4  parties.  Amsterd. 
1858  bis  1864.    4. 

2)  Expose  de  la  theorie  des  prop.  des  form,  de  transf.  et 
des  meth.  d^evaluat.  des  integrales  definies.  3.  part, 
Amsterd.  1862. 
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3)  Nouv.  Tables  d'integrales  definies.    Leyde  1867. 

Besonders  zu  empfehlende  Bücher  sind: 
Riemann,  Partielle  Differentialgleichungen.    Braunschweig. 

3.  Aufl.     1882. 
A.  Meyer,  Theorie  d.  integrales  definies,    Brux.  1851. 
G.  Meyer,  Theorie  der  bestimmten    Integrale  nach  Diri- 

chlet's  Vorlesungen.    Leipzig  1871. 
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Zur  Tafel  der  Function  Logr{\  +  x). 

Es  ist  klar,  dass  Fix)  für  beliebiges  x  gegeben  ist,  sobald 
man  die  Werthe  dieser  Function  für 

n  <  a:  <  n  -f-  1, 

wobei  n  eine  positive  ganze  Zabl   bezeichnet,  kennt.     Es  folgt 
dies  unmittelbar  aus  dem  Satze: 

r{n  -{■  x)  =  x{x-\-\)  .  ,  .    (a?  +  w  —  V)r{x).  ' 

Die  Anwendung  der  Tafel  ergiebt  sich  hieraus  sofort. 
Die  Tafel  gilt  für  die  gewöhnlichen  Logarithmen  und  ihre 
Berechnung  gab  die  Reihe 

—  T^x^—  T^x^—  TtX^ 

« 

Wobei  die  Coefficienten  T  folgende  Werthe  haben: 


n 

Tn 

Log  Tn 

1 

0,18861  29038 

9,26390  31989 

3 

0,02925  07327 

8,46613  67490 

5 

0,0032075041 

7,50616  72144 

7 

0,00051 80064 

6,71433  51608 

9 

0,00009  69149 

5,98639  04633 

11 

0,0db01  95112 

5,29028  43534 

13 

0,00000  40995 

4,61273  27627 

15 

0,0000008856 

3,94724  74888 

Ausführlichere   Tafel   findet   mfe   in   Schlömilch^s   Ana- 
lytischen Studien,  L  Abtheilung. 


Laska,  mathem.  Formelnummliing. 
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X 

Logr(x) 

X 

Logr(x) 

X 

Log  r  (x) 

1,01 

9,997  528  731 

1,34 

9,950  469  767 

1,67 

9,966  830  327 

1,02 

9,995  127  872 

1,35 

9,949  951614 

1,68 

9,956  649  074 

1,03 

9,992  796  421 

1,36 

9,949  480044 

1,69 

9,957  602  802 

1,04 

9,990  533  400 

1,37 

9,949  064  889 

1,70 

9,968  391  246 

1,05 

9,988  337  859 

1,38 

9,948  675  590 

1,71 

9,959  314139 

1,06 

9,986  208  869 

1,39 

9,948  341 698 

1,72 

9,960  271 222 

1,07 

9,984  145  526 

1,40 

9,948062  771 

1,73 

9,961  262  237 

1,08 

9,982  146  949 

1,41 

9,947  808  376 

1,74 

9,962  282  933 

1,09 

9,980212  278 

1,42 

9,947  608  086 

1,75 

9,963  346  069 

1,10 

9,978  340  674 

1,43 

9,947  451  484 

1,76 

9,964  436  370 

1,11 

9,976  531  319 

1,44 

9,947  338  158 

1,77 

9,966  560  623 

1,12 

9,974  783  415 

1,45 

9,947  267  707 

1,78 

9,966  717  580 

1,13 

9,973  096 181 

1.46 

9,947  239  734 

• 

1,79 

9,967  907  006 

1,14 

9,971 468  866 

1,47 

9,947  253  850 

1,80 

9,969128  666 

1,15 

9,969  900  696 

1,48 

9,947  809  673 

1,81 

9,970  382  334 

1,16 

9,968  390  974 

1,49 

9,947  406  826 

1,82 

9,971 667  782 

1,17 

9,966  938  981 

1,50 

9,947  644  941 

1,83 

9,972  984  788 

1,18 

9,965  544  021 

1,51 

9,947  723  664 

1,84 

9,974  333  132 

1,19 

9,964  205  416 

1,52 

9,947  942  609 

1,85 

9,976  712  597 

1,20 

9,962  922  504 

1,53 

9,947  201  454 

1,86 

9,977  122  968 

1,21 

9,961  694  639 

1,54 

9,948  499  845 

1,87 

9,978  664  036 

1,22 

9,960  521  172 

1,55 

9,948  837  441 

1,88 

9,980  036  591 

1,23 

9,959  401  496 

1,66 

9,949213  910 

1,89 

9,981  637  428 

1,24 

9,958  334  998 

1,57 

9,949  628  923 

1,90 

9,983  069  344 

1,25 

9,957  321  084 

1,68 

9,950082166 

1,91 

9,984  631 138 

1,26 

9,956  359170 

1,69 

9,960  573  292 

1,92 

9,986  222  613 

1,27 

9,955  448  685 

1,60 

9,951102  017 

1,93 

9,987  843  674 

1,28 

9,954  589  072 

1,61 

9,951  668  024 

1,94 

9,989  493  827 

1,29 

9,953  779  781 

1,62 

9,962  271  010 

1,96 

9,991 173 182 

1,30 

9,953  020  277 

1,63 

9,952  910  676 

1,96 

9,992  881  452 

1,31 

9,952  310  034 

1,64 

9,963  686  727 

1,97 

9,994  618  451 

1,32 

9,951  648  537 

1,65 

9,964  298  876 

1,98 

9,997  277  416 

1,33 

9,951  035  279 

1,66 

9,965  046  836 

1,99 

9,998 177  905 
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X 

Lo(jr(x) 

X 

Logr(x) 

X 

Log  r  (x) 

1,01 

9,997  528  731 

1,34 

9,950  469  767 

1,67 

9,955  830  327 

1,02 

9,996  127  872 

1,35 

9,949951514 

1,68 

9,956  649  074 

1,03 

9,992  796  421 

1,36 

9,949  480  044 

1,69 

9,957  502  802 

1,04 

9,990  533  400 

ff  ' 

1,37 

9,949  054  889 

1,70 

9,958  391  246 

1,05 

9,988  337  859 

1,38 

9,948  675  590 

1,71 

9,959  314139 

1,06 

9,986  208  869 

1,39 

9,948  341 698 

1,72 

9,960  271 222 

1,07 

9,984  145  526 

1,40 

9,948052  771 

1,73 

9,961  262  237 

1,08 

9,982  146  949 

1,41 

9,947  808  376 

1,74 

9,962  282  933 

1,09 

9,980  212  278 

1,42 

9,947  608  086 

1,75 

9,963  345  059 

1,10 

9,978  340  674 

1,43 

9,947  451  484 

1,76 

9,964  436  370 

1,11 

9,976  531  319 

1,44 

9,947  338  158 

1,77 

9,965  560  623 

1,12 

9,974  783  415 

1,45 

9,947  267  707 

1,78 

9,986  717  580 

1,13 

9,973  096 181 

1.46 

9,947  239  734 

1,79 

9,967  907  005 

1,14 

9,971 468  856 

1,47 

9,947  253  850 

1,80 

9,969  128  666 

1,15 

9,969  900  696 

1,48 

9,947  309  673 

1,81 

9,970  382  334 

1,16 

9,968  390  974 

1,49 

9,947  406  826 

1,82 

9,971  667  782 

1,17 

9,966  938  981 

1,50 

9,947  544  941 

1,83 

9,972  984  788 

1,18 

9,965  544  021 

1,51 

9,947  723  654 

1,84 

9,974  333  132 

1,19 

9,964  205  416 

1,52 

9,947  942  609 

1,85 

9,975  712  597 

1,20 

9,962  922  504 

1,53 

9,947  201  454 

1,86 

9,977 122  968 

1,21 

9,961  694  639 

1,54 

9,948  499  845 

1,87 

9,978  564  036 

1,22 

9,960521172 

1,55 

9,948  837  441 

1,88 

9,980035  591 

1,23 

9,959  401  496 

1,56 

9,949  213  910 

1,89 

9,981  537  428 

1,24 

9,958  334  998 

1,57 

9,949  628  923 

1,90 

9,983  069  344 

1,25 

9,957  321  084 

1,58 

9,950  082  156 

1,91 

9,984  631 138 

1,26 

9,956  359  170 

1,59 

9,950573  292 

1,92 

9,986  222  613 

1,27 

9,955  448  685 

1,60 

9,951102  017 

1,93 

9,987  843  574 

1,28 

9,954  589  072 

1,61 

9,951668024 

1,94 

9,989  493  827 

1,29 

9,953  779  781 

1,62 

9,952  271  010 

1,95 

9,991 173  182 

1,30 

9,953  020  277 

1,63 

9,952  910  675 

1,96 

9,992  881  452 

1,31 

9,952  310  034 

1,64 

9,953  586  727 

1,97 

9,994  618  451 

1,32 

9,951  648  537 

1,65 

9,954  298  875 

1,98 

9,997  277  416 

1,33 

9,951  035  279 

1,66 

9,955  046  836 

1,99 

9,998  177  905 
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XB.   / 


Tafeln  der  transcendenten  Integrale. 

I. 

— X 

^  e--  =  Ei(x)  =  A  +  ^log(x^)  +  x-\-^     "^^ 


2     2! 


X 


s 


+  J-37  +  ---    E%^==iEi(x), 


X 

Ei(x) 

Ei(—x) 

1 

1,895117  816 

—  0,219  383  934 

—  0,048  900  511 

2 

4,954  234  356 

3 

9,933  832  571 

—  0,013  048  382 

4 

19,630  874  470 

0,003  779  352 

0 

40,185  275  356 

—  0,001 148  296 

6 

85,989  762  142 

0,000  360  082 

7 

191,504  743  336 

—  0,000115  482 

S 

440,379  899  535 

—  0,000037  666 

9 

1037,878  290  717 

—  0,000  012  447 

10 

2492^8  976  242 

E  i  (-\-  00 )        00 

—  0,000  004 157 
Ei('-ao)  =  0 

IL 


NB.    Si(x)  =  x-^jf-,+lf;,^ 


X 

/(Ix    . 
sinx 
X 


n-y   \        A    \    ^   1        4        1   .r^    ,     1  x^  r  dx 


COS  X, 


^ 


X 

Si(x) 

Ci(x) 

1 

0,946  083  070 

+  0,337  403  923 
-f  0,422  980  829 
4-  0,119  629  786 

—  0.140  981  693 

—  0,190  029  750 
0,068  057  244 

2 

1,605  412  977 

3 

1,818  652  528 

4 

1,758  203139 
1,549  931  245 

5 

6 

1,424  687  551 

7 

1,454  506  614 

1-  0,076  695  278 
+  0,122  433  883 
+  0,055  347  531 

—  0,045  456  433 

—  0,51488 
-f  0,00aS263 

8 

1,574  186  822 

9 

1,665  040076 

10 

1,658  347  594 

100 

1,  56  222  55 

1000 

1,  67  023  31 
1,  57  08915 

10000 

+  0,0000306 
--  0,0000004 

C%(oo)  =  0 
19* 

100000 

1,  57  079  54 

Si(oo)       1 
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Tafeln. 

m. 

Tafel  der  Function  Ei(- 

X 

du, 

u 


x). 


X 

Eii—x) 

X 

T.ii—x) 

X 

Ei(—x) 

0,01 

—  4,037  929  577 

0,34 

0,814  745  580 

0,67 

-  0,395  852  563 

0,02 

3,354  707  783 

0,35 

-  0,794  215  435 

0,68 

—  0,388  309  243 

0,03 

—  2,959118  724 

0,36 

—  0,774  462  218 

0,69 

—  0,380  950010 

0,04 

2,681  263  68'.J 

0,37 

0,755  441  428 

0,70 

—  0,373  768  843 

0,05 

—  2,467  898  489 

0,38 

—  0,737  112  144 

0,71 

-  0,366  759  981 

0,06 

—  2,295  306  918 

0,39 

0,719  436  652 

0,72 

—  0,359917  914 

0,07 

—  2,150  838180 

0,40 

0,702  380119 

0,73 

~  0,353  237  364 

0,08 

-  2,026941003 

0,41 

-  0,685  910  311 

0,74 

—  0,346  713  279 

0,09 

—  1,018  744  770 

0,42 

—  0,669  997  342 

0,75 

—  0,840340  813 

0,10 

—  1,822  923  958 

0,43 

—  0,654  618  448 

0,76 

—  0,334  115  321 

0,11 

—  1,737106  694 

0,44 

■-  0,639  732  798 

0,77 

0,328  032  346 

0,12 

1,659  541  752 

0,45 

—  0,625  331  316 

0,78 

—  0,322  087  610 

0,13 

—  1,588  899  305 

0,46 

—  0,611386530 

0,79 

—  0,316  277  004 

0,14 

—  1,524145  722 

0,47 

—  0,507  877  429 

0,80 

0,310  596  579 

0,15 

—  1,464  461  671 

0,48 

—  0,584  784  344 

0,81 

—  0,305  042  539 

0,16 

—  1,409186  699 

0,49 

—  0,572  088  836 

0,82 

0,299  611236 

0,17 

—  1,357  780  653 

0,50 

—  0,559  773  595 

0,83 

0,294  299  155 

0,18 

—  1,309  706135 

0,51 

—  0,547  822  352 

0,84 

0,289  102  918 

0,19 

—  1,204  858  424 

0,52 

—  0,536  219  798 

0,85 

—  0,284  019  269 

0,20 

—  1,222  650  544 

0,53 

—  0,524  951  510 

0,86 

—  0,279045  070 

0,21 

—  1,182  901986 

0,54 

—  0,514003  886 

0,87 

—  0,274  177  301 

0,22 

1,145  380  055 

0,55 

—  0,503  364  081 

0,88 

—  0,269  413  046 

0,23 

—  1,109  883139 

0,56 

-  0,493  019  959 

0,89 

0,264  749  496 

0,24 

—  1,076  235  415 

0,57 

—  0,482  960  034 

0,90 

—  0,260 183  939 

0,25 

—  1,044  282  634 

0,58 

—  0,473  173  433 

0,91 

~  0,255  713  758 

0,26 

—  1,013888  737 

0,59 

-  0,463  649  849 

0,92 

-  0,251  336  425 

0,27 

—  0,984  933  101 

0,60 

—  0,454  379  503 

0,93 

—  0,247  049  501 

0,28 

—  0,957  308  300 

0,61 

—  0,445  353112 

0,94 

0,242  850  627 

0,29 

—  0,930  018  246 

0,62 

—  0,436  561854 

0,95 

0,238  737  524 

0,30 

—  0,005  676  652 

0,63 

-  0,427  007  338 

0,96 

—  0,234  707  988  . 

0,31 

~  0,881 505  746 

0,64 

-  0,419  651  581 

0,97 

0,230  759  890 

0,32 

--  0,858  335  189 

0,65 

0,411616  976 

0,98 

0,226  891 167 

0,33 

0,836 101  161 

0,66 

0,403  586  275 

0,99 

0,223  099  826 

Tafel  der  Fuuction  «(ar). 


Tafeln. 

IV.    • 

Tafel  der  Function  Ei(x), 

Ei  (x)  = 
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— X 


au. 

u 


X 

Ei(x) 

X   . 

?:t(x) 

X 

Ei(x) 

0,01 

4,017  929  465 

0,S4 

—  0,130  363  294 

0,67 

0,978019  042 

0,02 

—  3,314706894 

0,35 

-  0,089  434  002 

0,68 

1,007  116121 

0,03 

—  2,899115724 

0,36 

—  0,049  258018 

0,69 

1,036  076  576 

0,04 

—  2,601  256  576 

0,37 

-  0,009790149 

0,70 

1,064  907  195 

0,05 

—  2,367  884599 

0,38 

+  0,029011221 

0,71 

1,093  614  501 

0,06 

—  2,175  282  916 

0,39 

0,067  184  501 

0,72 

1,122  204  777 

0,07 

—  2,010800064 

0,40 

0,104  765  219 

0,73 

1,150  684  069 

0,08 

—  1,866884103 

0,41 

0,141  786  307 

0,74 

1,179  058  208 

0,09 

—  1,738663750 

0,42 

0,178  278  353 

0,75 

1,207  332816 

0,10 

—  1,622812  814 

0,43 

0,214  269  821 

0,76 

1,235  513  319 

0,11 

—  1,516  958751 

0,44 

0,249  787  245 

0,77 

1,263  604  960 

0,12 

—  1,419  349  669 

0,45 

0,284  855  405 

0,78 

1,291612  805 

0,13 

—  1,328655070 

0,46 

0,319  497  483 

0,79 

1,319  541753 

0,14 

—  1^3  840654 

0,47 

0,353  735  196 

0,80 

1,347  396  548 

.0,15 

—  1,164086417 

0,48 

0,387  588  924 

0,81 

1,375  181  783 

0,16 

—  1,088731238 

0,49 

0,421  077  819 

0,82 

1,402  901910 

0,17 

—  1,017  234  290 

0,50 

0,454  219  905 

0,83 

1,430  561  245 

0,18 

—  0,949 147  505 

0,51 

0,487  082  167 

0,84 

1,458 163  978 

0,19 

~  0,884095487 

0,52 

0,519530632 

0,85 

1,485714176 

0,20 

—  0,821  760  588 

0,53 

0,551  730  445 

0,86 

1,513  215  791 

0,21 

—  0,761  871  624 

0,54 

0,583  645  931 

0,87 

1,540672  664 

0,22 

0,704  195  225 

0,55 

0,615  290  657 

0,88 

1,568  088  534 

0,23" 

—  0,648  529  103 

0,56 

0,646  677  490 

0,89 

1,595  467  036 

0,24 

—  0,594  696  758 

0,57 

0,677  818  642 

0,90 

1,622  811714 

0,25 

—  0,542  543  265 

0,58 

0,708  725  720 

0,91 

1;650126019 

0,26 

-  0,491  931 883 

0,59 

0,739  409  764 

0,92 

1,677  413  317 

0,27 

—  0,442  741312 

0,60 

0,769  881 290 

0,93 

1,704  676  891 

0^ 

—  0,394  863445 

0,61 

0,800 150  320 

0,94 

1,731 919  946 

0,29 

—  0,348  201 510 

0,62 

0,830  226  417 

0,95 

1,769145  612 

0,30 

—  0,302  668  539 

0,63 

0,860118716 

0,96 

1,786  356  947 

0,31 

—  0,258 186  076 

0,64 

0,889  835  948 

0,97 

1,813  556  941 

032 

—  0,214  683  096 

0,65 

0,919  386  468 

0,98 

1,840  748  519 

0,33 

—  0,172  096092 

0,66 

0,948  778  276 

0,99 

1,867  934  543 
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Tafeln. 

V. 

Tafel  der  Function   Ci(x). 

Ci(x)=f^du. 


X 

C  %  (x) 

X 

Ci(x)  . 

X 

Ci(x) 

0,01 

—  4,027  979  521 

0,34 

-  0,530  355152 

0,67 

0,066  591  359 

0,02 

—  3,334  907  339 

0,35 

—  0,503  075  569 

0,68 

0,078 157  666 

0,03 

—  2,929  567  224 

0,36 

~  0,476  661 126 

0.69 

0,069  463  320 

0,04 

—  2,642  060 133 

0,37 

—  0,451 066  976 

0,70 

0,100614707 

0,05 

-  2,419  141  544 

0,38 

—  0,426  251 856 

0,71 

0,111317  953 

0,06 

—  2,237094  917 

0,39 

-  0,402 177  704 

0,72 

0,121 878  932 

0,07 

—  2,083  269 122 

0,40 

—  0,378  809  346 

0,73 

0,132  203  288 

0,08 

~  1,950112  553 

0.41 

—  0,356 114  201 

0,74 

0,142296440 

0,09 

—  1,832754260 

0,42 

-  0,334062035 

0.76 

0,152  163  601 

0,10 

—  1,727  868  387 

0,43 

—  0,312  624  740 

0,76 

0,161 809  783 

0,11 

—  1,633082  724 

0,44 

—  0,291  776  136 

0,77 

0,171239811 

0,12 

—  1,546  645  712 

0,45 

—  0,271  491  800 

0,78 

0,180  468  334 

0,13 

—  1,467  227  190 

0,46 

—  0,251  748  910 

0,79 

0,189  469  829 

0,14 

—  1,393  793  192 

0,47 

—  0,232  526  107 

0,80 

0,198  278  616 

0,15 

~  1,325  524049 

0,48 

—  0,213  803  373 

0,81 

0,206  888  861 

0,16 

—  1,261758976 

0,49 

0,195  561 917 

0,82 

0,215  304686 

• 

0,17 

—  1,201  957  483 

0,50 

—  0,177  784079 

0,83 

0,223  629  676 

0,18 

—  1,145  671836 

0,51 

-  0,160453  239 

0,84 

0,231  667  882 

0,19 

—  1,092526978 

0,52 

—  0,143  653  736 

0,86 

0,239  422  837 

0,20 

-  1,042205596 

0,53 

—  0,127  070  794 

0,86 

0,247  098  049 

0,21 

—  0,994  436  845 

0,54 

—  0,110  990457 

0,87 

0,264  696  916 

0,22 

—  0,948  987  692 

0,55 

—  0,095  299  527 

0,88 

0,261 922  726 

0,23 

—  0,905  656  189 

0,56 

—  0,079  986  513 

0,89 

0,269  078  669 

0,24 

—  0,864266175 

0,57 

—  0,065  036  674 

0,90 

0,276  067  830 

0,25 

~  0,824  663  063 

0,58 

—  0,050411481 

0,91 

0,282  893  207 

0,26 

—  0,786  710  453 

0,59 

—  0,036 189  571 

0,92 

0,289  667  702 

0,27 

—  0,750  287  386 

0,60 

—  0,022270707 

0,93 

0,296  064  136 

0,28 

—  0,715  286  096 

0,61 

—  0,008675  249 

0,94 

0,302  416  246 

0,29 

—  0,681 610 154 

0,62 

+  0,004  605  985 

0,96 

0,308  613  691 

0,30 

—  0,649  172  933 

0,63 

+  0,017  681  742 

0,96 

0,314662055 

0,31 

0,617  896  322 

0,64 

0,030260369 

0,97 

0,320  562  849 

0,32 

—  0,587  709  640 

0,65 

0,042  649  829 

0,98 

0,326  318  618 

0,33 

—  0,558  548  725 

0,66 

0,054  757  734 

0,99 

0,331  931  438 

Tafel  der  Function  Ci(x), 


Tafeln. 
VI.    Tafel  der  Function   Si(xy 

X 

S%(X)  -r     /     -—  du, 
0 
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X 

Si(x) 

x 

S%(x) 

X 

St(x) 

0,01 

0,009  999  944 

0,34 

0,337  824  002 

t),67 

0,653  514  256 

0,02 

0,019  999  556 

0»35 

0,347  626  791 

0,68 

0,662771982 

0,03 

0,029  998  500 

0,36 

0,357  418  056 

0,69 

0,672  008  072 

0,04 

0,039  996  445 

0,37 

0,367  197  475 

0,70 

0,681  222  239 

0,05 

0,049  993  056 

0,38 

0,376  964  72» 

0,71 

0,690  414  196 

0,06 

0,059  988  001 

0,39 

0,386  719  499 

0,72 

0,699  583  669 

0,07 

0,069  980  947 

0,40 

0,396461465 

0,73 

0,708  730  343 

0,08 

0,079  971  561 

0,41 

0,406 190  310 

0,74 

0,717  863  966 

0,09 

0,069959  510 

0,42 

0,415  906  717 

0,75 

0,726  954  247 

0,10 

0,099  944  461 

0,43 

0,425  607  369 

0,76 

0,736  030  907 

0,11 

0,109  926  062 

0,44 

0,435  294  951 

0,77 

0,745  083  606 

0.12 

0,119  904  041 

0,45 

0,444  968  149 

0,78 

0,764112  249 

0,13 

0,129  878  006 

0,46 

0,454  626  648 

0,79 

0,763116  380 

0,14 

0,139  847  645 

0,47 

0,464  270136 

0,80 

0,772  095  785 

0,15 

0,149812  627 

0,48 

0,473  898  301 

0,81 

• 

0,781  060 192 

0,16 

0,159772  619 

0,49 

0,483  510  832 

0,82 

0,789  979  329 

0,17 

0,169  729  292 

0,50 

0,493  107  418 

0,83 

0,798  882  928 

0,18 

0,179676  315 

0,51 

0,502  687  751 

0,84 

0,807  760  719 

0,19 

0,189  619  357 

0,52 

0,512  251 521 

0,85 

0,816  612  437 

0,20 

0,199  556  069 

0,53 

0,521  798  423 

0,86 

0,825  437  817 

0,21 

0,209  486  180 

0,54 

0,531  328 150 

0,87 

0,834  236  695 

0,22 

0,219  409  303 

0,55 

0,540  840  395 

0,88 

0,843008  610 

0,23 

0,229  325  127 

0,56 

0,550  334  856 

0,89 

0,851  763  302 

0,24 

0,239  233  326 

0,57 

0,559  811030 

0,90 

0,860  470711 

0,25 

0,249 133  570 

0,58 

0,569  269  214 

0,91 

0,869  160  481 

0,26 

0,259  025  534 

0,59 

0,578  708  507 

0,92 

0,877  822  366 

0,27 

0,268  906  889 

0,60 

0,588  128  810 

0,93 

0,886  456  084 

0,28 

0,278  783  309 

0,61 

0,597  629  823 

0,94 

'0,895061411 

0,29 

0,288  648  469 

0,62 

0,606  911250 

0,95 

0,903  638  088 

0,30 

0,298  504  044 

0,63 

0,616  272  794 

0,96 

0,912  185  86''i 

0,31 

0,308  349  708 

0,64 

0,626  614  160 

0,97 

0,920  704  497 

o,a2 

0,318  185 138 

0,65 

0,634  935  054 

0,98 

0,929  103  737 

0,33 

0,328  010  010 

0,66 

0,644  235  183 

0,99 

0,937  G53  342 

II. 


FUNCTIONENTHEORIE. 


§.  110. 

Einwertliige  Functionen. 

1)  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
eine  einwerthige  Function  in  einem  Punkte  z  =  a  endlich  und 
stetig  bleibt,  ist 

lim[{z  —  a)<p{z)\  =  0. 

2)  Wird  eine  einwerthige  Function  für  keinen  endlichen  oder 
unendlichen  Werth  der  Variabelen  unendlich  gross,  so  ist  sie  eine 
Constante. 

3)  Eine  einwerthige  Function  muss  mindestens  einmal  einen 
beUebigen  Werth  (auch  0  und  qo)  annehmen. 

4)  Wird  eine  einwerthige  Function  unendlich,  so  kann  sie 
nur  von  einer  ganzen  Ordnung  unendlich  werden. 

5)  Die  endlichen  Unstetigkeitspunkte  einer  einwerthigen 
Function  9  {z)  sind  mit  denen  der  derivirten  qp'  {z)  identisch. 

6)  Ist  eine  einwerthige  Function  im  Punkte  z  ^==  co  end- 
lich, so  ist  ihre  Derivirte  in  diesem  Punkte  gleich  Null,  und 
zwar  mindestens  von  der  zweiten  Ordnung. 

7)  Wird  eine  einwerthige  Function  nur  für  ;8f  =  00  un- 
endlich von  endlicher  Ordnung  («),  so  ist  sie  eine  ganze  Function 
nten  Grades. 

Wird  sie  von  unendlicher  Ordnung  unendlich,  so  lässt  sie 
sich  nach  Potenzen  von  z  in  eine  stets  convergirende  Reihe  ver- 
wandeln. 

8)  Wird  eine  einwerthige  Function  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Malen  unendlich,  so  ist  sie  eine  rationale  Function. 

9)  Eine  einwerthige  Function  wird  ebenso  oft  Mal  0  als  x 
als  00,  wenn  x  eine  beliebige  Zahl  bedeutet. 

10)   Die    allgemeine    Form    einer    einwerthigen  Function  ist 


••x 


C  ist  eine  Constante,  a«  sind  die  Nullpunkte,  h^  jene,  in 
denen  ^{z)  anendlich  wird. 
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FuDctionen  mit  Verzweigungspunkten. 

1)  Sind  ^  =  a  und  tOa  =  f{p)  zwei  einander  entsprechende 
endliche  Punkte  und  ist  weder  gf  =  a  ein  Verzweigungspunkt 
von  Wj  noch  Wa  ein  solcher  von  jgr,  so  ist 


lim 


w  —  Wa 


z  —  a 
endlich  und  nicht  Null. 

2)  Hat  w;  in  jsr  =  6  einen  Windungspunkt  {m  —  1)  ter  Ord- 
nung, z  aber,  als  Function  von  w  betrachtet,  in  ti;  =  U76  keinen 
Verzweigungspunkt,  so  ist 

w  —  Wh 


lim 


{e  —  by 


endlich  und  von  Null  verschieden.     Es  ist  sodann  -r—  in  6  uni- 

az 

endlich  gross,  jedoch  so,  dass 

7.     ,  ,«1-1  dtv 

hm  {w  —  Wh]        -j^ 

und 

7.     ,  ,. —  aw 

hm  (z  —  b)"^    j^ 

weder  Null  noch  unendlich  ist. 

3)  Hat  w  an  der  Stelle  z  =  b  einen  Windungspunkt  (m — l)ter 
Ordnung,  z  als  Function  von  w  einen  solchen  von  (fi  —  l)ter 
Ordnung  an  der  entsprechenden  Stelle  w  =  Wh^  so  ist 

1 

(z  —  bj^ 

endlich  und  von  Null  verschieden.     Es  wird  in  diesem  Falle  -3— 

az 

Null  oder  unendlich  gross,  je  nachdem  fi  >>  oder  <;  m  ist,  und 

zwar  so,  dass 

lim  {w  —  Wh]  '* 
und 

lim  [z  —  b]   "» 
weder  Null  noch  unendlich  ist. 
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4)  Wird  w  in  einem  Windungspunkte  (m  —  l)ter  Ordnung 
2  =  b  unendlich  gross  von  der  Ordnung—,  so  ist  ti;  =  oo  selbst 
zagleich  ein    Windungspunkt  ((i  —  l)ter  Ordnung   und  umge-     , 
kehrt:  -j—  wird  von  der  Ordnung  — ^'^  unendlich. 

5)  Eine  Function  «?,  die  für  jeden  Werth  von  zn  Werthe 
besitzt  und  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  unendlich  wird, 
ist  eine  algebraische  Function. 

6)  Eine  «werthige  Function,  die  mMal  unendlich  wird,  die 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  zwischen  tß  und  js^  die  in 
Bezug  auf  w  vom  nten,  und  deren  Coefficienten  in  Bezug  auf  0 
vom  iwten  Grade  sind. 


§.  111. 
Integrale. 

1)   Wird  das  Integral    1  f{z)dis  auf  die  Begrenzung  eines 

Flächentheiles  ausgedehnt,  in  welchem  f{z)  nur  in  dem  Punkte 
^  =  a,  der  kein  Verzweigungspunkt  ist,  unstetig  wird,  so  dass 


«  =  a 


und  p  weder  Null  noch  unendlich,  so  wird 

f(^z) dz  =  2  / nj). 


/• 


2)   Sei   q)(z)  eine  Function,  die  im  Flächentheile  T  stetig 
bleibt  und  ohne  Verzweigungspunkte  ist,  so  hat 

wenn  t  ein  beliebiger    Punkt   der  Fläche  T  ist,   die  verlangte 
Eigenschaft,  und  wir  haben 


'(0=^/,^,'" 


r 
und  innerhalb  dieses  Gebietes  auch 


,  ,  ,^.  w!      r      (p(z)       j 
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3)  Sei  mod(t  —  a)  <  inod(0  —  a),  so  wird 

4)  Besitzt  die  Function  innerhalb  des  Gebietes  T  auch  Un- 
stetigkeitspunkte,  die  jedoch  keine  Verzweigungspunkte  sind,  etwa 

aj,  c^,  .  .  .  Ofi, 
so  wird,  wenn 

^  2nJ      z^  ^  ' 


0 
3;r 


C^''^  =  2^  C {z  —  Ox)^ 9^ (-2^) d ^,     z  —  a^  =  r^(cosd-  +  isin^) 

0 

gesetzt  wird, 

5)  Das  Integral    /  f(z)dz  genommen   um   einen  Unstetig- 

keitspunkt,  um  welchem  die  z  Fläche  sich  mMal  windet,  und  iu 
welchem  nur  eine  polare  Unstetigkeit  stattfindet,  hat  dann  und 
nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  wenn  in  dem 
Ausdrucke,  welcher  die  Art  des  Unendlich werdens  angiebt,  das 
Glied,  das  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  wird,  vor- 
handen ist;  und  dieser  Werth  ist  dann  2mjriMal  dem  Coeffi- 
cienten  dieses  Gliedes. 

War  also  h  ein  Unstetigkeitspunkt,  in  welchem  m  Blätter 
der  Fläche  zusanmienhängen ,  so  hat  man  im  Convergenzbereich 
des  Punktes  b 

/  W  = ^  +  •  •  •  ;^  + ^  +  *  i^). 

(z  —  &)♦»  (z  —  6)»« 

wo  ^  (;0r)  in  z  y=  b  endlich  und  stetig  ist,  so  wird 


/ 


f(z)dz  =  2m7rtg^, 


Alle  diese  Sätze  bezogen  sich  auf  Integrale  über  geschlossene 
Flächen. 
6)   Aus 
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wo  0  (z)  für  z  =  a  endlich  bleibt,  folgt,  wenn 

t 
F(t)=   f  q){s)dz 

A,  eine  Gonstante  gesetzt  wird 

Fit)  =  c!logit-a)-±^^^-^~^-,+Xit) 

wird  ^  =  a,  so  wird  F{t)  logarithmisch  unendlich   und  wir 
erhalten  den  allgemeinen  Satz:    Die  Integralfunction 

t 

F(t)=   r  <p(z)dz 

h 

einer  algebraischen  Function  9  (z)  hat  für  t  =  a  dann  und  nur 
dann  einen  endlichen  Werth,  wenn  lim(js  —  a)(p(z)  z=z  0  ist. 

Ist  lim(js  —  ci)(p(js)  endlich,  aber  von  Null  verschieden,  so 
ist  JF(/)  für  ^  =  a  logarithmisch  unendlich. 

Ist 

Um  (z  —  ayq>  (z\    ft  z  1 

endlich  und  von  Null  verschieden,  so  ist  F(t)  von  einer  ganzen 
oder  gebrochenen  Ordnung,  und  wenn  in  der  Entwickelung  von 

(p(z)   das   Glied  von   der  Form  — - —  vorhanden  ist,  zugleich 

logarithmisch  unendlich. 

Für  den  Fall  ^  =  00  setze  z  =  —  und  bilde 

u 


tt 


F(t)=f^(.)ä.  =  -f^l<^  =  F.(u) 


h 


und  man  hat  sofort  den  vorigen  Fall  vor  sich. 


§.  112. 

Einige  BegriSb  aus  der  neueren  Functionentheorie. 

1)  Eine  Reihe  von  der  Form 


r  =  0 
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deren  Convergenzbereich  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener 
Kreis  ist,  an  dessen  Stellen  die  Reihe  einen  bestimmten  Werth 
annimmt  und  stetig  ist,  ferner  Ableitungen  aller  Ordnungen  be- 
sitzt, ist  eine  convergente  Potenzreihe  im  Bereiche  A. 

2)  Sei  b  irgend  eine  Stelle  in  J.,  und  JB  der  Convergenz- 
bereich von  6,  so  kann  es  geschehen,  dass  ein  Theil  von  B  über 
A  hinausragt,  dann  nennen  wir  die  Reihe  ^(^/a,6)  die  Fort- 
setzung von  ^  (x/a).     ( Vergl  §.  113,  8.) 

3)  Unter  singulären  Stellen  verstehen  wir  solche  Stellen 
der  wahren  Convergenzgrenze  von  -4.,  in  deren  Umgebung  keine 
durch  Vermittlung  einer  Stelle  b  aus  '^(x/a)  ableitbare  Reihe 
existirt. 

4)  Sodann  definiren  wir  die  Gesammtheit  der  aus  einer 
gegebenen  Reihe  ableitbaren  und  in  einander  fortsetzbaren  Po- 
tenzreihen als  eine  monogene  analytische  Function. 

5)  Eine  jede  Reihe  heisst  ein  Element  der  Function. 

6)  Erhält  man  auf  allen  Uebergängen  von  dem  Elemente 
^(^/a)  zu  einem  anderen  '^i(x/a)  dieselbe  Reihe,  so  nennt  man 
die  durch  ihre  Gesammtheit  dargestellte  Function  eine  ein- 
deutige analytische  Function  im  Gegensatz  zu  der  viel- 
oder  mehrdeutigen. 

7)  Sei  f(x)  eine  eindeutige  Function.  Lässt  sich  dieselbe 
in  der  Umgebung  von  a  in  eine  Reihe  ^  (^/a)  darstellen,  so  sagt 
man,  die  Function  sei  an  dieser  Stelle  regulär. 

8)  Sei  f(x)  eine  gegebene  Function  und  c  eine  singulare 
Stelle  derselben,  und  sei  das  Product 

(x  —  cYf{x\ 

wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  eine  in  der  Umgebung 
von  c  reguläre  Function,  so  dass 

(^-  cYf{x)=^a^{x^cY. 

Alsdann  können  zwei  Fälle  eintreten,  entweder  giebt  es  eine 
solche  Potenz  m,  oder  es  giebt  keine;  im  ersteren  Falle  nennen 
wir  die  Potenz  c  eine  ausserwesentlich,  im  letzteren  eine 
wesentlich  singulare.    Versteht  man  unter  x  —  oo  stets  die 

Grösse  — ,  so  sind  die  ausserwesentlichen  Stellen  der  Function 

x 

f(x)  dadurch  gekennzeichnet,  dass  für  sie 
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X=  CD 

weder  Null  noch  anendlich  werden.  Nach  dem  Exponenten  m 
heisst  die  ausserwesentliche  Stelle  eine  m  fache  oder  von  der 
mten  Ordnung. 

9)  Eine  rationale  Function  hat  keine  wesentlich  singulare 
Stelle  und  umgekehrt  ist  eine  jede  eindeutige  analytische  Function, 
deren  Stetigkeitsbereich  nur  durch  ausserwesentlich  singulare 
Stellen  begrenzt  ist,  eine  rationale  Function. 

10)  Fügt  man  dem  Stetigkeitsbereich  einer  Function  die 
ausserwesentlich  singulären  Stellen  hinzu,  so  entsteht  ein  Bereich 
Ä\  in  welchem  sich  die  Function  wie  eine  rationale  verhält 
Dieser  Bereich  ist  ein  begrenzter  oder  unbegrenzter,  je  nachdem 
die  Function  eine  rationale  oder  transcendente  ist. 

11)  Analytische  Functionen,  mit  einer  singulären  Stelle  im 
ganzen  Gebiet  der  unabhängig  Veränderlichen,  die  zugleich  ein- 
deutig und  regulär  sind,  heissen  ganze  Functionen  [6r(a;)], 
und  zwar  ganze  rationale  oder  ganze  transcendente, 
je  nachdem  die  Stelle  oo  eine  ausserwesentlich  oder  wesentlich 
singulare  ist. 

12)  Jede  ganze  rationale  Function  hat  Nullstellen. 

13)  unter  Primfun ction  von  x  versteht  man  jede  ein- 
deutige Function  dieser  Grösse,  die  nur  eine  (wesentlich  oder 
ausserwesentlich)  singulare  Stelle  und  entweder  eine  oder  gar 
keine  Nullstelle  hat  Der  allgemeinste  Ausdruck  einer  solchen 
Function  ist 


l-^  +  >}  e<-y. 


wobei  k  und  l  Constanten,  und  G  eine  rationale  ganze  Function 

von sein  soll. 

X  —  c 

14)  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  eindeutigen  Function 
von  X  mit  nur  einer  (wesentlich  oder  ausserwesentlich)  singu- 
lären Stelle  (c)  ist 

wo,  wenn  c  =  oo ,  durch  x  zu  ersetzen  ist    Die  singulare 

X  —  c 

Stelle  ist  eine  wesentliche  oder  ausserwesentliche,  je  nachdem  G 

Laik»,  i&Atheiit.  Fonnelnsainmlimg.  20 
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eine    transcendente    oder    eine    rationale    ganze    Function   von 

ist. 

X  —  c 

15)  Der    allgemeine   Ausdruck    einer    eindeutigen  Function 

von  X  mit  n  (wesentlich  oder  ausserwesentlich)  singulären  Stellen 

(cj,  C2,  • .  •  Cn)  kann  in  mannigfaltiger  Weise»  aus  n  Functionen  mit 

je  einer  singulären  Stelle  zusammengesetzt,  am  einfachsten  aber 

in  den  nachstehenden  Formen  aufgestellt  werden: 


wo  R(x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  welche  nur  an  den 
wesentlich  singulären  Stellen  der  darzustellenden  Function  Null 
und  unendlich  gross  wird. 

16)  Jede  eindeutige  Function  von  x^  welche  n  wesentliche 
singulare  Stellen  (ci,Cj, ...Cn)  iind  ausserdem  noch  beliebig  (auch 
unendlich)  viele  ausserwesentliche  hat,  kann  in  jeder  der  beiden 
Formen 


1) 


n 

2 

v  = 


IT  '>■  (f^) 

2)  -i---^ ——--BW 

ausgedrückt  werden,  und  zwar  dergestalt,  dass  Zähler  und  Nen- 
ner für  keinen  Werth  von  x  beide  verschwinden. 

Umgekehrt  stellt  jeder  dieser  Ausdrücke,  wenn  die  Functionen 
(ti,  Öj»  •  •  •  G2n  willkürlich  angenommen  werden,  eine  eindeutige 
Function  von  x  dar,  welche  im  Allgemeinen  n,  in  speciellen 
Fällen  auch  weniger  als  n  wesentlich  singulare  Stellen  hat,  wäh- 
rend die  Anzahl  der  ausser  wesentlichen  singulären  Stellen,  an 
denen  die  Function  unendlich  wird,  unbeschränkt  ist. 

17)  Eine  jede  ganze  Function  mit  gegebenen  Nullstellen 

^1?    ^2l    ^?    •    •    •    öty,    .    •    . 

ist  in  der  Form 
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•'=1 

darstellbar. 

Es  sind  beispielsweise 

0,  ±  1,  ±  2,  .  .  . 

Xullstellen  von  sinnx,  demnach  wird 


OD         f  ^v  * 

innx  =  nx  JJ^  (l j  e*, 


00 

stnnx  r=  na  ^ 

wobei  IT  bedeutet,  dass  gewisse  Werthe,  nämlich  jene,  für  die 
die  einzelnen  Factoren  oo  werden,  ausgenommen  werden  müssen. 
18)  Eine  eindeutige  analytische  Function  /(a:),  die  in  der 
Umgebung  jeder  Stelle  Xq  eines  um  x  =  c  gelegten  ringförmigen 
Gebietes,  wo 

Ri  <:  X  -  c  <  Ri 

ist,  regulär  bleibt,  lässt  sich  daselbst  durch  eine  nach  positiven 
und  negativen  Potenzen  von  (x  —  c)  fortschreitende  Potenzreihe 

darstellen.     {Der  Laurent 'sehe  Satz.} 


§.  113. 
Einige  auf  die  Potenzreihen  sich  beziehende  Sätze. 

1)  Ist 

so  beschaffen,  dass  der  absolute  Betrag  von  a^x'^  also 

wobei  g  eine  angebbare  Grösse  und  zugleich 

S<fo, 
so  convergirt  die  Reihe  für  alle  Werthe  von  x  von  der  Bedingung 

k I  =^  l<  lo. 

2)  Das   Product  zweier  in   der  Umgebung   R  der   Stellen 
xz=z  0  convergenten  Potenzreihen 

20* 
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OB 


?i  («)  =  2  »'*' 


0 

00 


0 

lässt  sich  in  eine  Potenzreihe  entwickeln,  die  in  demselben  Be- 
reiche convergirt. 

3)  Eine  ganze  rationale  Function 

der  n  Potenzreihen 

Vv  =  ^v  (^),    V  =  1,  2,  ...  n 
mit  einem  gemeinsamen  Convergenzbereich 

lässt  sich  in  eine  ebendaselbst  convergente  Potenzreihe  ""^(x) 
transformiren. 

4)  Setzt  man  für  yy  Potenzreihen  mehrerer  Variabelen 

so  geht 

/(yi,y2,...yn) 

in  eine  in  dem  gemeinsamen  Convergenzbereich  der  Reihen  ^, 
convergente  Potenzreihe  über. 

5)  Tritt  an  die  Stelle  der  ganzen  rationalen  Function  /  eine 
convergente  Potenzreihe 

0 

and  setzt  man  hierin  für  y  eine  Potenzreihe  mit  dem  Gonver- 
genzradius  B 

SO  wird  f(y)  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  con- 
vergente Potenzreihe  zu  entwickeln  sein,  wenn  die  Summe  der 
unendlich  vielen  Reihen 


00 


0 

in  einer  Umgebung  der  Stelle  a;  =^  0  gleichmässig  convergirt. 
6)  Der  Quotient  ganzer  Functionen  ohne  gemeinsamen  Theiler: 

/(.Vi  ya  ■ ' » Vn) 

9(yiV2'"yn) 


Functionentheorie.  S09 

geht  durch  die  Substitutionen 

jfy  =  ^r(Ä;),    V  =  1,  2, .  .  .  n 
in  eine  Potenzreihe  ^  (x)  über,  die  in  dem  gemeinsamen  Conver- 
genzbereich  der  Reihen  ^»r(aj)  so  lange  convergirt,  als  x  nicht 
einen  Werth  annimmt,  dem  eine  Nullstelle  (y)  von  g  entspricht. 

7)  Der  Quotient  zweier  Potenzreihen 

^j(yiyi...y«)' 

dessen  Nenner  an  der  Stelle  (0)  nicht  verschwindet,  kann  auch 
wieder  durch  die  obigen  Substitutionen  in  eine  Potenzreihe  ^(x) 
verwandelt  werden,  nur  muss  die  Stelle 

y(o)  =  !p,(0),     i;=l,  2,  ...w 

in  dem  Convergenzbereich  der  gegebenen  Reihen  liegen;  dann 
giebt  es  einen  Bereich  \x\  <  r,  dem  nur  Stellen  (j/)  des  Con- 
vergenzbereiches  von  ^^  und  ^^j  angehören,  und  die  Transfor- 
mation in  ^(x)  ist  möglich. 

8)  Sei  eine  Reihe 

^(x\a)=^c,(x^ay, 

0 

und  sei  ai  eine  Stelle  des  Convergenzbereiches  JB  unserer  Reihe, 
so  wird 

00 


5ß(a;|o,o,)  =  2<"(*-  "i)"' 


wobei 


_  1    fa*^(a?  —  a)\ 

~    n\\  dX^  ja^^a, 

die    aus  ^(a;|a)    durch  Vermittlung   von  ai    abgeleitete  Reihe 
^^(x\a^ai)  genannt,  und  sie  convergirt  mindestens  so  lange,  als 

k  —  «il  <  -R  —  |«i  —  «I- 
Auf  dieselbe  Art  kann  man  fortfahren. 

9)  Kann  aus  ^(rr|a)  eine  Reihe  ^(a;|a,6)  direct  abgeleitet 
werden,  so  kann  man  auch  umgekehrt  ^(a;|a)  aus  ^(a;|a,6)  ab- 
leiten. 

10)  Der  wahre  Convergenzradius  R  einer  Potenzreihe  ^  (a? — a) 
ist  geradezu  dadurch  charakterisirt,  dass  die  untere  Grenze  der 
Convergenzradien  der  abgeleiteten  Reihen  Null  ist;  ist  diese  nicht 
Null,  so  ist  der  Convergenzradius  nicht  JB,  sondern  grösser  als  K 
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§.  114. 

Von  den  periodischen  Functionen. 

1)  Eine  analytische  Function  F{x)  wird  periodiscli  genannt, 
wenn  für  eine  gewisse  constante  Grösse  w  die  Gleichung 

F{x  +  fi))  =  F{x) 

besteht,  o  und  jedes  ganzzahlige  Vielfache  von  o  heisst  die 
Periode.  Lassen  sich  alle  Perioden  durch  Addition  und  Sub- 
traction  aus  r  Grössen 

2  Ci7|)  2  (i>2)  •  •  •    2  C9y 

ableiten,  so  wird  die  Function  rfach  periodisch  genannt. 

2)  Ein  Periodenpaar  der  doppeltperiodischen  Function,  durch 
welches  alle  Perioden  ganzzahlig  in  der  Form 

(D  =  2|LKO-|-2fta>' 
auszudrücken  sind,  heisst  ein  primitives. 

Die  dem  Paare  [2©,  20']  äquivalenten  Periodenpaare 
(2  (5,  2  (5')  sind  gegeben  durch 

2c3  r=  2^^  ö  -[-  2  g  ö' 
2cö'=  2i?'ö+  2  g' Ol' 
wobei  die  ganzen  Zahlen 

die  Bedingung 

P  3'  —  !>'  (Z  =  i  1 
zu  erfüllen  haben. 

3)  Zwei  Werthe  des  Arguments  sind  congruent  oder 
äquivalent,  wenn  ihre  Differenz  eine  Periode  ist 

4)  Die  Gesammtheit  der  x  Stellen,  welche  der  Xq  Stelle 

iCo  +  2^(D  + 2^'aj',     0^^<1,    0^^'<1, 

congruent  sind,  wird  ein  Periodenparallelogramm  genannt. 

5)  Unter  dem  Grade  einer  doppeltperiodischen  Function 
versteht  man  jene  ganze  Zahl,  welche  die  Anzahl  der  ünendlich- 
keitsstellen  im  Periodenparallelogramm,  jede  in  der  zugehörigen 
Ordnungszahl  gezählt,  angiebt. 

6)  Eine  eindeutige,  doppeltperiodische  Function,  die  im  End- 
lichen den  Charakter  einer  rationalen  Function  besitzt,  wird  in 
jedem  Periodenparallelogramm  eben  so  oft  Null  als  unendlich  und 
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hat  daselbst  jeden  Werth  in  derjenigen  Anzahl,  welche  der  Grad 

anzeigt. 

7)   Wir  bilden  nun  eine  fundamentale  Function. 

Sei 

CO  =  2  ^  cj  -(-  2  fi'  oj', 

wobei  fi  und  ft'  alle  Zahlen  von  —  qo  bis  -|-  oo,  Null  ausgenom- 
men, zu  durchlaufen  haben. 

Sodann  bezeichnen  wir  mit  öu  die  Function 

-    e      CO       2  VW/  • 


6U  =  tili 


Es  wird 


1 


(Ü 


also 


und 


<J0    =r:  0 

6(—  U)  =  —  (f(u), 

8)    Sei 

d^logöu  _  J_    I    ^  f       1 J_| 

y  tt  =  y  ( —  m) 

y  (w)  =  y  (m  -(-  2  ft  fi}  -|-  2  ft'  co') 


^ 


ö'((ö)       ,_<y^((oO 


ö(cö) 


V 


<y(öj') 


so  wird 


,       dö 


6{u  +  2  ö)  =  —  c2»?(«*+*">(yw 


9)   Es  ist 


(/t4 


W3 


(t(   —    GJ)3 


10)   Wird 


y'  ö  =  0,    y'  o'  ==  0 

y'  (gj  -|-  ca')  =  0. 


ya>  :rr  Cj,      y  O' 


y  (ö  -\-  ß)')  =  ^3 
gesetzt,  so  wird 

(y'w)2  :^  4{ytt  —  ß^j  \yu  —  e.j}  {yu  —  ^3}- 
11)   Der  •  allgemeinste  Ausdruck  einer  eindeutigen  doppelt- 
periodischen  Function  mten  Grades  ist 
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und  zwar  ist  die  Summe  der  incongruenten  Nullstellen 

m 
1 

der  Summe  der  Unendliclikeitsstellen 

m 

1 
congruent. 

12)    Eine    eindeutige    doppeltperiodische    Function    ersten 
Grades  existirt  nicht. 

Vergleiche:     Königsberger,    17.  Vorlesung  [Ueber  perio- 
dische Functionen  im  Allgemeinen]. 


§.  115. 

Elliptisohe  Reduotionsformeln. 

A.    Algebraische. 

J    V(l  +  xy{\  +  c^x^)       J   Vi  —  x»sm«y' 

X  =  tgn  y,    X*  =  I  —  c^ 

J    V(l  —  x^)  (l  +  c2ir2)  ~"       J    Vi  —  x«stn«y' 


(•3 

a;  =  cos  9>,    X*  = 


3) 


1  +  c* 
da;  r  d<p 


dx^ r ( 

V(a;«  —  ij  (1  +  c»«»)  "  *  J    Vr^ 


cosg)  1  -f-  c* 
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^  J    V(l  +  x^){l  —  c«a:2)    -       ^J    Vi  ~  x«sm«g) 


a;  =  —  cos  9,    X* 


c        ^'  1  -f-  c^ 

^  y    V(l  +a:«)(c«a:«-  1)  J    Vi  —  x«sm«<p 


1  ,  <^^ 

X  = ,     X»  r= 


ccösg)  1  +  c* 

J    V(l  —  a;«)(l  —  c«a;2)       J    Vi  —  x'smSy' 

ic  =  sin  9,    X  r=  c 

/dar  /•  d(p 

Y{x^  —  1)  (c«a;2  —  \)~~  J    Vi  —  x^sm^y' 


1 
Ä  =  — ; — ,      X  =  c 
cstn^)^ 


8) 


/dx  r  dq> 

V(x»—  1)(1  —  c»x«)  "^  "■  7    Vi  —  %^sin^q>' 

x>  =  stw«  9  -f-  "7  ^^^'  9,    X  ==  Vi  —  c' 

9)  Man  merke  für  den  Fall,  dass  x'  >  1  werden  sollte, 

/dw  l       /^  dif 

^^  =  —      /        /  ,  X  sin  9>  =  sm  * 

10)  Setzt  man  in 

/ 

so  folgt 


jr_..         .^     /  dy 


(a-p)  f 


Voo  +  «1  y  +  oj  y*  +  «3  y'  +  «y* 

Können  nun  jp  und  g  aus  den  Bedingungen 

aj  =  0,    tta  =^  0 

bestimmt  werden,  so  liefert  die  Anwendung  obiger  Formeln  die 
gewünschte  Reduetion. 

11)  Seien  a,  6,  c,  d  reelle  Grössen,  und 

\a\>\b\>\c\>\d\, 
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femer 

0  <  <P  <  y, 

SO  wird 

dy    •  2 


«) 


V(2/-a)(y-ft)(2/  — c)(y-rf)       V(a-c)(6-d) 

^9 


««  = 


6  —  c     a  —  d 
a  —  c    b  —  d 

Grenzen  von  y 


a(b  —  d)  —  b(a  —  d)stn^q>  ,  , 

y  =  — ^T j^ — 7-^ ,,    .  , — ^,    a,  00  oder  —  oo,  d 

y-      b^d-(b^c)sin^q>     '  cund«.. 


V-  (y  -  a)(y  -  b)(y  -  c)(y  -  d)        V{a  -  c)(6  -  d) 

dq) 


g.  _    fa  — 6)fc~d) 


(a  —  c)(6  —  d)  ^ 

Grenzen  von  y 
_  d(a  ~  c)  +  a(c  —  d)sm8y 
2^—     (a  — c)  +  (c  —  djsmay    '  '^ 

^  ^  ft(g  —  g)  ^  c(a  —  b)üin^(p  ^  ^ 

^  a  —  c  —  (a  —  6)  sin^  y     '  '    ' 

Speciell  wird: 

dy  2  d<p 


V(y  —  <^)(y  —  b)(if  —  c)        Va  —  c      Vi  —  a^sin^(p 

b  -  c 


;2 


a  —  C 


a  —  bstn^w  ^ 

v  = —  Grenzen  von  y:    a,  oo 

y  =  c  +  (b  —  c)  .sm«  g)  „         „     „      c,    6 


j 
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dy  2  d(p 


V—  (y  —  a)(y  —  b)  {y  —  c)       Va  —  c    Vi  -^  B^sin'^q> 

a  —  b 


6'  -- 


a  —  c 


c  —  acos^w  rt 

y  = ^— Z-  Grenzen  von  y:  —  oo,  c 

"^  stn^q>  ^ 

6  (a  —  c)  —  c  (a  —  6)  sin^  (p  , 

^'-     a-c^{a-b)siii^^  "  «     «        ^a 

12)   Seien  a  und  b  reelle  Grössen  \a\  >•  |6|,  und  es  werde 
(m  —  a)«  +  w«  =:  «a,    (m  —  ft)«  -f-  ^2  =  /J« 
zur  Abkürzung  gesetzt,  sei  femer 

0  <;  9  <C  3r. 
dy  1  dq) 


«) 


V^'Cy  —  «)(y  —  6)[(y  -  w)2  -f-  n«]  "'    V«^    Vi  —  a^sin^q) 


y  —  a 


«» -f  ^»  —  (g  -  ft)»^ 

"^  2a/J  1 


« 


,  =  -3-  z — i —    Grenzen  von  y:  a,  oo  oder  —  oo,  &. 

y  —  b        ß  \  -\-  cosq)  ^'  ' 

dy  1  d(p 


V—  (2/  —  a) (y  —  6)[(y  —  m)«  -f-  w«J  "     Va/S   Vi  — a^s^n^y 
«2  =  1  |l  --  «^  +  /3«  -  (g  -  6)2| 

a  —  y       a  1  +  cosw    \^  , 

—  T =  "F  :; ^    Grenzen  von  y:  b.  a. 

b  —  y       ß  l  —  costp  ^' 

Speciell  ist 

dy  1  dg> 

Viy  —  ö)  [(y  —  '^y  +  «']  ""  V«  '  Vi  —  fi2  sm2~9 

1  —  cos  Cp     ^ 
y  —  a  =  « -i — i —    Grenzen  von  y:    a,  oo 

dj^  1  dfg) 


V(a  —  y)  [(y  —  w)2  +  w2]        V«    Vi  —  a^s^-^a^ 

1  -f-  cos  g?    ^ 

a  —  ?/=-:«  - — ! -^    Grenzen  von  y:  —  oo,  a 

'^  1  -—  cosg?  ^  ' 
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NB.  Wird  a  -|-  6  =  2  m,  so  werden  die  obigen  Formeln 
ungültig.  Alsdann  ist  j/  —  m  =  e  zu  substituiren  und  man  er- 
hält eine  von  den  Formeln  1)  bis  8). 

13)   Sei  zur  Abkürzung: 

(wi  —  my  +  (ni  4"^)*  =  r« 

K  -  m)^  +  (ni  —  n)«  =  r^, 
ferner 


so  wird  für 


^ =  ^n  (^p  —  tc?) 


n 


dy  2  ^9 


V(t/  —  m)2  +  w«  V(y  —  w ja  +  w f       ^  +  n  Vi  —  €*  sin«  9? 

£2  = 


:2  _  _^A 


(r  +  r,y 

Die  Beweise  suche  in  Enneper,  „Elliptische  Functionen", 
§.  3  und  4.  Vergl.  Schellbach:  Die  Lehre  von  den  elliptischen 
Integralen,  §.  143  bis  155. 

B.    Goniometrische. 

Sei  zur  Abkürzung 

^/q>  =  Vi  —  6^sin^q> 

so  wird: 

sin^xdx n  —  2     l-|-£*    Psin^-^xdx        n  —  3 


rstn''  xdx  _  n  — 2     l-f-6»    r 
^J       Jx       ~w-l'     «2     J 


jdx  (W 1)£« 

/ürC^-^xdx  ,    sm«-3a;  ^n -r-j — ..    .  , — j — -7-7-7- 
/Ix             '    (W  —  1)£2                \       I        /  I 

/sin^xdx        \      r  dx  l      T  -.    1/ : — 

-^^  «V    Vi  — €«sm2a;      «V 

cos^xdx       n— 2    2«2 — 1    Pcos^-^xdx  .  n  — 3    l  —  t- 


M  —  1       t 


2 


^x     Pcos^xdx n— 2     2«2 — 1    Pcos^-^xdXj^ 

^  J  ~~Jx~  "~  iT^         7^      J         Zx         ^ 

/cos»»-'* da;  ,     cos^^^a:   ,/7- ,,   ,  ,^ r— -? — — — 

/cos^xdx r  dx  r      sin^xdx 

^^      ~  J   Vi  —  sUin^x       J   Vi  —  B^sin^^ 
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rtgn*xdx_     n  — 2  2  — t*   rtgn-~*xdx     n  — 3       1 
V        ^dx~~'      n  — 11  — s'J         Jx  n  — l'l— «» 


Setzt  man  —  w  +  ^  8,n  die  Stelle  von  n,  so  ergiebt  sich 
(4)  (5)  (6). 

^  J   shi^x.^x  ~  n  —  1  ^      '    ^  ^J    sm^-a^zia: 

dx  cosx         jdx 


x^x       sin^-^x    n  —  1 
dx 


cos*^~^xJx 


n  —  1        J   s/n"-* 

^  J    cos*^x,^x  n  —  1      1  —  s^  J 

n  —  3         £^        r        dx  ,      sinx  dx 

'    n  —  1     1  —  £» J    cosl^-^xdx    '    cos^-^o;  (1  —  €*)(w  — 

o/    ign^'x^x  w  —  1  ^  ^  J    ign^'-^x^x 

_  n  —  3     .j  _  ^j.    r_A^ }!^ 

n  —  1  J  tgn'^~^xJ X       (w  — 


1) 


Vi  —  e^sin^x 


1)  cos^xtgn^~^x 

n—i 


r[l  -  a«.m»^3»  ^^^n-2  /»[l-a^sm»^]  » 

^  J  ^x  n— 1^  ''j  z^a: 


X 
n—i 


'    n  —  1                   ^  ^ 
dx _n  — 2  2  — £2   p da; 


2 


n— 3 

da: 


1_     r n-2 

-  6»J   z/a;[l  —  «^siH^x]  » 
e^  sin  X  cos  x 


n~l 


(n  —  1)(1  —  £«)  [1  —  e^sin^x]  ^ 
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/fz f.  ^   .,3.  =  z z  /  Vi  —  «5  sin^x  dx 
[1  —  E^stn^xJ^       1  —  a«  J 


6^  sin  X  cos  X 


1  —  «'  Vi  —  s^sin^x 

9)  Beachtet  man  die  Identitäten 

1  —  [1  —  €^sin'^x'\ 
stn^x  = r 

«2  —  1  +  ri  —  s^sin^x] 

SO  lassen  sich  die  Integrale 

sin^^xdx 


I 
I 


n 


[1  ~  B^'Sin^xY  Jx 
eos^^xdx 


[1  —  B'^sin^xy  Jx 
leicht  auf  obige  zurückführen. 

10)  Man  merke  auch  folgende  Reductionsformel:    Sei 


(1  ±el)Jx 
IS^  dx 


jdx 
so  wird 

iZn  i  ß  jB»_1  =  P„ 

oder 

B^  -V  eB,  =  Po,    Ri±eRi  =  Pu... 

wobei  Po,  Pi  nach  dem  Obigen  bekannt  sind,  und  demnach  i?o,  -Ki . . . 
gefunden  werden  können.    Insbesondere  ist  für  |  =  sinx 

dx r  dx 

(1  ±  asinx)  Vi  —  B^sin'^x  ~"  J   (1  —  e^sin^xf^'» 

^     r        sin X  dx 
+  J  (1  —  6'^sin'^xy/^ 

11)   Sei 


/ 


^  "  -=  M, 


(a  4"  sin<py  Vi  —  e'^sin^q: 
so  wird 
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—  2o3««)a[n— l]  +  (n  — 2)(6a>£«  — €2  — l)[w  — 2] 
4-(10  — 4n)a6«[n  — 3]  +  (n  — 3)€2[w  — 4]. 

Insbesondere  ist 

r ^ =  a  r '  ^y 

J    (a  +  sin  (p)^(p  J    (a3  —  sin^  (p)  Vi  —  a^  sin^  9 

/sin  (p  dq> 
[(|2  —  sin^  <p]^J  (p' 

12)  Sei 

r 1^? =  TAI 

c/    (^  +  cos  (pj^-d  q>        ^  -" 
so  wird: 

{a^cof^y-^  =  -  (n  -  3)6^[n  -  4]  -f  (4n  -  \(})aB^{n  -  3] 

+  (w  — 2)(2£2— 1  — 6a'if2)[n_2]4-(2n— 3)(1— 2€9 
4-2a2««)a[n— l]  +  (n  — l)(l-a2)(l  — 6«  +  a2  62)[w]. 

Speciell  für  w  =  1  findet  man: 

r  d^  ^  ^   r dtp      

J    (a -\- cos  (p)  J (p  J   (a^—l-\-sin^q))^ip 

/cos(p  d(p 
{a'^  —  cos^  q>)  J  q> 

13)  Setzt  man 

J  {a-^tgn^>fJ(p  ^'  ^^^' 
so  wird 


'^  ~r  ^^'*  y)      ^ös-  q>  ^  ^^  ^^  -■ 

-(4n— 10)a(l~f2)[|i_3]_(^_2)(2  — «2_|_6a2— 6a2£2)[n  — 2] 

-I  -  (2  n  —  3)  a  (2  —  f  2  +  2  a«  —  2  a3  e«)  [n  —  1] 
-(n-l){l  +  aHl-«^)}(l+a2)[n]. 

Insbesondere  ist 

d^ r  cos^q)  d(p 

(a  +  tgn(p)Jip  J    a'^  —  {\  -\-  a'^)sin^(p  J^ 

/sin  (pcosq)dq> 
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das  erstere  Integral  ist  gleich: 

1         r d^ .         1         r  dip 

1  +  »V    [a^  —  (1  +  a*)sm*9]^9  "^  1  +  aV    ^9 
14)  Sei 


/, 


=  [»»], 


(a  -|-  sm*  (pY  J  fp 
so  wird: 

(f+  y^y. = (^ » -  ^)  I» + »Hl + .■) + »•  .-1  w 

—  (2n  —  3){1  +  2o(l  +  £»)  +  3a»«»}  [n  —  1] 

4-  2(n  —  2)(3of»  +  1  +  £«)[n  —  2] 

—  (2tt  — 5)«»[n  —  3]. 

Beweise  suche  in  Di  enger,  Differential-  und  Integralrech- 
nung. 

15)  Sei 

^"-y  — j^ — ^f^ 

so  wird: 

(a  -\-  sin  9)"  cos  9 .  z/  9  =  n  (1  —  «*)  (1  —  o*  «*)  -<l»-i 

+  a(2n  +  l)(l  +  «»— 2a»a»)A  — («  +  1)(14-««  — 6a»«»)^,+, 

—  2(2»  +  3)a«»^„+3  +  (»  4- 2)e»^«<.,. 
Sei 

■^-=7  Z^ '^9'' 

so  wird: 

£,»  (6  +  cos  9)»  sjrt  9  ^  9  =  n  (1  —  ft»)  («1»  +  «» 6»)  Bn-\ 
4-(2n  +  l)&(£»— «»+2«»ft«)B,-(n  +  l)(c«-««  +  66»£»)jB,+i 

-f  2(2»  4-  3)&£»B„+j  -  (w  4-  2)£»JB,+». 


Sei 


so  wird: 


c  —  /•(c4-<g»y)"^-. 


(c  4-  ^^»9)»  -^  = « (1 4.  c>)  (1 4-  £»c»)  a-, 

-(2n4-  l)c(l  4-«i*4-  2c»£i^  c,4-(»4- 1)(1 4-  «i*  +  6c*«,')  c»+. 
—  2  (2  n  4-  3)  c « » r„+,  +  (»  4-  2)  t/  (7,+«. 

Alle  diese  Integrale  lassen  sich  auf  folgende  zwölf  zurück- 
führen : 


wobei 
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Aq,    Ai^    -4.J,     A^i 

JBoi    -Bi,    -Bj,     -B-i 

c7o?    (^11     ^j»     C-i. 
Es  ist     • 

^  =  5o  =  Co = y  ^ 

1^   —  J    /*d9    ,      /" CO.S y d y 
J    dfp    '    J        dtp     ' 

B  COS  <p 

J  (p       ^        2  s     ^        .    scos(p 

/cosg>    ,  1  .   r  -I 

.       d(p  =  —  arcsin[ssinq>] 

1  4-  — 

^J  (p 

Ferner  hat  man: 
^^A,  =  (1  +  *»a»)/^  -  fj^d<p  4-  2«a»/4v-  '^'' 

::*  (^  =  cU^  J ^-J d,f.dq>J^2cB{J^^dip^tgn(p.^<p. 


'f 


B. 


f 


/COS  <p  dq) 

1  —  b'^  —  sin'^q)  ^  (p 


Laika,  mathem.  Formelngammlang.  21 
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/ 


-/ 


sin  (poßscp  d(p 


f 


c2  —  (1  -}-  c^)sin^(p  zlip 
Für  die  hier  vorkommenden  Integrale  merke  man: 
sin  q)         dq> 


a^  —  sin^  9  z/  g) 


/ 


,     .    cosq>'\/l  —  £*«• 

log — ,         — - 

~  'J^  y     1  —  ttS 
cosq)  d(p 


2  Vi  —  a»Vl  —  a«£« 


1  —  h^  —  S««*  ip  ^(p 

__l^ 1 "*"    z/y     y      1  —  6* 

~  2  Vi  _  62 1/6«  4- £2  6»  '"^      _  £ sm  y  1 /t »  +  b^' 

J(p     y    \  —  b* 

/sin  (pcosKp  d(p 

c*  —  (y»  +  1)  sin*  9  ^ 

1 ,  ^„i/~^-rT 


4-^9  ]/  - 


16)   Sei 


=.  1       1 j^    _____JL±  Jl  <=* 

2  Vi  +"^ vi"+^iV  *^ ,     .1  /  c»  4-  r ' 

^-/^^^^"'^^^ 

so  gelten  folgende  Relationen: 

(rt  -|-  sw*  g))"  s j»  9  cos  9  ^  qp  =t  —  2na(l  -\-  a)(l  -\-  £'a)P„_i 

+  (2«  4-  l)("l  -f  2a(l  -f  £«)  +  3a«a«]P„ 
-  (2n  +  2)(1  +  £»  +  3a£»)P„+i  +  (2n  +  3)£«P„+2. 

(6  +  cos^  (f)"  siti  <pcos(pJ(p  =  2  n  6  (1  —  6)  (f  1*  —  £>  6)  ^,_i 

—  (2n  +  l)[£i'  4  26(£''  -  £»)  -  36«£'l  <?, 
4  (2n  4  2)(£i'  -  £2  —  36£«)  $„+,  4  (2n  4  3)£'  Q^^r 
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(c  -f-  tqn'*  «p)"  tan  w  J  m  ^       ,,  ,  ,,  „  >  t. 

" Js^tp  =  -  2nc(l  -  c)(l  -  «»c)2J„_, 

-  (2»  4-  1)[1  -  2  c(l  +  £••)  +  3  cU^  lU 

+  (2»  4-  2)(1  4-  £••  -  3c««)B»+i  +  (2«  +  B)t*Rn+». 
17)  Sei 

"  ~  y  (Ä  +  «/si»«9))"^9' 
so  wird: 

ymycosy^y  =  _  (2m  -  5)^»T^, 

+  2(m  -  2)|>(.l  +  £-0  +  3Ä£2]  r^_3 
-  (2m  —  S)[g^  +  2Ä^(1  +  b^)  -f  SÄ'a^]  T^_i 
+  2(m~  l)h(g-]-h)(g  +  hB^)T„,. 
Die  Beweise  suche  in  Enneper,  „Elliptische  Functionen*^. 


§.  116. 

Einige  Integrale,  die  sich  auf  elliptische  zurückführen 

lassen. 

,.      .         dz 


0 


3 


\ 


G 


7 


/dz  •  —  , 

/dz  .  1 


,  Ä»  = 


f  — iL :.    Vergl.  Grelle,  Journ.,  32,  S.  213. 

f^sr^ .    !S  =  fk,    tz-l  =  -  2v,    V  =  ((;% 

J   T^z(l  —  z*)  t' 

/dt  1  .      (p 

,  ,    —  =  z,    z  =  tan  ~,    cos<p  =-■  x 

/*,/  ,    ,     ^,    ,    ,^    ^  =  ^i/»  T'     2  cos  -2-  =  \/l  4-  sm  9 

4-  Vi  —  sin  9,     1  +  sin  9  =:  Xj,     1  —  sin  <p  =  a;j, 

21* 
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8)     C-i _££ =      gt  =  X, 

J   f a  +  ix»  +  ex*        ^ 

10)  r,,  =,    a  +  bx*-^  cx*  =  x*e^, 

^  J  ^a  +  bx*-\-cx*        ^        ^ 

11)  Jdx{a-\-ix-\-cxi-^dx^)-^',    t^a  +  6x  +  ca;»+ da;» 

12)  /  ,-7= ,    a;H =  2j 

13)  r    .  ^  Setze  9  =  2^  +  «  und  be- 
j    Va  -\~  bcos(p  -{-  csinfp 

stimme  a  aus  h  sin  a  =  c  cos  a. 

14)  /"-=. ^"^^ . 

J    vA-\-B€OS(p-\-Csin(p-\-Dcosq>-\-Esm(pcos(p-\-FsiH'€p 

Vergleiche  Gauss'  Werke  III,  S.  333. 

16)  A  ^=    I  -^    ^  ,  ^l  —  cos^asi7i^q)  =  y^sina 

J    y\—  cos^  a  sin^  q) 

16)  B—  /  :ä/       ^  ^         1^1  —  gQ^' « g^'^^^  y  =  y  V^^^^ « 

1/    y  1  —  cos^  a  sin'^  q) 

17)  0_    /    ^ ^d<p,    sinfp  =  -^. 

j  sin  (p  ycos  a 

Diese  Integrale  reduciren  sich  auf 

^  =  —  2    f  y^fsinady 

J    V—  sm  a(l  +  y^)  +  (1  +  sm^a)y* 

2  4/    V^^^^~sin 


/ 


(1  +:r«)  +  (1  +smaa)a;3 
(1  —  cosay*)dy 


(1  4"  yO  ^^^  «  —  (1  -|-  6'os'  a)  y* 
Vergleiche:    Verhust:  Chap.  XIV.     Dasselbe  erweitert  mit 
Literatur,  Enneper:  Note  I. 
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§.  117. 

Pseudo-elllptisohe  Integrale. 

1)  Sei  F  eine  algebraische  rationale  Function,  so  wird,  wenn 

sin^  (p  =r=  z 
gesetzt  wird, 

/sin y F(sin^ (p)d(p ^     /*  F{z)dz 

]/\  —  B^sin^fp     ~"  ^  J   V(l  —  z){\  -  a^'Z) 
/cos <p Fjcos^ (p)d(p 2.    rJ^(l  —  z)dz 
Vi  —  s'^sin^q)     ~  '^  J    Vz(l  —  s^z) 

/tgn<pF(t^n^(p)d(p  _  1     /     __^ALE!f/_l 
Vi  ^  B^sin^     ~^J      z{\  —  z)VV^ 


e'^z 

Diese  Integrale  sind  also  nicht  elliptisch. 
2)  Ebenso  lassen  sich  die  Integrale  Ton  der  Form 

wenn  /  eine  solche  Function  ist,  dass  resp. 
durch  die  Substitutionen 


1/  l  -  x^ 

auf  algebraische  Integrale  zurückführen. 

Vergl.  Hermitte:    Liouville  Journ.  VI,  p.  5  bis  18. 
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§.   118. 

Elliptisohe  Integrale  erster  Gattung. 

1)  F(<p,a)^-  I  ^f'  ,    *«<1. 

J    VI  —  E^sin^(p 

2)  Sei  

z/  9  =  Vi  —  «^  .<?m*  9?, 
so  wird,  wenn 

cos  6  ^=  costp  cos  ilf  +  sin  (p  sin  ^  z/  0, 

F(q>)  ±  F{il;)  =  F(a). 

3)  Es  ist  auch 

-  F(<p)  =  +  F(-  9) 

4)  Sei  fi  der  complementäre  Modul,  so  dass 

,2  -f-  s^  =  1, 

so  sollen  die  vollständigen  Integrale  bezeichnet  werden  wie  folgt : 

7    Vi  --  E^sin^q)'  J    Vi  —  s^^sin^fp 

0  0 

5)  Sei 

f fifw  cp  =  — j — -,  — ■ —  !=  eA  L an den'sche  Transformation, 

^    ^        s  -{-  cos2tv^   i-^€         ^J 

so  wird 


y  IC 

/d(p 2        r  div 

^9  "  M-~^7  i/i  -  «;'§« 


6)  Sei 


0  0 

2  V^n-l 


—  Sn 


SO  wird 


1  -f-  «n-l 


ffi-1 


Wird 
so  folgt 
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F{q>,  f)  =  £  f I  «2 . . .  £n_-i  log  tgn  L  9«  +  ji 
7)   Setzt  man 


tgn^  9  =r-  — 


11+  sinif 


so  folgt: 


d(p  _       1 


£i   1  —  sinil;' 


^^"'■■'■V.-([-;-t)'--* 

8;  Wird  weiter 

2(1-4    fi)msö 
(l  +  \/fi>  -1-  (l  -  ]/t,ysin^ti 
gesetzt,  so  ergiebt  sich: 
di^ 2(l-f-£,)dQ 

9)    Verbindet  man  beide  Substitutionen,  so  wird  für 

2  rfÖ 


^       \i  -I-  w, 


^*-i  i  sin^e. 


§•  119. 

Elliptisolie  Integrale  zweiter  Gattung. 


1)   Bestehen  die  Gleichungen 

F(f)  +  F(i>)  =r-.  F(6) 
COS  6  r=rz  COS  (p  cosil^  —  siu  ff  Sin  '^  /d  6 


I 


(Ä) 
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SO  wird,  wenn 


fp 


gesetzt  wird, 

E{ip)  ~\-  E{il))  —  E(6)  =  £^sin<p  sintif  sino. 
2)   Für  die  vollständigen  Integrale 

7t  n 

~2  ~2 

=  f  dtpyi  —  £«8^29,     E'  =  fd<pVl  —  s'^sin^tf 


E 

0 
gilt  die  Beziehung 


3)  Setzt  man 


K'E-j-  KE'  =  KK'  +  ^ 


<r 


r  d<p 


so  wird 


/  ^tpd(p=  I   dn^udu  ^=  E{u) 


und 


X 


E  =  r^n^udu  —  E{K\ 


wobei 


tt 
a 


-  eil 
j  ^9 


K 

0 

Diese  Form  der  Integrale  zweiter  Gattung  rührt  von  Ja- 
cobi  her. 

4)  Die  Landen'sche  Substitution  liefert 

1  — £^ 

E  (qp„,  £n)  =  (1  +  £«)  -E^(<]P«+l,  Cn-fl)  +  — T^  ^(^n,  « «)  -  f«  «m  9?^, 

wird  £n  =  1,  so  folgt  hieraus 

E((pnSn)  =  shKfn. 
r\      ^^    i-n/         \\  1    T?/         \    I        1      n/         \  BSilKDCOSW 
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dt 


Sf, 


+ 


1      sin  (p  cos  (p 
^  Vi  —  £ » sin^  q> 


<l  , 


7)  f-^\E(q>,t)\  =  -  j{Fi<p,i)  -  E(ip,B)} 

8)  ^  {E(q>,  B,)\  =  i;  {F(q>,  e,)  -  E(<p,  s,)\. 

Speciell  für  9?  =  -— 

9)  4Ä  =  _l(/,_i^£) 

'"  4f -=  -  7 1*^  -  ^1 


/?  TT'  1 

12)  ^  =  j-AeK'-eE] 


de 


VergL  Enneper:    Elliptische  Functionen,  §.  27. 

cos«  0  dO 


13)  sinßcosßVl-^Blsin^ß  f  ^z- 

0 

4-sina€0$avl  —  e^sin^a  1 


Cös2  j3  C0.S3  ö  y  1  _'  £2  sin^  e 


de 


cos^eyi-^s^sin^ß 


n 


Ibid.  §.  28,  29. 


1)  Sei 


§.  120. 
Elliptische  Integrale  dritter  Gattung. 


330  Elliptische  Integrale. 

SO  kann  dieses  Integral  immer  in  ein  solches  verwandelt   wer- 
den, bei  dem  a  negativ  und  der  absolute  Betrag  von  a,  \a\ 

0<|a|<l     , 
wird. 

I.    a  zwischen  —  oo  und  —  1. 

Setze 

1  —  a^sin^oi 
a  =  — 

so  wird 

sin^  a  — 
sodann  ist: 


cos^  a 

? 

a 
a 

4-  1 

0  < 

a 

^^ 

7C 

1' 

+''- 


1  —  s'^sin^cc     .      ,      {l  -]--tgn afgn q)V(l  —  a^sin^a)(l  ---  s^ shi^ w)\ 
7—- —  cotg  a  loq  \ — ■ — — ^    /  ^^  ^   y- 

2  (1  —  a2}  *    (1  ^tgnatgn(pV{l  —  &:'^sln^a){l— €^shr^q))\ 

IL    Ist  a  zwischen  0  und  oo,  so  setze 

a  =  e^tgn^oc^  , 

so  dass: 

-[--7—  '  arcign  [sm af^wy  y(l  -|- a^tgn^u){l  —  a«  sZ/^^  g))j.| 

Vi  +  ^^^.^^''^"  I 

2)   Setzen  wir  also  ' 

r 

0 
und    es    mögen   die   Gleichungen   (A)  des    vorhergehenden    Ab- 
schnittes bestehen,  so  wird,  wenn 

_(l^n)(a^  +  n)  I 


CO 

n 


1  ^  n  Voj  s/w  03  sin  tlf  sin  0 

y(Q  1  —  n  sin^  6  —  v  sm  (p  sin  ^  cos  ö  ^/  0 

3)   Sei 

fnnw 

Vi  —  k^sin^ff 
A  =r  (1  +  n)  (1  +  0, 
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SO  wird 

dz 


n(q>,n,a)  -f  77  (9,,  |,  e)  =  F(<p,a)  +/y_^  ^^, 
4)  Sei 


V 


71(9), «)  =  y  (i  +  „s/!*9M<p' 

0 

so   haben  wir   die  Normalform   von   Legendre  vor  uns.     Die 
Xormalform  von  Jacobi  lautet: 


u 


n'(tLa)=   I  — ' du 

^  '   '       J       1  —  a'^sn'^a  sn'^u 
0 

und  es  besteht  die  Beziehung 

wobei 

/dw 

0 
5)    Man  merke  auch 

n(u,a)  =  rr{a,u)  +  t*£(a)  —  aE(u). 

Diese  Formel  führt  das  Integral  der  dritten  Gattung  auf  ein 
anderes  zurück,  in  welchem  das  Argument  und  der  Parameter 
mit  einander  vertauscht  sind. 

G)   Wir  haben  folgende  Reductionsformel: 

1)   n  zwischen  0  und  —  £«,  n  =  —  s^sn^a 

/dw  ,    tgnama   „, ,      . 


2)  w  zwischen  —  c*  und  —  1,    w  =rT  —  8'^sn^(ia  -f  ^J 

r____i^L_^  ^  «4.    ^    f«^«-^')       ^  iJ7'(«,ta-Ux) 

./    (1  -f- MS2n«9)^9  '  6{'sw(a,fi)m(a,£i)         ^  '     ^ 

0 

3)  n  zwischen  —  1,  und  —  00,    n  =  —  8^sn^(a  -\-  ix') 

/dw  tgnama  -^,,        ... 
(1  -f-  nsin^(p)J(p  zina  v  ^      j       / 
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4)  n  positiv,    n  =  — -  a^sn^ia 


V 


f 


(1  +  «  sin^  9.)  ^  9  ~  "  +         Jn  (a,  fj)         *  "  ^"'  *  '^^ 


7)  Man  merke  insbesondere: 

77(0,a)  =  0,    il(9«,x)  =  0,    J7(9,  i  x')  =  00 , 
77(9?, X  ±  i x')  =  0,    77 (x, a)  =  77£(a)  —  a  E. 


§.  121. 

» 

Reilienentwlokeluiigeii  für  elliptische  Integrale. 

fl    1  13 


+ofl^'"+ 


4 


2.4 


1  5 


5.3 


1  7 

etc. 


Ü.4.2 

7.5 
Ö.6.4 


sm^g)  -f- 


7.5.3 
8.6.4.2 


Für  den  Fall,  dass  £  nahe  an  1  ist,  wendet  man  bequemer 
die  folgende  Entwickelung  an: 


2)   F(9,0  =  K'Ugtgn  (450  +  -|) 


sm  912      ^^        2.4     *^'2.4.6     ^    ^ 
1 

1  3 

^  =  j  ^9^«^  9^  —  274  *^^^^ 

1  5  5  3 

^^  ~  6"  '^*^*^  ~"  6~4  ^^^^^  "^  ^-"rhs  ^^^^9 


6.4.2 


etc. 


J 


3)   Sei 


und 
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1   +  5, 


Ä.  = 


1 

2 


F{(py s)  =  Afp  —  Äi sin 2(p  -\-  Ai sin 4 9  —  A^ sin 69  -j —  •, 
so  wird 

.=o+,)|.+(i)%.+(i^y,.+(itl^)',.+- 

,      1  -f  »j(i     ,  1    1.3  ,  ,  1.3  1.3.5  ,  , 

^i  = -^  1 2  »?  +  2  •  2:4 '^ '  +  O  ■  27176  ^ '  +  " • 

i  Li   j_l_l  ^lil^  4_l_l^  1.3.5.7   ,  . 
r2.4''  +22. 4.6*'  "'"2. 4*2. 4. 6.8''  "^'" 

,         1  +  »?  (1      1.3.5    ,    ,    1      1.3.5.7     ,    , 

-^'  =  -3—  IT  •  271:6 '»'  +  2  •  «rTXs  ^  +••• 

etc. 
Man  merke  insbesondere: 

- = "^  (r)  (>  +  (i)'  •■ + (A)*  •< + (^y  'f + • 

fl   l 
4)   jE(9,  c)  =  9  E-j-sin  q)  costp 


185    .    ,    18  655    ,    , 
384    ^  ^  49  152    ^  ^ 

1 


12.2     ^2.4      ^ 


+2^6^^^*+ 

J3  =  ^  sm«9  +  ^  sm^g,  +  gll^  sin«  9  +  g^^ 

etc. 
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5)   jE((p,£)  =  sinq>  —  logt(jn  ^45«  +  -|^  E' 


1 


sin(p 


2     '  *'  ~  O    *  *'  "•"  27176    '  *' 


_,..) 


1  3 

1  5  5  3 

etc. 
6)   Seien  rj  und  e  beide  sehr  klein,  so  wird 

77(9,, -,,V)  =  9  {l  +  I  ^  +^71  ^'  +O7I  ^*  + 

—  sin (p cos q)\-^-  A  -\-  Ai B^  -\-  A^B^  -{-•• 


wobei 


^  =  »?»  +  ^  «* 


2.4 


2.4.6 


etc. 


ß,  =  lsm«9  + ji^ 


8 


etc. 


7)  Sei  ij  nahe  an  1,  t  sehr  klein,  so  wird  —  ij*  ::=  «smö  gesetzt: 

77(^,-,«,.)=.p{l-|^o+^^>-2^^^  +  -} 
-|-  sinq>cos(p    —  ^  —  Ai?i  +  -^aÄj  —  ^aJ^s  H 1 


Elliptische  Integrale.  335 


Aq  ^=  s  sin  0  —  "rt  «* 


1  13 

^4,  =  a'^ 8171^0  —  -j  absind  +0"^  «* 

1.3.5 


6 


etc. 


S,  =  1  s/„.  9+2^ 


etc. 
8)   ?7  und  £  seien  nahe  an  1. 


etc. 


5  -i   ^      1^1 


4  cos*  9        4      2  cos*  9 
_   1  sin^tp        3.1      1  3.1.1       1 


6  cos^  q>        6.4  cos*  g)        G .  4 . 2  cos^  qp 

y^    l_sin*q)        5 . 1  s/n^ y    .    5.3.1      1  5.3.1.1      1 

^         "8  cos«  9  ~~  876  cos«  9?  "^  S'.'eTi  cös*~q> "~"  876.4. 2  cos«  9 

etc. 
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Allgemeine  Formeln. 
§.  122. 

Es  werde  zur  Abkürzung 

sinus  amplitudo  mit  sinmn  oder  sn, 
Cosinus  amplitudo  mit  cos  am  oder  cn, 
Delta  amplitudo  mit  z/am  oder  ^n 
bezeichnet. 

Sei  a  reell  und  kleiner  als  1,  ebenso  «i,  und  sei 

5»  +  £»  =  1, 

ferner 

u  =1  argltimenf]  am[plitudo]  {9  für  den  Modul  a} 
oder  kürzer 

ti  =  argam  {9,«}, 
so  wird: 

dx 
u 


r dq>        _    r 

J   Vi  —  aUin'^q)        J  Vi  —  x' 


:2  Vi  —  a^x^ 

0  0 

dabei  ist 

X  =  sin(p 
(p  =  am{u^a} 
X  =  sinam[u^a\ 

Vi  —  x^  =  cos  am  {w,  a] 


Vi  —  a^x^  =  ^am{u^a]. 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  sofort: 

sn'^u  -j-  cn'*'  u  =  l 
Jn^u  4-  6^5»«W  =  1  . 
/Jn^u  —  cn^u  =  a^ 
zfn'^u  —  ^n^y  rr=  a^{sn^v  —  sn^u] 
sn^  u  —  sn^  V  =  cn'^  v  —  cn^  a 
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snu  =  Vi  —  cn^u 

sn  U  =:^  —  Vi   —  ^fl'^U 


cnu  =  Vi  —  sn^u 
cnu  =  V^n^u  -f-  ^1 
dnu-=z  Vi  —  B^sn/^u 
^nu=  Vbi  +  cn^  u. 

Wir  fuhren  noch  die  vollständigen  Integrale  x  und  x'  durch 
die  Gleichungen 


T 


/dtp  r  dx 

Vi  —  e^siw^w  ~"  J  Vi  —  x^  Vi  —  «'^* 


2  1 

dx 


r     "^"p      -  r 

J  Vi  -  s^stn^w       J  ' 


[  —  x^Vl  —  e^x^ 

0  '0 

and  bemerken,  dass 

am  (x  —  u)  =  coam  (u). 
Sodann  gelten  folgende  Formeln: 
1)  —  snu  z=  sn  ( —  u) 

cnu  =  cn  (—  u) 
Jnu  =  ^n  ( —  u). 
cnu 


2)  sin  coam  u  = 


z/nti 


sn  u 
cos  coam  u  =  Si  —z — 

^nu 

z/  coam  u  =^  -~—  . 

3j  1  =  €  sw  M  ,s»  (w  4^  e  x'). 

4 j    Seien  m ,  w  positive  ganze  Zahlen ;  Si  und  Äj  entweder  -f-  1 
oder  —  1,  so  wird,  wenn  zur  Abkürzung 

{u  -f-  2  n  *i  X  -|-  *  2  m Äj  x'}  =  w^^ 

{u  +  2n«ix  -f  i(2m  +  l)8^x']  =  w^ 

{u  4-  (2w+  I)*ix4-f2md.^x'}  rrr  u;., 

ju  -f  (2w  -<-  l)aix  +  i(2m  +  l)«2x'}  =  M'3, 

Lagka,  mathem.  FormelnMunmlang.  22  * 
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gesetzt  wird: 

snwi  =  ( —  lysnti 
cnwi  =  ( —  l)***+**cnt6 
jdnwi  =  ( —  Vy^^nu 

snw2  = 

Bsnu 

Jnu 


cnw2  =  i82(—  1)»^+»+^ 


Jnw.2  =  i8^(—  l)"'+i 


esnu 
cnu 


snu 


snu\  =  0.  ( —  1  r  -i — 

f. 
Antv^  =  ( —  1) 


\m    _£L 


sn  W4  =  Si  (—  l)*» 


acnu 


cmw^  =  idi^a  (—  i)m+n+i 


^nWi  =  iSi  (—  1)*^ 


acnu 
£isnu 


cnu 

5)  sn  (2  n  X  +  2  m  i  x')  =  0 

cn[(2w  4-  l)x  +  2wix']  =  0 

Jn[(2n-{-  l)x  -f  (2w  4-  l)?:x']  =  0. 

6)  sn[2nx  +  (2m  --f  l)ix']  =  00 

cn\2n}i  -\-  {2m  -[-  \)i x']  =  00 

Jn[2n%  -\-  (2m  +  l)ix']  =  00 

7)  Ist  swM  =  snv^  so  wird: 

u  —  V  =  inx  -\-  2imx' 

u  -{-  V  =  ßn  -\-  2)x  -{-  27nix\ 

Ist  cnu  =  cn v,  so  folgt : 

u  —  V  =  4tnK  -\-  2n(x  -}-  ix') 

u  -\-  V  =  inx  ~\~  2n(K  -\-  i  x'). 


S) 

Ist 

so 

wird: 

Ist 

so 

folgt: 

Ist 

so 

wird: 
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Ist  ^nu  =  z/wt;,  so  wird: 

u  —  V  =  2»x  4-  4mix' 

u  -\-  V  =  2nx  -{-  imix'. 


snu  =  —  sn  v, 

V  =  2nx  +  2mix'  —  (—  1)»»^. 
cnu  =  —  cny, 

V  =  2(2» -f  m4-  l)x  -(-  2mix'  ±  u. 

z/n  =  —  z/w  v, 

t;=:  2»x  +  2(2m+  })ix'  ±u. 


Speoielle  ropmeln. 

§.  123. 

1)                      snO  =  0                              2)  snx  =  l 

^Wö  =   1  CHX  z=  0 

^nO  =  l  ^nx  =  ei 

3)                     snx'=l                               4)  sn2x  =  0 

CflTC'  =  0  Cn2xrr:r   —    1 

z/nx'  =  e  Jn2x—\ 

5)                   sn4x  =  0                               6)  sniW  =  oj 

cn 4 X  =  1  cn  ix*  =  oo 

z/n4x=  1  ^nix'  =  oo 

7)                s»  2  i  x'  =  0                                8)  .sw  4  i  x'  =^0 

cn2ix'=  —  1  c»4/x'='l 

z/w2ix'=  —  1  z/n4ex'=  1 

9)  sn(x  +  ix')^--^ 

cn(x±  ix')  =  +  i^-l 

6 

dn  (x  +  i  x')  =  0 

22* 


_  J 
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1  +  e 


dn^  =  V«,  ^nJ  I  =  Vr+7 


12)  -(|±-')  =  v^ 


—   B 


13)  s„(.±4)  =  ^ 

c»  (x  ± »  l")  =  + » V- 

(1±Ü)  =  (1  +  0  Vft 


6 


cn 


^»(l±ü9  =  ,V:Til 


15)                sn(2x±2i  x')-=  0  16)       sw  (4  x  +  4ix')  =  0 

cn  (2x  +  2ixO  ==  1  m(4x  +  4ix')  =  1 

^n(2x  +  2ix')  =  —  1  ^w(4x  +  4ix')  =  1 

17)  sw  (w  ±  X)  =  ± 


CW  (tt  +  X)  =  +  £i 


z/nw 


^n  (w  +  x)  =  -7^» 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 


23) 


24) 


25) 


26) 


sn  (u  +  ix')  = 
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£  S7l  U 


cn  (u 

dn  (u 

sn  (u 

cn  (u 

^n  (w 

sn  {u 

cn  (u 

^n  (w 

sn  {u 

cn  {u 

/in  (u 

sn  (u 

cn  (u 

^^n  (u 

sn  {u 
cn  (w 


+  i  x')  =  4- 

B  sn  u 

,    .  ,.        __  .  cnu 

±tx')  =  A-t   

+  4  X)  r=  SW  M 

+  4x)  =  cnu 
+  4  x)  =  ^n  u 

+  2x)  r:=  —  snu 
+  2x)  =  —  cnu 
+  2  x)  =  z/w  u 

±  2ix')=: 
+  2ix')=: 
+  2tx')^ 

+  4  ix')  =  snu 
+  4ix')  =  cnu 
+  4tx')  =  /fnu 
,        I    .   ,x        /fnu 


snu 

—  cnu 

—  ^nu 


ECflU 


+  x  +  ix')  =  qF    '*' 


/fn  (u  -\-  X  J2  ««')  =  + 
sn  (t*  —  X  +  ix')  =  — 

cn  {u  —  X  +  ix')  =  + 


scnu 

i  €i  sn  u 
cnu 

/Inu 
scnu 


tSl 


/in  (ti  —  X  +  i  x')  =  +  i  Bi 


scnu 
snu 


cnu 


sn  (w  +  2x  +  2 ix')  =  —  snu 
cn  (u±2x  ±2ix')  =  cnu 
/fn  (u±2x±  2 ix')  =  —  zfnu 

sw  (w  +  4  X  +  4  i  x')  =  sn  w 

cn  (m  +  4  X  +  4  i  x')  ==  cn  u 

^n  {u  ±  4x  +  4ix')  ==  /tnu 
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§.  124. 

Einige  Difi^rentialformeln. 


^.   dsnu 

^     du 

denn 

=  —  snudnu 


du 

d  /^n  u 
du 


=^  —  h'^snucnu 


2)       ■    .,    r=r  —  (1  -f-  i'i)snu  J-  2f2sn3ii 

d^rnu        .^  ^        ^.  ,.     ,       X      « 

___  =  (2£2  -  l)niw  -  (1  +  s^)cn^u 

__  =  (1  4-  BU,)Jyi  -  6,^n^ 
«^   dioasnu       cnuJnu  cnu 

3)  — r::7—  =  —^:777~  = 'i 


du  snu  cn(x  —  u) 

d  log  cn  u sn  u  ^n  u snu 

d  u  cn  u  sn  (x  —  u) 

d  log  z/n  u  „  .sn  u  cn  u  «  ,  x 

^ =  —  £2  — __  __  ^a  sYi  u  sn  (x  —  u) 

du  dnu  ' 


/l  —  sn  u  ^nu  1 


d    ,     1  /l  —  syiu 

^   Tlu     "^  '^  1  4-  sn  H 

du      ''    ^   \ 


Ä  '"^  Vr 


-|-  sn  n  cn  u  sn  (x  —  u) 

—  cnu       ^nu  By 


-j-  cn  u        sn  u        cn  (x  —  u) 


—  ^nu        cnu  sti(x  —  u) 

—  —  £,       ^ 


-}-  cn  u       sn  u         *  cn  (x  —  u) 


i 
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§.  125. 

Elliptisclie  Functionen  mit  doppeltem  und  mehrfachem 

Argument. 

2snn  cn  u  jdn  u 

1)  sn2uz=— — - — 

2)  cn2n  =—  '  -i — — -  = r — » 

1  —  2sn^u  -\-  B^sn^u 

1  —  B^sn^u 

^     ^    ^  *'*  +  B'^cn^u       ^Hu  —  B^sn^ucn^u 

3)    ^n2U   =-; r =  ; 

1  —  2B^sn^u  4-  B^sn^u 


1  —  B^sn^u 


4)    cn2u  -f-  ^n2u  = — -— 

^   n  2B'^snUi 

0)   cn2u  —  ^n 2u  =  — 


1  —  B^snti 


11  —  z/u  2u  1  —  cn2u 

^                   B^    l  -\-  cn2u  l  ~\-  dn2u 

cn2u  -\-  ^n2 u  b'^      \  —  dn2 u 

tj   c-r*                j  ^  Jn2u  B^  ^n2u  —  cn2u 

cn2u  4-  Jn2u  ,,       1  —  cn2u 

^                        1  -|-  cw  2  li  -^«  2  u  —  CM  2  u 

sn  u                    sn  2 II  1    z//t  2  ?i  —  cw  2  ti 
9) 


10) 


Ol  u  dn  u        cn  2  u  -\-  /In  2  u        b'^  sti  2  u 

cnn       \  -\-  cn2u sn2u 

sn  u  dn  u  sn  2  u  1  —  cn  2  ti 


^n  u  \  -\-  dn  2  u         „        sn  2  u 
^     sn  u  cn  n  sn  2u  1  —  /In  2  u 

cnu/fnu  cn2u    ,    /fn2ii 

12)  =  — IS — :r- 

^         sn  u  sn  2  u    '     sn  2  n 

sn  u  jdn  u  1  cn  2  xi 

^        cnu  sn2u       sn2u 
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14) 
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1  I     1  ^Jn2u 

£*  \sn  2  u        sn  2  u 


snucnu 

Um    die  Formeln  für  halbe  Argumente    zn    erhalten,    ver- 


tausche man  u  mit  —  • 

Sei  zur  Abkürzung 

2  z/n  ucnu  =  p 
1  —  «2  sn*  u  ^=  q 
s^  sn*  u  =  r 
1  —  2sn^u  +  £^sn*u 


s, 


so  wird: 


—  P 


snu 


16)  sn2u  =  —  snu 

17)  sw3w  =  -^f  ""  ^\ 

,oN        .  (l+r)ij2~2g2 

18)  sn4«  =  ^ ^r^^^ :; — —  vqsnxi 

^  q*  —  rp* 

'^  g«  —  3rj[r^g*  +  ^(**   j-  ^)i>*«*  —  »*i^^ 

etc. 

20)  cn2u  =  l- 

^-.        o  2sq  —  q^  -{-p^r 

21)  cw3«i= — ^— — ^^ — ^-^- — cnu 

^  ^2  __  Yp^ 

22)  cnin  = ^ — ' — ~- 

(2sq^  —  22)'^qrs)(2 sq  —  q^  -{-  rp^) 


- — ^  —  1  [  cn  u. 


23)   cn  5  w  =    

^  Ige  —  3  rj/^  ^^4  ^  y  (^  -|-  <2)2)*  q^  —  ri>G 

Die   ausgeführten  Formeln    für  16)  bis  23)   siehe  Königs- 
berger II,  S.  194. 


§.  126. 

Summen  und  Difi^renzen. 


1)  sn  {ii  Jh  v)  = 

2)  cn{u  +  v)  = 


sn  u  sn  V  ^n  v  -Vsnv  cn  n  jdn  u 
1  —  t'^sn^^usn^v 

cnucnv  j^  snusnv^nu^nv 
l  —  a^sn'^usn^v 
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3)  ^nOu  +  v)  = z — =^=-7 — z 5 

4)  tganiOu  +  v)  — -^:g=- ----^ — 

i> )     SW  (U  +  ^)  +  '^W  (W   —  V)  rrr -- 

*,      ,      .            ,           .          2snvcnu^nu 
sn  {u  A-  v)  —  sn  (u  —  v)  = — r— 

6)  cniu  +  t;)  +  cnOu  —  t;)  =  -; ^ — r- 

,      ,      ^            ,           ^             2snMSwt?-<^nM^wt; 
cn  (w  -f-  t;)  —  cw  (w  —  t?)  = ^ r — — 

7)  ^::/w(w  +  v)  +  -^wfw  —  v)  =  T — — 

.,      ,      .  .,  .  2a*snwsnt;cnMcnt? 

8)  sn  {u  A-  v)  sn  (u  —  v)  =r — -- 

9)      C?>  (tt  +  V)Cn(U  —  V)  =  :; T-~ 

,,.         .     ,     V       ,_.        snucnu  z/n  v  +  sn  t?  cn  t;  -^n  w 
11)    s«  (w  +  v)  cn  («4  -f  t?)  = 


12j   sn(M  +  v)^n{u  -f  v)  = 


1  —  £*sn2wsn*t; 

sn  u  zfn  xi  cn  u  +  snv  ^n  venu 

1  —  i^sn^xisn^v 


13)    cn(ti  +  t?)-^n(w  4.  v)  = ; — ^    ^  / 


14) 


15) 


16) 


sn  (tt  -f-  ^)  "f-  sn  (ü  —  y) sn  xi  cn  v  dn  v 

sn(u  -\-  v)  —  sn  (m  —  v)       snvcnxA^nu 

cn  {xi  —  v)  -f-  cn  (li  -f- 1?) cnucnv 

cn(u  —  V)  —  cn{u  +  v)       snusnv^nuzinv 

jdn(u  — v)  4-  ^n(u  +  v) ^nu^nv 

jdn(u  —  v)  —  ^n(u  -j-v)       a'^snxicnusnvcnv 


,^.1,1  2snwcnt?z/ni; 

^   sn{u  -j-  v)    '    8n{u  —  v)        sn^  u  —  sn^  v 

1  1  2snvcnu^nu 

sn{u  -j-  v)       8n(u  —  v)  sn^u  —  sn^v 
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-Q.  1  ,  1  2cnucnv 


cn  {u  -f-  V)        cn  (w  —  v)       cn^  v  —  sn^  u  dn^  v 

1  1  2snnsnv  z/n  u  ^n  v 

cn(u  +  v)         €n{ii  —  V)         cn^v  —  sn^xiJn^v 

-Qv  1  ,  1  2  Jnudnv 


z/w(m  -\-  v)  /Uniu  —  v)       An^v  —  e^sn^uen^v 
1  1  2s^snus7ivcnucnv 

V     sn(M -(-?')  _i  ^*5w  (?t  —  I?) 2.snwcnvz/n?i 

^  ^n{^i  -f-  «^)  -i^n(M  —  v)       dn^v  —  s^sn^^ucn^v 

sn  (u  -f-  v)  sn  (w  —  v) 2 .9)i  v  cn  u  dn  v 

sn{u  +  ^)  _i  ^'^{'^  T"  ^)  2snucnuzJnv 

^    on(u  +  v)  cn(w  —  v)        cn^v  —  sn^tiJ^Pv 

sn  (m  -|-  v)  sn  (w  —  v)  2  an  v  cn  v  dn  u 


cn{u  -\-  v)         cn(u  —  v)        cn^v  —  sn^uJn^v 

99\    ^^0*  ~l~  ^)  _L  ^^^^^  • —  ^'^  2e^snucnu^nv 

^    sn(u  -{-  v)        sn{u  —  i^)  ^n'*u  —  ztn^^v 

cn  (u  -\-  v)        cn(u  —  v)  2  s'^  sn  v  cn  v  /In  u 

sn{\i  -|-  v)        sn{u  —  v)         ^n^u  —  jJn^v 

cn(u  -\-  v)  _,     cn{u  —  v) 2cnucnv dn u  An v 

*  jJn{u  -j-  v)       /ln(xi  —  v)       Jn'^v  —  a^sn'^ucn^v 

cn  (w  +  v)        cn  (u  —  v)  _  2  b^  sn  u  sn  v 

^n(u-\-  v)       Än(u  —  v)  An^v  —  e^sn'^ucn^v 

z/n (w  -}-  v)  _i    ^w  0*  —  ^0 2 sn u cnvdn u 

^    sn  {u  -{-  v)~^  sn  {u  —  v)         sn^  u  —  sn*  v 

/dn  {u  -\-  v)       An  (n  —  v) 2  e'  sn  v  cn  u  An  v 

sn{ii  -}-  v)         sn(n  —  v)         An'^u  —  Än'^v 

An(n  -)-  v)    ,    An(u  —  v) 2cniicnvAnuAn^v 

€n(u  +  v)    '     cn(w  —  v)        cn'^v  —  sn'^uAn^v 

An(u  -f-  v)       An(ii  —  v) 2  a^ sn  u  sn  v 

cn{u  -(-  v)         cn{u  —  v)       cn'^v  —  sn^  uÄn^v 

,     .     X      /  X   ,        .  s      ,     ,     N        2snucnn  An  v 

26)   sn{u-\rv)cn{u  —  v)~\~sn{u-v)cn{u+v)  =  fZT^ä^^i^^^T^^, 

\      /     I     X        2snvcnv  Ann 
sn  {u  4-  v)  cn  {u  ~  v)  -  sn  {n  -^v)cn{u  +  r)  =  ^  __ ^,^^^,^  ^^^, ^; 
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2snu  CUV  ^nu 
1  —  B^sn^usn^v 


27)   sn(u-\-v)^n(n — v)-\-sn{u  —  v)^!tn(u-^v)  = 


/     .    \  >#  /         \          /         \  ^  /     I     \       2snv  cnu  ^nv 
sn(u-i-v)^n(n  —  v)  —  sn(u — t;)^n(ii  +  r)  = — — 

2S)   cn  (u  —  v) /In (« -\-v)-\-cn  (w  -f- 1?) dn {u  —  t-) 

2cnucnv  Jnu  /inv 

1  —  fi*s»*«sw*t; 

cnfu  —  v)  /In  (u  ~\-v)  —  cn  (u  -4-  v)  dn  {u  —  r)  ==  :; ^ — -- 

V  ^       \     \    /  VI/V  /        \  —  B^sn^usn^v 

29)  cn  u  =  sn  (k  -{-  v)  sn  v  dn  n  -j-  cn  {u  -f-  r)  cn  v 

30)  sn  V cn u  =  sn (u  -\-  v) /In u  —  /In (u  -\-  v)cnvsnu 

31)  cnucnv  =  cn(u  -j-  v)  -\-  dn (w  -f-  v) sn w cn v 

32)  sn u /In v  =  cnvsn (n  -}-  v)  —  snv /In ucn(u  -f-  v) 

33)  /In  u  /In  v  =  z/n  (w  -}-  v)  -j-  t^  sn  ii  sn  v  cn  (u  -\-  v) 

34)  6*  =  /lnu/lnv/ln(u  -j-  ^')  —  t^cnvcnucn  (w  -f-  i') 

35)  f^snusnv  =  cnucnv/ln{u  -f-  v)  —  /lnu/lnvcn(u  -\-  v) 
3G)  /In  u  =  /In  v  /In  (m  -|-  ^*)  "f"  *'  ^*^  v  cw  w  sw  {u  -\-  v) 

37)  cn(fi  -}-  t;)  =  cnwcnt?  —  snMsnvz/n(M  -(-  v) 

38)  z/n  (m  -|-  i;)  =  z/w  u/lnv  —  a*  s«  w  sn  r  cn  (m  -f-  f) 

39)  bI  sn  u  sn  {u  -(-  v)  =  cn  v  /In  u  /In  (w  + 1?)  —  cn  u  An  v  cn  {u  -j  v) 

40)  sn ucn(u  -^  v)  =  cnv /In u sn (w  -j"  ^0  —  *^** ^' ^*^ 0*  +  ^0 

41)  snu/ln(u  -j-  r)  =r  cnv/lnncn{u  -\-  v)  —  snvcn(u  ~[-  v) 

42)  cnucnv/ln{u  +  t;)  =  /lnujdnvcn{u  ~|-  v)  +  «{^snwswt; 

43)  c» « -^ni? z/n (m -f- v)  =t  z/nwen vcn(i*  +  v)-(-*/'^wvsn(w-f- v) 

...    ^    ,        /IN/  X        cn^v -\- sn^u/ln^-v 

44)  1  -f-  sn  (n  +  v)  sw<t*  —  v)  =  -:i 4 — s ü — 

,      ,      ^       .  .        rn2  n  4-  -"Jw*  v  /In^  n 

1  —  sn  («  +  v)  sn  (u  —  v)  = '- — — 

^      '      "^      ^  "^         1  —  B^sn^usn^v 

^-v   1    .     0      /     I     \      /          \        /In'^ V -\- £^ sn^ u cn^ V 
4:))    l-\- B^sn{u4-v)sn(u  —  v)  =z —- 4 — 

/In^n  -f-  B^sn^vcn^u 


1  —  £*  s«  (w  -f"  ^)  ^**  (*'  ~"  ^') 


1    £2  5;ja^^  «5^S|; 


46)   1  -^  en(w  -+-  v)cn(u  —  v)  =  ^; —4; r- 

^         '        \      I     /      V  /        j  —  ««sn^tisn^v 

-  /      I      X      r  N        SM^w^n^v  -f-  sn*t;z/n*fi 

1  —  ai{u  +  t?)cn(w  —  v)  = — ^J 

^      '     '^      ^  "^  1  —  a^sn-'wsn^i; 
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47)   1  +  -^»»(w  -\-v)/in{u  —  v)  = 


48) 
49) 
50) 
51) 
52) 
53) 
54) 
55) 


1  +  sw  (li  +  v)]  [1  +  sw  (w  —  v)]  =  ^i =; — -^ 

1  +-  sw  (u  +  v)|  [1  4-  sn(u  —  t;)|  =  ^^; =- — r-^ 

1  4-  £Sw(w4-v)][l  +  £sn(M— v)]  =  ^-- 4 — 5 5-^ 

1   +  Cn  (t*  +  V)]  [1  +  Cn  («i   —  V)]  =  :r-^^ r=-; V" 

1   +  Cn(w  +  V)]  [1  -1-  CW(ti  —  t;)l  =  ^^ :; r^ — ^- 

1  +  ^n(uA-  v)]  [1  +  zin(w  —  v)]  =  -f 5^^^- ^ 

1  +z!n(u4-  v)]  ri  +  z/n  (u  —  t;)]  =  — :; 5^- — r-^-~r — -- 


§.  127. 

Transformationsgleioliuiigen. 

sn  Ieu,  —1  =  f  snt« 


h  t) = 

1)       CW  jfW,  — I  =  -^Wtl 

,        ,         1  sn(ui,£) 

sn   w,  Si]  =  -. ;    .    \ 

*        '         t  cn(ut^  s) 

2)     cn  [u,Bi\  =  — 7— T-T 

Jn  \u,£A  = ;    .  -. 

^  '     '  cw(tit, c) 
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snlut.a]  =  %  — \       ( 
3)     Cfi{ui^€}  = 


cn  (m,  £i) 


^n{ui,B)  =  — y^ 

'  cw(te,ai) 

,    .     ,        .  snu 
sn\ut^Bi]  =  % 


cnu 
1 


cnu 

dnu 
cnu 


u 


4)  cn[ui^Bi]  = 

jdn[ui^£i\  = 

f        .11  sn  w 

sn  \SiUt.  —\  =  i£.  

l  aij  cnu 

5)  cn  UiUi,  —   = 

jdn  \biuL  —  1  =  — 
l  Bx\        cn 

{        ,  b\  snu  f  V 

sn  \byU.%  —\  =  Bx  --: —  =  cn(x  —  u) 
\  Bi)  Jnu  ^ 

6)  ^  {.,«,. -)  =  ^^  =  5»(x-t*) 

f        .   .fiil  .     s»tt 

l  s  y  /in  u 

7)  cn  IbuIA-^]  =  -z — 
^  l  £  J        /jn  u 

.     \      ,  .bA        cnu 

f/^    I      N      1  +  *il       {X^B^snucnu 

sn  '    " 


{(1  ± ..)«,  ^;l  = 


^nu 


8)     o»  {(1  ±  B,)u,  j^)  = '-—^ (Landen) 
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sn 


9)     cn 


^fn 


sn 


10) 

cn 

^n 

sn 

11) 

cn 

1   +  S)  M, 


1  +  « 
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2Ve  1        (1  +  e)snu 

1  -(-  «  sw2  u 

cn  u  jdn  ti 


1  +  £)  ti, 


1   —  fiSft^ti 


(Gauss) 


2]/ 6     _ 
1  -(-  fj         1  -f-  f  s^**  ^ 


1  +  «0  ti  *, 


.     2V8, 


1    +£j 


=  ia  +  «i) 


snticnu 


1  +  ^i)  «*  ^ 


.     2\/f,  1 


1  +  ^1 


1  —  (1  -f  ei)sn^u 
^dnti 


1  -f  £i)  u  i, 


1  —  (1  +  £^)sn^u 

_  1  —  (1  —  £i)gn3u 
1  4-  fj  ~"  1  +  (1  —  £j)sn2M 


:      2^6,    ] 


2  u  l/f, 
2  ti  V«, 


2V6    J 

1  +  ^ 


2V 


t  sn  u 


2Vb 


1  -|-  f  sn'M 

1  —  Bsn'^ii 
1  -(-  «sn*u 

cn  ti  jdn  u 

1  +  £  sn^  u 


ir^      l       \       .    l  —  B\  .  ,,      ,       .  SnU 

{(l  4"  B)ut, i }  =  l(l  4-  t) -. — 

l       '      ^        1  4-  £j  VI/  cnu^nu 


12)     cn{(l  +  6)tii,^^) 


1  4-  Bsn^u 
cn  ti  Jn  u 

1  —  esn'^u 


cn  u  Jn  u 


sn 


{(*  +  »..)«,  f-,4ii)  = 


—  itA  (f  4-  i  €i)snu^nu 


4-  tti 

s  — 


13)     cw{(6  +  if0«,|^*;)  = 


z/n 


(«  4-  i«i)w,— 


«  —  ef2 


€  4~  ^^1 


cnu 

1  —  «(c4-^^i)sw^^^ 

1  —  a(£  —  iBi)SH^U 

cnu 


sn  Usi  -\-  i  s)  ti, 
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21/777^ 


(si  -f-  i  f)  sn  w  ^n  u 


[(h 


14)      cn  Usi  -f-  is)  t«, 


2V777 


(' 


«1  +  *«. 


^       J/  IN         2V/£«i 


1 

£(£ 

— 

i  £i)  sn"^ 

u 

cnu 

1 

e(B 

i  «i)  iJu2 

u 

1 

b(s 

i£i)sn^ 

u 

1  —  e(6  —  iBi)sn^u 
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§.  128. 

Elliptische  Functionen  mit  imaginären  Argumenten. 

1)  $n(ti  i  iv,  €)  =  {sn(ii,e)^n(v^£i) 

+  I  c»  (u,  a) z/«  (w,  6)  sn  (y,  «i)  (c»  v,  f i)} :  { 1  —  sn^  (t\  Bi)^^n («,  s)] 

2)  en  (fi  +  i v,  b)  =  {cn  (h,  c)  cn (y,  fj) 

ip  i 5n  (m,  s)  Jn (w,  £)  sn  (y, f i) ^n (y,  «i)} :  { 1  —  sn^ (i>, « Jz/« n(w, £)} 

3)  z/w  (t«  +  /  y,  f)  =  {^n  (w,  t)  z/n  (y,  * i)  cn  (y,  c i) 

ip  i£^5n(u,  «)cn(u,  «)sn(t;,€i)} :  {1  —  sn^{v^Bi)J^n(u,e)\. 


§.  129. 

Thetafunctionen. 


+  00 


CD 


1)    ^e.(^)  =  ^(—  l^g^'c»*»«»  =  1  -f  2  ^  (—  l)»»(r*cös2n 


X 


— 00 


+  • 


2)   ^1  (x)  = 


^  (—  lj*»5'*"co.s2  nx  =  1  ^2qco82x-{-2q^cos^x 

— 00 

—  2q^cos6x  -\ 

1  i^       (-^\y 


-00 


2  2  (-  1)»(?^     '^   sm(2n  —  l)rr 


1 

+  06 


-  ^(~  1)"3^~   '^  sm(2ti  —  l)x 


'W 


35 


=  2q^  sin x  —  2q*  sin 3x  -\-  2q*  sin  bx  —  - 
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3)  ^2  (^)  =  S  2  e(a'»  +  *>^»  =  2  ^g^     ^^  cos(2n  —  l).r 

-00  1 

=  2  2  cos(2w—  l)ic 

—  OD 

=  2g*  cosa;  +  2g*  cos3ä;  +  2g*  cosbx  -] 

+  00  00 

4)  ^^(x)  =  2  g'»V*»«'  =  1  4-  2*2  q^cos2nx 

—  00  1 
+  00 


=  ^  g"*cos2wa;  =  1  +  2qcos2x  +  2g<cos4x 

—00  ♦ 

-\-2q^cosßx  -\- 


OD 


5)  •^o  (x)  =  IX  (1  —  23»»-i  cos2a;  +  gX»"-«)(l  -  a*») 


00 


6)  -Ö-iC^r)  =  2yqsinxJJ  (1  —  2 g«» cos 2a;  +  g*~)(l  —  g^") 

1 

00 

7)  ^^(x)  •=  2yqcosx  JJ  (1  +  2q^''cos2x  +  g^~)(l  —  g«") 


00 


8)  ^s(a;)  =  JJ  (1  +  2g2«-icos2x  +  g3(2~-i))(l  —  g»») 
„s  1      'V2x/  /2xa;\         1   «•,  (x) 

10)  cn«  =  T/£l*i@,       ^(2xxX        yi:^) 

11X     ^  1/  \2x/         .    /2xa;\        ,/    »3  (x) 

11)  ^nu  =  Ve,  -A  z/n  (— )  =  Vs.  ^j 

Sei  zur  Abkürzung  ^  =  x,  ferner  -  ~^~^  =  e" &x(^)^ 
so  wird: 
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12j    sn* u  =  -^-L-  je» »^  (O)  _  e" %  (x)\ 
^«'«  =  ^r^  {e"»o(x)  -  C'fr,  (0)} 

1  1 


Vi 

1/2 
*»  (x,  -  i>)  =  -i^-  (1  ±  0  *ä  (-fii'X    *3  («,  —  1^)  =  ■fro  (x,!») 

18)  »0  (—  a:)  =  Oo  (a:),    ^i  (-  a;)  ^  -  »,  {x) 
«•j  (—  a:)  =  ■fr,  (x),    «'s  (—  x)  =  fr,  (x) 

19)  fr„  (x)«  =  f  fri  (x).'  +  £,  *3  (x)« 

20)  *i  (x)*  =  «  *o  (x)»  —  «1  *,  (x)* 

21)  «■,  (x)»  =  t  «•,  (x)«  —  «,  «•i  (a;)* 

22)  fr,  (a;)*  =  f  #,  fa;)  +  a,  *„  (x)3 

Laska,  mathem.  FoTmelusamnilung.  93 
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23^   Vr_i'(0)        w-  _  MO) 

X  =  I  *,  (0)*,     x-  =  -  ^  ^3  (0)' 

24)  #„  (^x  +  I)  =  »,  (X),     #,  (a;  +  I)  =  -  ^1  (X) 

»i  (^  +  f )  =  *«(^)'     ^3  (^  +  f )  =  *» (^) 

25)  «-j  (a;  4-  n  ar)  =  *o  («),  *,  (a;  +  n  jr)  =  (—  1)»  fr,  (x) 
fri(a;  4-  nn)  =  (-  l)»fr,(a;),    fr,(a;  +  nw)  =  frjCx) 

26)  fro  (a:  +  ^^^  «)  =  »,  (x) 

fr,  (x  +  ^^^^  :r)  =  (-  l)-+ifr,(x) 
*i  (^  +  ^^^  »t)  =  (-  l)»fr,(x) 

27)  ^0  (a5  +  -J  %g)  =  _  i^  fr,(a:) 

28)  ft,  (x  +  -i-  %3)  =  -  i  ^  fro  (X) 

29)  *,(a;+-iZo?3)  =  ^fr3(x) 

30)  fr,  (x+~logqj:=^»,(x) 

31)  fro(a;  4-  nilogq)  =  (—  l)"2-»'c«»'*fro(x) 

32)  »i(x  -{-  nilogq)  =  (—  l)»g-»'e»»'*fr,(a;) 

33)  frj  («  4-  »  i  %  2)  =  g~"'  e^"**  frg  (x) 

34)  frj  (a;  4-  n  i  %  q)  =  gr-»«  ßSnx <  ^^  (a;) 

35)  fr«  (a?  f     ^^     ilogq\  =  (-  0*"+' 3"C"T^)  e<»»+'>'' fr, (x) 

36)  fr,  (a;  +  — ^  »7o«/«)  =-  (-  if'^'q-i^)  e<='-+')-fro(S:) 
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37J    ^,  (x  -f  ^^^  ^  ilogq\  =  g~(^')  c<a«+i)*» ^3 (;r) 

38)  ^3  (x  -f  ^^^  ^  i%g)  =  g-C"T^yc<2»«+0x<^^(a;) 

39)  -^o(wÄ4-?^?^tii%g)  =  0 

40)  %'i{mx  -f  * ^^ogq)  =  0 

41)  ^j  f ^^^-  ar  -f-mi?0(7gj  =  0 

42)  ^3^ f- ^H 2^*%2J  =  0 

43)  ^o  (^  +  nn  -f  milogq)  =  (—  Ij^^-^^eä^^'^^oC-^) 

44)  -Ö-i  (:i;  -f  n^  4-  mi%g)  ~  (—  l)»»+«g-~V»"»*'^i  (:r) 

45)  e-.j  (x  -]-  n  Jt  -{-  milogq)  —  (—  l)»»(3r-»^e2mx.-^2  (^x) 

46)  ^3  (^  4-  w «  4"  milogq)  —  rr-«V"»*»^3  (a;) 

Sei  -7  =  r,  so  wird: 

47)  -^o  (^'  a?,  g)  =  y r  c  *    -^2  (^  ^.p) 

'  Ä  \  TL  / 

48)  ^1  ixi^  q)  =  iVze''    »i  (tx,p) 


,-    i.«. 


49J    ^j (x i,q)  =  Vx.e"'  *„ (r x, i>) 

50)  fr,  (a; «,  5)  =  Vt.  e"    fr,  (a;  t,  p) 

Sei  Zö^/^  =  ^,  so  wird: 

51)  ^0  i^)  ^0  Ty)  =  ^z  (2  Q,  X  +  y)^3  (2  p,  ä;  —  //) 

—  -^3  (2  9,  a;  -f  y)  ^a  (2  p,  o;  —  y) 

23* 
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52)  »i(x)»i(y)  =  ^3(29,  X  +  y)*i(2e,  x  —  y) 

-  »i(2q,  x-j-tj)  »3(^9,  x  —  y) 

53)  *,(a;)*s(y)  =  ^3(29,  a;  +  y)*2(29,  a;  -  j/) 

+  «•,  (2  9,  a;  +  y)  ^j  (2  p,  x  —  (/) 

54)  »i  {x)  »,  (y)  =  *.  (2  9,  X  4-  y)  »^  (2q,x  —  y) 

-\-»t(2Q,x-^  y)  »i  (2q,x  —  y). 
Wir  bezeichnen 

ö'x  (x  +  y)  «■«  (a;  —  y)  mit  [x  x], 
^x  (a;)»  »X  (yy  ±  *^  W  »V  (yy  mit  (x  A  +  ^  r), 
ferner 

©■«(O)  einfach  mit  d^», 
so  wird: 

55)  [00]  =  -^  (00  -  11)  =  -^,  (12  4-  30) 

=  ^  (18  +  20)  =  ^  (33  -  22) 
=  ^  (03  +  21)  =  ~  (02  +  31) 

56)  [11]  ^  ^\  (10  _  Ol)  =  ^5  (12  -  21) 

=  ^  (03  -  30)  =  ^  (32  -  23) 
=  ^  (13  _  31)  =-1(12 -21) 


3 


57)  [22]  =  -^  (21  -  31)  =  ^  (32  -  10) 

=  :^  (33  -  00)  = -1  (12  -  13) 
=  1  (23  -  Ol)  =  -L  (22  -  11) 

58)  [33]  =  1  (30  -  21)  =  i^  (22  +  00) 

=  1  (23  +  10)  =  :^  (03  -  12) 
=  1(33 +  11)  =  1(32 +  01). 
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Wir  bezeichnen 

»a(0)MO)»y{x  +  y)^ö(x  -  y)  mit  [ocßrö] 

^a{x)»ß(x)»y{y)»6(y)  mit  (aßyö), 
und  erhalten 

59)  [0000]  =  (0000)  —  (Uli)  =r=  (3333)  -  (2222) 
CO)  [0011]  =  (1100)  —  (0011)  ==  (3322)  —  (2233) 
61)  [0022]  =  (2200)  —  (3311)  =  (0022)  —  (1133) 
G2)  [0033]  =  (0033)  —  (1122)  r^  (3300)  —  (2211) 
G3)  [2200]  =  (0022)  +  (3311)  r=  (2200)  —  (1133) 
64)  [3300]  =T  (0033)  -|-  (2211)  r^  <3300)  -f-  (1122) 
6.'))  [2211]  =  (1122)  —  (2211)  ^  (0033)  —  (3300)  • 
6G)  [3311]  =  (1133)  —  (3311)  =  (0022)  —  (2200) 
67)  [2233]  =  (3322)  -f  (0011)  =  (2233)  -+-  (1100) 
6ö)  [3322]  =  (2233)  —  (0011)  =  (3322)  —  (1100) 
09)   [2222]  =  (2222)  —  (1111)  =  (3333)  —  (0000) 

70)  [0220]  =  (0202)  -  (1313)  76)  [2310]  =  (1023)  4-  (2310) 

71)  [0202]  =  (0202)  +  (1313)  77)  [2301]  ^  (1023)  -  (2310) 

72)  [0213]  =  (1302)  -f-  (0213)  78)  [0330]  =  (0303)  —  (2121) 

73)  [0231]  rrr  (1302)  —  (0213)  79)  [0303]  rr=  (0303)  +  (2121) 

74)  [0312]  =  (1203)  +  (0312)  80)  [2323]  :=  (3232)  —  (1010) 

75)  [0321]  ■=  (1203)  -  (0312)  81)  [2332]  ^  (3232)  +  (1010) 

Wir  bezeichnen 

^a(x-\-  y)^ß(x  —  y)  mit  [aß], 
^u{u:)»ß{x)»y(y)»ö(y)  mit  (a^yd), 
^a(O)  mit  &u 

und  erhalten: 

S2j  [10]  +  [OIJ  r=  ^  (0123) 

83)  [12]  +  [21]  =  ^^  (1203) 

*4)  [13]  +  [31]  =  ^^  (1312) 

35)  [20]  4^  [02]  =  ^^  (0202) 
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86)  J30]  +  [03J  ^  —-  (0303) 

87)  [32]  +  [23]  n=  ^  (2323) 

88)  [10]  -  [Ol]  ^  ^^  (2301) 

89)  [12]  -  [21]  ■:=  ^^  (0312) 

90)  [13]  -  [31]  =  J^^  (0213) 

91)  [20]  -  [02]  =  -  ^  (1313) 

92)  [30]  -  [03]  =  -  ^  (1212) 

93)  [32]  -  [23]  -  ^  (0101). 

Wir  bezeichnen 

^a(0)d'ß(x)^y(y)»^(x  -f  y)  mit  (ußyS) 
und  erhalten: 

94)  (3333)  =  (2222)  +  (0000)  102)  (0101)  =  (2323)  —  (3232) 

95)  (2200)  =  (0022)  +  (3311)  103)  (0110)  =  (3223)  —  (2332) 

96)  (2020)  =r  (0202)  +  (3131)  104)  (3210)  =  (2301)  —  (0123) 

97)  (2002)  =  (0220)  —  (3113)  105)  (3012)  =  (0321)  —  (2103) 

98)  (3300)  :=  (0033)  +  (2211)  106)  (3120)  =  (2031)  —  (0213) 

99)  (3030)  =  (0303)  +  (2121)  107)  (3102)  =  (0231)  —  (2013) 

100)  (3003)  =  (0330)  —  (2112)     108)  (2310)  =  (3201)  —  (0132) 

101)  (0011)  =  (2233)  -  (3322)     109)  (2130)  =  (3021)  —  (0312) 

110)  ^,(2x)=r±[»,(xy  - .^,{^y]  =  4  \»A^y  -  ^i(^y] 

111)  »,(2^)  =-^  {d,(x)4  -  »,(xy\  =-  ±  {»,  (xy  -  »,  (xy\ 

112)  ^,  (2  a:)  ^  ij  {*,  (x)*  +  »,  (xY]  =  ±  {»,  (x)*  -f  *,  (xy\ 

1 1 3)  #,  (2  X)  ^  ;^r^^  •  *o  (^•)  *.  (^)  **  (X)  »^  i^)- 


Theta- Function.  S59 

Bezeichnet  man 

%a  {x,  q)  »ß  (y,  q)  mit  («  ß) 

^a(x  +  y,q*)»ß{x  —  y,q*)  mit  [«/JJ, 
so  ergiebt  sich: 

114)  (00)  ^  [33]  —  [22]  118)  (13)  ^  [00]  +  [11] 

115)  (11)  =  [32]  —  [23]  119)  (31)  =  [00]  —  [11] 

116)  (22)  =  [32]  +  [23]  120)  (12)  =  [10]  -f  [Ol] 

117)  (33)  =  [33]  +  [22]  121)  (21)  ■=  [10]  —  [Ol] 
and  hieraas 

122)  2  [00]  =  (03)  +  (30)  126)  2  [Ol]  =  (12)  —  (21) 

123)  2  [11]  =r  (03)  —  (30)  127)  2  [10]  =  (12)  +  (21) 

124)  2  [22]  =  (33)  —  (00)  128)  2  [23]  =  (22)  —  (11) 

125)  2  [33]  =  (33)  +  (00)  129)  2  [32]  —  (22)  +  (11) 

Ueber  die  hieraus  sich  ergebenden  Formeln  siehe  Broch, 
„Traite  ^lementaire,  §.  74  bis  86.  Wir  fuhren  hier  nur  die 
wichtigsten  an. 

130)  *o  (0. «)»  =  #3  (0,  g»)«  -  »,  (0, 3»)«  =  »0  (O,  Vq) »,  (O,  Vq) 

131)  »,  (0, «)»  =  2  »,  (0,  q^)  »,  (0,  g») 

-=  \  [».  (0,  Vqy  -  »0  (0,  Va> } 

132)  »,  (0,  g)»  =r  «•,  (0,  gV»  +  *»  (0,  g»)* 

=^^Mo,Vqy+»,(o,Vqy\ 

133;  »,  (0,  g) »,  (0,  g)  =  *«  (0,  g«)« 

134)  »,  (0,  g)  *,  (0,  q)  =  j»,  (0,  Vq)' 

135)  »,  (0,qy  =  i-  [»,  (0,g)«  -  »o  (0,g)»} 

136)  »,  (0,  g«)»  =  i  {»,  (0,  g)«  +  *„  (0,  g)'} 


-  V-T  *o  ^0' 


137)  ^,  (0,  g^)»  ■=--V^»o  (0,  g)  *,  (0,  g)  {*,  (0,  g)'  +  »,  (0,  g)*) 

138)  »,(0,g^)  =  i  {*,(0,g)  -  *o(0,g)} 
139J   *,fO,  g*)  =  \  {*,(0.g)  -f  fr,  (0,3)1 
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Man  merke 

w-_  »,(0,g)         y-  _  »,(0,g) 

140)   ^0  (ir.  q)  =-  ;^-  ^^^  {*,  (x,  q^)^  -  »,  (x,  g*)«j 

^     -  1*0  fa:,  ?')*-•»,  (T,  3»)'} 


*:i  (0,  (?) 

=  <Mb*-(f-^')*"(f'^') 


141)   »,(l,u)=j-||-j».  (»,<)>)»,(»,  5') 


=  k},w>  *■  (f  •  ^')  *■  (t  ^') 


142)  »,(a-.3)  =:  ;£jjy^  *j(ar,a«)ö',.(a;.(/»J 

-i:7,h(f>'')'-*-(?-^«)'i 
=  .^,l».(f.^')'-*.(fv«)l 

143)  », {x,q)  =  ^^  i^  {»,  (a;,3»)«  +  *,  (a;,g«)») 

1 44)  2  «•„  (a;, g»)»  =  »,  (0, 5)  »0  (^,  q) -\- »0  (0, 3)  *,  («,  q) 

145)  2  *,  (a;,  g»)»  =  ■&,  (0,  g)  »^  (x,  q)  -  »0  (0,  g)  *,  (ar;  3) 

146)  2  »2  (.r,  3»)«  =r^  *,  (0, 3)  *3  (a;,  q)  -  »^  (0,  g)  »„  (x,  q) 

147)  2  »,  (a-,  g»)  =  ■frj  (0,  g)  *5  (a;,  g)  +  *o  (o,  g)  *o  (x,  g) 

148)  2  *o  (0,  g')  *o  f 2  a;,  g^)  = 

V[»,  { 0,  g)  *o  (a-,  g)  -  *o  (0,  g)  »,  (a-,  g)]  t*,  (O,  g)  *,  (a;,  g)  -|-  »^  (0,  g)  Ö'o  (u\  3)] 

149)  2  *„  (0,  g«)  *i  (2  a-,  g<)  = 

V[>37o,  g)  *oTa\  g)'- ^0^3  (x,9)]I*a  (o.g)  *3  (a-,g)  -  »o  (0,g)*o  la-,g)j 
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150)  4>,  (2  rr,  q^)  =  ^  {^,  (oc,  q)  -  -^o  (^,  (Z)) 

151)  ^,  (2a:,  g^)  =  -  {^,  (a:,(3f)  +  ^^  (^,g)} 
Sei 

tc'  =  -^  (w  -\-  x-^y-i-  z),    (x"  ^-{%o-\-x  —  y  —  z) 

?/  =  -  (t(?  —  a:  4-  y  --  ;?),     z'  =  -^  (w  —  x  —  y  -{-  z) 

und  es  werde 

^u{iv)^ßix)^y{y)^ö{z)  mit  [a/3yäj 

^u(wO«'-5(x')-^y(y)^j(^')  mit  {ctßyö) 
bezeichnet: 

152)  [3333]  -f  [2222]  =rr  (3333)  +  (2222) 

153)  [3333]  —  [2222]  =  (0000)  +  (1111) 

154)  [0000]  +  [1111]  =:  (3333)  —  (2222) 

155)  [0000]  —  [1111]  =z  (0000)  —  (1111) 

156)  [0033]  4-  [1122]  ^  (0033)  +  (1122) 

157)  [0033]  —  [1122]  =  (3300)  +  (2211) 

158)  [0022]  +  [1133]  =  (1133)  +  (1122) 

159)  [0022]  —  [1133]  =  (2200)  -}-  (3311) 

160)  [3322]  +  [2233]  rrr  (2233)  +  (3322) 

161)  [3322]  —  [2233]  =rr  (1100)  +  (0011) 

162)  [0011]  +  [1100]  ==  (3322)  —  (2233) 

163)  [0011]  —  [1100]  —  (0011)  —  (1100) 

164)  [3322]  +  [0011]  =  (3322)  4-  (0011) 

165)  [3322]  —  [0011]  ~  (2233)  +  (1100) 
1C6)  [3201]  4-  [2310]  =  (1023)  —  (0132) 
167)   [3201]  —  [2310]  =  (3201)  —  (2310) 

m  log^U)  =  -±\  T^n  -  2  2  i  y^„  cos  2». 
169)  log»i  (x)  =:  log  (2gi  sinx)  -  2  -  -~_~ 

-^  1       r/^" 

~  2    >;  —  :; — :rz  COS 2nx 


-^  «  1  —  ga« 


cos  2  w  X 
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170)  log^,(x)  =  log  (2gi  cos x)  -  2  ~  i-^^ 

_.  0  V  (-  ^)"       g'" 

-^  W  1   —   g2n 

171)  %^,(a;)=.-;|]i3^^ 

-^  «  1    —    g2« 

/2n— 1\2 
1  9  «o  ^\     2     /    /l    y|2(2n-l)l 


{X)  ^[(0)^'  ^     1  _  2  g«'»-!  fOS  2x  -\-  (/2(2«-l) 


i^o.  1  1  1,4. 

^iW        ^[{0)  smx  ^-^1(0) 


00 


^ti  -hn(l  _^  ^a«^ 


V  (^  IV»  __^__AijrJ(_  ^ 

-^  ^        ^    1  —  2g2n^ös2a: -J- g* 


1      _       1 1 , £_ 

^^^    -O-a  (a:)  """  ^J  (ü)  cos  o:  "^  d-\  (0)  ^^^  "^ 


gn«+n(l   _|_  qfny 


V  r—  n*»       ^      11  -r-rj'v 


/2w-->l\2 

1  2       ^  ö^    2    >>  <1  —  fl2(a"~i)} 


-^3  {X)  {)•;  (0)  -^  ^         ^     1  +  2 (/2H-1  cos2x  +  g2(2»-ii 


—  ;r  — 


Wir  hatten  q  =  e      *  =  c-***"  und  wollen  nun  schreiben 
SO  dass 

—  00 

*  (o;, «),  = -i  2  (- 1)" '^ 


■00 

1\« 


art 


— flO 

+  00 


d-(x,G}}i  =  2  ^~«*iiui  +  2«ici^ 
—  «0 

Sei  a:  -|-  w  3r  0)  ?  =  |,    e''"*"'-^«*»  -_  ^^ 
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SO  wird 

176;  ^a),  =  (-  iriJ^C^V    ^«J2  =  V^i^h 
171)  ^{^),  rr.  (-  \)-ri&(x,).     »ah  =  V»(^h 
Sei 

ar-J Äö/  =  |,     r^         ^  =  ly, 

so  wird 

178;  #(!)„  =  (-  \f*'ürj»(x)„    *(|J,  =.  i]9(xh 

179J  »(S),  =.  (-  \f  +  iii»{x)o,    ■&(!),  -=  ijd(xj. 

Seien  nun  aßyö  positive  ganze  Zahlen  und 

ud  —  ßy  =  1, 
sei  ferner 

X    —  3      T,      w    —     T--    - 

a  —  pcji  u  —  pcat 

]/a  —  dai   -=^^ 

so  ergeben  sich  folgende  Transformationsgruppen: 

180)  La,*  gerade;  /S,y  ungerade.- 

fiaßi 

*  (x',  «a'j«  =^  P  ^  (^,  ö)o  c^     *^  ' 
» (ar',  o')s  =  p  «•  (a;,  c»), 

181)  IL  a,A  ungerade;  ß,y  gerade. 

^  (x*,  ö')i  =  e  •»•  (^:  c»)i  "  ' 
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182)   ni.  a, /3,y  ungerade;  ö  gerade. 

Ttaßi 
(ß  - <*ß  +  Y^Yi 


%  {x\  oj')^  =  Q^i^t  0^)3  ^      * 
%  {x\  oj')3  =  ()  ^  (ar,  0)0 

183)  IV.  a,Ä,y  ungerade;  /5  gerade. 

^(:r',Gj'),  ^  p^(j',(i3)if^ 

Jtydi 

184)  V.  /3,y, ö  ungerade;  a  gerade. 

^(a;',o)')«  =  e  ^  («,  (0)3  e^     »^   '' 

*  (a/,  0}'),  =  (•  «•  (a-,  0})«  A  "  ^  * 

185)  VI.  a,ß,d  ungerade;  y  gerade. 

Ca  +  a-i-fL*)!« 

^  (y,  Ol'),  r=  ^»  (a-,  oj),  e^     *^  * 

*  (.r',  (a')j  =  p  «•  (ar,  o), 

186)  ^0  (0)  ^f[{^—  3*"-*)»  (1  —  ff)  --  2  ^—  ^)"9"' 


—  OD 

00 


=  l  +  2;2(-l)«2»« 
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1S7)    ^i  (0)  =  0 

188J    ^i(O)-  2^3  JJ(1  -2«-)3 


=  - V(-l)»(2»-  1)«^    »    ^ 


-     00 

00 


lt<'J)   *,(0)  =  2fg  JO;  (1  -f  <f»"J»(l  -  g»">' 

1 


00 
00 


190)  *,(0)  =  JI  (1  +  «»— •)»(!  -  !/»") 


+  00  OB 


Es  ist 


—  00 


*o  (0)  »,  (0)  »,  (0)  =  &i  (0) 

«        ,,  -in— l\i 


193)  ?il2)*_  tV  rizi^T 


,04,  »o((^)  -  fr  (IjT  ^'"Ziy 

198)  M2)  ^  jj  77  (L-  p'^-y 
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200)  ^li^-TT  (Lzu^aiix 

200)  M?)  _  J_  7^  /l  +  P^'-y 


§.  130. 

Die  Jaoobi'sohen  Funotionen. 


,,     „,  f^        ,    4«  -^-1        ff"  .    na« 


X         '    2  X  -«^  1  —  g»»  X 


2x  -^i-i  1  —  o«»  X 


3)  E(u)  =  ^u-j-Z(u) 

4)  Z  (0)  ^  0,    Z(x)  =  0,    Z(—  m)  =  —  Z(m) 
^(1)  =  ^^'    Z(«  +  2x)  =  Z(«) 

Z(u  -\-  ix')  =  Z(u)  —  TT 1-  co^mu  z/nw 

Z(m  +  2tx')  =  Z(m)  — »- 

X 


Z(tx')  =  00,     Z(2jx')  =  -  — 

X 


tf*  HTCU    ,    nna 


5)  J7(«,«)  =  uZ(a)- 2  2^71^7^^  s»»^ 

6)  n  («,  o)  =  M  Z  (a) 


+  \^09TI 


00    1  —  2g'^»»-i  cos  —  (w  —  a)  4-  (Z***~'^ 

X 


1     1  —  2g2»-i  cos  —  (u  -\-  a)  -}-  q***-^ 
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9 
10 

11 

12 

13 
14 

15 

16 


18 


d  n  (u,  a) 
du 

d^n(u,a) 
du^ 


n(a^u)  =  uZ(a)  —  aZ(u)  —  uE(a)  —  aE(u) 


Z(a)  +2-  Z(w 


a)  —  -^  Z(u  4-  a) 


=  -^  \sn^(u  -\-  a)  —  SM*  (m  —  a)) 


e(u)  =  1  +  2]2(-  l)«g'»* 


cos 


n  nu 


K 


e{u-\-2x)=  0(u),     &{u-\-2iW) 


1  e      X 


0(u) 


0(0)  =  1  —  2  2(--  ^)''^/*' 


77 


1  —  g*» 


n  r 


/2«,x 


}C 


0 


/2x 


(t)  =  1  +  2  (- 1)"«""'' 


■  l/        —  ^*** 

0 (m  +  i x')  = -^V- c    "*^0(M)snM 
0(m  +  2ix')  =  —  i  e"^  0(m) 


Z(u)  = 


S  (m) 


um 


H(u)  =  -  V^g  emr  e(u  4.  ex') 


2x 


=  2fg  77(1  —  g*»)sm  |^  (l  -  2g»»cos  |^  -f-  o«-) 

ix  l  '  2x  j 


19;  H(«) = y^wzüi^Cü+jo? 

c 

20)  7/(0)  =  0,  77  (X)  =  Vf  0  (0)  =1/^^,  7/(«)  =  -  77  fu) 

21)  H(«  4.  x)  =  iJ/g  e^  0  („  +  X  +  <x'), 

H(«  +  2x)==-7/(«),    H(M4-4x)  =  fl(M) 

20,  Ve  =  ^^^  =  2      Vi+V<t-hfr+-- 
'^W  1  +  2<j'  + 2g*  +  2(794-... 

Vf  =  ^(0)  _  1  —  2  g  4-  2  g*  —  2  ga  4-  . . 

'         0(x)         1  ^-  2g  +  2g'  4-  2g9  -fTT'. 


368 
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1  Ei!^  -Vq_Tr  ^(n  +  i>c') 


23)    Snu  =    1/  —  TTT-T  =   -TT-  ^  rj,/    ^ 


cn 


25)  /7(tt,a)  =  uZ  (rt)  +  -J-  ?o^^-7--j 

26)  E{iu)  ^r=  itgnam(u,s,)/Jn(u,fi)  —  iE(u,ti)  -|-  iu 

nu 


27)  i  Z  («  m)  =  —  tyn  am  («,  «j)  Jn  (m,  t^)  -f- 

28)  0(tiO  =  ®(O)e^c»(«,of^"'*'^ 


2  XX 


5  +  i^  («,  *l) 


0(0,*,) 


29) 


0O"«H-'')--V^ 


=  Vi«""®  («+<**) 


TTU 


30)  iZ(.u  -f  X)  =  ^Vi^  +  ^('*  +  ^''*^) 


~~2xx'  -JwOi,£,)  -t-^vw,c; 


31)    in(u^ia)  =  ti 


%a 


\ 


Z(a,5i)  4-  2^,  —  ^»am(a,6,)  ^»(a,«i)j 
f0(n  —  id)\ 


32)   Sei 


so  wird 


"*"  2  '^^  I0(tt4-ia)j 


z/n(a,  fj) 


in(u.ia  -|-  x)  :r=r  in(u^ia)  -\-  An  —  arctgn   A  ^—-z • 

33)   Z(a)  -|-  Z(t)  r-r  Z(a  +  &)  +  £«snasw6sn(a  +  h) 
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34)  E{aina)-^ E(amh)  =  E(am[a'{-b])'j-  6^snasnbsn(a'{-b) 

35)  n(u^a)  -(-  n{u,b)  =  n(u,a  +  6)  -f"  tis^snasnb  sn(a  -f-  *) 

"^  2  ^  ©(a  +  ?*) 0(ft  4-  w) 0(a  +  6  —  w) 

36)  iJ(ti,a)  -f-  77(w,ft)  =  J7(t*,a  +  ft)  +  M£«swaswisn(a  +  ft) 

,    1  ,     1  —  £^snusnasnbsn(a  -\-  b  —  u) 
'     2      ^  1  -(-  f2  5Mws,msuftsw(flt  _^  ft  «|_  1^) 

Man  vergleiche  die  betreffenden  Abschnitte  bei  H.  Durege. 


§.  131. 

Reihen  für  elliptische  Fnnotionen. 


2x 


l)     snu  = >    ^  ^        ^ : 


sm 


cn 


2;r 


«X   -^  1 


+  g2n-l 


COS 


2n  —  1 
2x 

2n  ~  1 
2x 


;rtt 


;rti 


nnu 

-  cos 

"  X 


dnu  =  —  |l  4-  4  V  — f— 
2x  j    ^      -^  1  +g-^ 

^^    I    o  ^  1        ^         .    njt 

amu  = f-  2   >    —  ;^ — ~ — ~  stn  —  u 

2  X    '       -^  w  1  4-  r/2«  X 


2)  log  snu  =  log  —  +  logsm  —  -i^-^^^stn^-^ 
^  •''        \2x/  -^  w  1 +  (—l)'»g'»  2x 


OD 


1  g«"-i         .  .  2«  —  1 


?og^«u  =  -  8  S  ^-^^-^  ^  J     ,,_,,  se 


SIW* 


2x    . 


7tU 


1  ff     f        1  -^         g^"-* 

^^    snu  ~  2x1   .    3r M    '       -^  1  —  ö-'»-i 


.    2  n  —  1 

S«W  ^r^ 71  U 

2x 


stn 


2x 


ff 


cn« 


2fix 


ff 


ff«    '      -^^       ^   1 
2x 


»2n  — 1 


+  (/2n-l 


cos 


2n  — 1 
"2x" 


ffti 


^nu        2£|X 


l4.4V(-l)«,_i^.cos""" 


1  -f  ga« 


Laska,  matheoL  FormelnMaomlnng. 


X 

24 
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4) 


snu 
diu 

snu 
/Jnu 


n 


2Syil 


l       ^  1 


(-!)• 


>a» 


1  +  g2n 


sm 


n 


7Cu\ 


2n_ 


00 


(-1)* 


Vg2"- 


1  +  g2«-l 


1        .    2w 
sm  - 


2x 


nu 


s?n 


+  g 


2n 


X 


^^  (—  1)    1 —     o^    ,  cos  — ^ nu 


2n    * 
1 


snu 


/inu 

cnu 


2x 


TT 

2x 


OD 


/ff  w\ 


—  4 


»2n-i         .    2n  —  1 


Sl» 


1    >|-  g2n-l  2X 


fft< 


COS 


/ffM\ 

\2ir; 


00 

1 


_n«_^ 


2*1  —  1 


1) 


1  —  it 


2>i— 1 


COS 


2W--1 
2x 


ff« 


7) 


cn  u  /in  u 
snu 


snu/fnu 
cnu 


snu  cnu 
/Jnu 


=Äh(K)-^2T 


q^         .    mc  u 
sin 


+  r 


X 


ff     ,      /xu\    ,    .^  (T  •    *»»M 


4ff2   ^ 


r2n  — 1 


««X    -<^    1    —    <j|r2(2n-l) 


.    2n  —  1 

S?W  7t  U 

X 


8) 


sn7< 


ff 


cn  u  /fn  u 


cnu 
sn  u  /Jn  u 


2  6'lx 


^  1 


(—  1)"  ^ —  sm } 

^        ^1—5"  X    j 


ff     f      ^     /3lfW\ 

2ii  r^'^Hiir) 


CO 


-  4  ^  (-  1)" 


qn 


l+(-  1)"3^ 


sm 


n  ff  7* 


z:/wM 


SMM  cnu 


«    ,  1  ,     ,    ^       g2(2n-l)  .     2W— 1 
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cti^u  = 


^n^u  = 


=-i_ri-8V(-i)"  ^^  ■ 


10) 


1 


1 


sn*  u         ^3  (())•* 


00 


i>/w2 


(-1)' 


wry 


2n 


1   —  g2« 


1   —  COS 


nnu] 

7C 


1 


1 


cn^  u        ^0  (0)* 


1 


00 


cos' 


2x 


+  8 


1    —  g2n" 


1    —  (j'*»C06^ 


X 


1 


1 


00 


^W2 


«  =  oör*P-«2(-o-T 


n(f* 


a 


an 


^n  —  cos 


nnu 


X 


11) 


sn'u 


j^u.|l+8|:(-.).j£^ 


l  — cos 


nnu 


00 


wrr 


z/n«  u  ^0  (0)*  -^2  (0 j*  -^         ^    1  —  (f  •• 


1  — cos 


n  n  n\ 

X 


12) 


CfvC^u 


1       I    .j^rt* 


OD 


n<7 


2n 


/Jn^u 


8 


00 


w^/» 


^,{0r  ^  1  -  r/n 


1 

v  1  _  32« 

l-(- 

1  \.       '*  "^ " 

— .      1    1"    OfX'i     ...... 

1  1        l/l/O 

21* 
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13) 


Elliptische  Functionen. 


sn^u 


-  -JL_  |_JL_  4-  8  V  r-  lY  -^ 

2x 


>a«i 


cos 


nsrt« 


vSn 


14) 


~*i(0)M     ,  »r«  ^       ,    1  - 

•''■  '^       cos»  -TT —  ' 

^         2x 

nnuA 


sn 


1  —  (—  1)"  cos 


-  _1_  Itan^  !1£  -i_  8  V "^ 

—  ^3  (0)*  [^      2x  ^  ^  4"  ^  -  (~  ^)"«" 


1  —  cos 


w  3r  n 


sn^u  cn^ii 


COS 


2njrii 


I 


15) 


sn'^u       '^■^(O)*  j         Ätt 


00 


ng" 


^^*^ —  ^^  W-  U    ,  f^  _j_  8  V  f-  D"    ^^      . 


1  —  cos 


nnu 


cn^  u 


1 


sw«  w  ^n«  u        -O-j  (0)^ 


^    nu^     -^  1  _  (_ 


l)-3' 


( 


1  —  (—  1)~  cos 


nnH\ 


^n^u 


sn^u  cn^u 


^       L_l_  4-  Q  V      ^g""* 
^  ^     sm* 1  ^ 


{'- 


»a« 


q;^cos 


2nn%iu 


!)■ 
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§.  132. 

Brachreihen  für  elliptische  Functionen. 


,,  2«     .    nu  ^  (1  4- (i'*-i)V(7'*-* 

1)     snu  =z  —  sm  -jr—  Nj ^^ — ■ — ~ ^ — 

ex         2x  ^  ^_  2(^— »cos  — 4.g3(a»-i) 


2ar         nu  ^     (—  l)n(i  _  fla»«-i) Vr72n-i 
cnu  = cos  -TT—  Vj  ^ 


1     1  —  2  g*"-^  cos 1-  g^cait-i) 


^' 


(—  1)"«*"-* 


1  —  2q^»-^cos  —  +  «»(Jn-i) 

X 


2) 


1  ar    ( 1  ,     .     .     /ycu\ 

snu        2x  \   .    nu    '  \2x/ 


(1  4-  g*")<r 


«1  —  2  2«»  cos  —  +  g*" 

X 


1  ar 


cnu        2£ 


(-  i)"a  +  g'")g" 

>"  1  +  2g*"cos  —  +  3* 


2 


1  1     ,    4ä        ^nu 

= i cos^ 


^nu        £i        £iX  2x 


^  1  -r  ^ 


*  1  +  2  (Z^»»-!  COS  —  +  ^aca»-') 


^ 
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3) 


snti 
cnu 


n 


2£iX 


OD 


(_    1)»^2" 


1      1   _|_  2(/2ncoS  —  4-  (/*" 


•sn  u 
Jnu 


Sin  ^:r-    N 


££lX 


(_   l)n(l    —   g2n-l)yg2H-l 


^    snu        2k\     ^  2x    '  X   --^ 


(_l)n52« 


7r«i 


1    1  — 2r/"cö.s f-g*» 


X 


=  —  cos  - —    > 


(1    +  (2f2«-l)y^/n-l 


^nu 


6X 


^^  "^  1  4-  2ga«-i  co,s  —  +  52(2—1) 

X 


5) 


snu 


2x 


sm 


1         ,    ,    .    ;ru 

h  4  sm  TT— 

n:  w  2x 

Tx 


00 


(-i)»(i +?»»)«" 


1    1— 2g2»cos f-g* 

X 


z/mm 


__Ä^[ 1 

~  2x{       : 
cos- 


n  M 


60 


» i«  2  X 


2x 


(l-|-g2n)^  I 


1    1  4- 2(^31  cos  — -f-g*"J 


6) 


sntf 


Ä 


cn  ti  ^/i  i« 


2£i^x 


*^     2x    '  X 


<x. 


(-  irr 


fl:u 


1  \  -\-2(fcos  — y  g^« 


X 


cn  u 


sn  n  Jn  n 


27 


^^^9  27  +  'ism  — 


OD 


(T 


^li 


1    1  —  2(—  l)*»f^~cos h  //' 


'2  h 


z/n  ?* 


,sw  w  cn  u 


7t  \      1         ,    .    .    3r« 
— h4,s/n  — 
X  ^    .    ;rM    '  X 


CO 


72n(l_^^n) 


.sen 


X 


1    1  —  2(2*'»  cos [-(f' 
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7) 


cn  u  /Jn  u 
snu 


00 


(-l)"«* 


1    1  —  2  (/«cos 1-3 


3tU 


2n 


sn  u  dn  u 7t 

Cfiu  2  X 


2x 


00 

2 


gn 


9ru 


I    1  +  2(—  l)«g»»co5 1-  g 


2n 


X 


.snticnu  n      .    nu 

— -z =  ---  sm  — 

^nu  £*x  X 


OD 


qin-l^l   ^  ^2(2n-l)) 


1       1—2  (^n^n-l)  c^5  ^^^  ^^4(2w-l) 


S)     sn  u  = 


7C 
£X 


(1  +q)Vqcos^ 


l  —  2q  cos  —^  +  (Z 


X 


X 


2n  —  1 

cos  — nu 

2x 


cnw  = 


TT 
€  X 


(1  —q)Vqcos  1^ 


1 


1 


2  Qf  cos 1-  (jf2 


X 


00 


+  ^v^ 


2n  — 1 


— :  1  —  g2»-i        2»  —  1 

-'  cos JIU 


1  + ./ 


2n  — 1 


2x 


^nu  = 


n 
2x 


1  —  r?2 


00 


Man  beachte  folgende  Formeln: 


1  —  o'-**        nnui 
cos 


X 


9)   ]2  /y«sm 
1 


nnu 


q  stn 


nti 

X 


1  —  2q  cos 1-  q^ 
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.     XU 


.    2n  — 1  ,.    .     .w  2x 


10)  ^Vq'--'  sin^^^nu  =  (l+q)Vq  ^^ 

1  l  —  2qcos \-q^ 

XU 

11)  2V7^cos^^««=(l-g)Vg ^-^ 

1  1  —  2qco$ |-g' 

Sowie  die  allgemein  für  jedes  |g|<[l  geltenden  Relationen 

12)  >,  g""*  stnnx  =  :; n i — ; 

2«-l  (l+«)s»»»f 

13)  2  «"-'''«■" —2— ^  =  r:r^7^5JJ+T» 

14)  S«"-'^^— 2—^  =  1 -2gco5a;  +  g» 


00 


cosic  —  g 


^  -^  ^  1  —  Iqcosx  -f-  q^ 

16)  1  +  2  V  (T cosna:  =  = J  ^  ^'    ,      , 

^        '       -^  1  —  2  g  cos  a;  -(-  g« 


§.  133. 

Producte. 

i\  2Fg        7CU  TT  ^  X     '    ^ 

1)  snw  =  -rV^  sin  7j—  //   

v  *  1     1  —  2g2"-i  cos 1-  g*»-^ 

2)  cn  w  =  — -f — -  cos  rr—  II   


3)  Jnu  =  Vfi  TT 


1     1  —  2g2»-^  cos h  g*"-" 

a  X         ' 

1  +  2ga*»-i  cos  —  4-  g*»-« 


OD 

X 


1     1  —  2g»»»-i  cos  —  4-  g*»»-» 

X 
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§.  134, 

q-Reilieii. 


2x        ,         ^  ^  /      ,x        3*"-*  1    I    .  v^       (T 


1)  V  =  1  -  '^  2  (- 1)-  rz-^^  =  1  +  *  S I 


2)  ll  ==  1  _  4  ^  '      -^-       '^ 


+  2 


2n 


3r  '  ^  (—  1)"  1  __j,a«-i  =  1  +  4  2i  1"+^ 

£x  1    ^^  a^  1     °°^        ^ 

^^  2i^~Yq^^~  ^^"  1  -  g««-'  =  v^  2  1  4-  g»»-i 


4) 


^-^  =  i  +  *2(-i)-r^ 


13  n 


00 


=  1  +  4  ;S  (-  1)-  - 


>tn-l 


_j_  gS«-l 


^'     2«    ~ 


Vjj^"  1  -  j,«»-i  -  v'p  4^  1  +  !)»-> 


6) 


«»   ~     "^     -fJ  1  +  (—  l)»g» 


Vgi 


8)  1/21=1  +  22«'- 


9)Vj?=i:/'^^ 


10) 


11) 


VIp=l  +  22(-l)"2- 


|)»»-» 


%a  =  -  8  Säim  rir^ä(5Wri5 
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12)   log s  =  lotj i -\- ^  logq  -^  ^  ^^      ^^^       *' 

1 


n       1  +  (/' 


00 


X      ,       .    ^^-^  1  //«n-l 


14)   -3-  ■  -3-  =  1  +  8 


Xi 


7C  TT 


(t 


2n 


r  (1  +  2'")- 


15)   2j^  1^-2^1  =8 

,„.    2x  f2£  2x1         ^  ^-^ 


r*  (1  -  «*"-')' 


« 


2n— 1 


Sehr  viele  Formeln  findet  man  in  Broch:     Traite,  Cap.  X. 


§.  135. 
q-Producte. 


00 


2)    77     -^-      = 


X 


^«5 


«  (n  -f- 1) 


0 


00 


n(H  +  n 


3)  Ji  n  -  r/"^»j^  =  2  <"-  i)"(2»  + 1)'/ 

1  0 


^) '«.  ir  (t^!^)' = ^  s 


c—  ir 


5-        /l    -4      rt*»\2 
_^   /  1    4-  ri3n  +  l\2 


w         1  +  (f' 


<r 


n  1  4-  (—  ^i)" 


o 


2n  —  1 


»2n  — 1 


r2«  -  1 


1  -f  r/"-i  "^  1  —  f/i« 


".=^v4(t^:-..) 
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1  +  (f^    \* 


"      /  1  _  02-- 1\4 

>'  <■  =  U  (-r+f^) 

(2n— ly  4 
\  —  q    * 

OD 

1 


§.  136. 

Argumenten  -  Reihen. 

NB.     Alle  folgenden  Entwickelungen  gelten  für  wodw<x. 

1)    SHW  =  M ^-i U^  A ' ^1 ' U^ 

6\  0 ! 

1  4-  135  «2  -L  135  6*  4-  fcC     , 

T\ ^' 

,    1  +  1228  £2  -f  5478  a*  +  1228««  +  £^     .. 

H öl w'  —  • . . 

0  ,  1      «    .    14-4«2  1  4.  44^2  4_  16^4 

2)  cnu  =  1  -  -j  u2  +  -^t__  ,,4  _.  _jr _t u^. 

,    1  +  408  «2  4.  912  £*  +  r>4fc6 
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3)  ^n«  =  1  -  ^^  ««  +  ^' V  ''^  «-  -  ^'(^«  +  ^^-'+-\e 

,    £»(64  +  912  g^  +  408  g^  H-  g^)     8  _ 

4)  amw  =  t*  — -.  w8«| L_^ — /u» ^^ ^^^ ■ ^u^ 

,    £«(64  4-  912  62  +  408  £*  +  6«)     3  _ 
+  9!  u         .  .  . 


§.  137. 

Functionen  von  Hermite  und  Weierstrass. 

1.   Die  Hermite'schen  Functionen. 

Vide  Königsberger,  27.  Vorlesung,  wo   die  Theorie  aus- 
führlich vorgetragen  wird. 

2.  Die  Weierstrass'schen  Functionen. 

1 
4,  =  2  t» 

^3  =  8  (««  4-  £«) 

At  =  32  («»  +  ««)  + 64  «♦ 

^5  =  128  (f»  4-  «6)  +  480  («♦  +  «•) 


OD 


ua»*  +  i 


3)^U«).  =  2(-l)-^-2^! 


r 
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B,  =  1  +  ^« 

£4   =   1   +  6«*  -f   16(63  -f  £6)  —   6£* 

J85  =  1  +  «10  +  25(6«  +  £8)  _  494(^4  _|„  46J 

4)ii7(ti),  =  ;|;(_i)«6;|!^ 

6\  =  1 

Cj  =  1  +  2  6» 

C3  =  1  +  6  6«  +  8  6^ 

(74  =  1  4.  i262_^60a*  +  32  66 

C5  =  1  +  20  62  -|-  348  6*  +  448  6«  +  128  £« 

A  = «' 

i)j  =  26«+  6* 

Dj  =  8  6«  +  6  6*  +  6« 

Ih  =  32  6»  +  606*+  12  6«  +  6» 

i)J^  =  128  6»  +  448  6*  +  348  6^  +  20  a^  +  6io. 
6)  Es  gelten  die  Differentialgleichungen: 

ÖH«'  0t«'  ^  ^     CS        * 

1^.  +  2*>«  idl  +  2.(1  -  £«)^+(l_5«  +  £.„.)4,  =  0 

£A  4-  2f»«  Ml  -I-  2£(1  -  ««)  ^  +  (f»  +  «»M»)il,  =  0. 

Siehe    Königsberger:     25.  Vorlesung.      Weierstrass: 
Crelle's  Joum.,  Bd.  52,  S.  357. 


38*J  £llipti8c]ie  Functionen. 


§.  138. 

Einige  Integrale. 

sin  (pd(p 


1)     I  snudurr=   I  -^ — ^ 

J  J     VI  —  e'^sin^q) 


stitution  u  =  I      7  ■.  amn  ^^  w 

0  I 

I 

r       sin  (p  ddp        1  j  dz 

J   Vi  -  t^s-m^^  ~  ~~  Vi  -  B^  J     l/7TZ5^r. 

Substitution  cos  (p  =  g. 
In  gleicher  Weise  sind  die  ähnlichen  Integt'ale  zii  behandehi. 

Man  merke  insbesondere: 


«4 


3)     /  Jn^udu  =  E{u) 

_  tt  —  E{u) 


^)/ 


sn"^  u  d  u 

Ö 


_  —  £>  +  E(u) 


du 


£2 


5)     /  cn'^u 


_.      /* .     ^          ,          ir/w  rt w  u  Jn  u  —  E  (u) 
6)     /  tgn^amudu  =-- ^ ^-^ 

J  *i 


0 


E{u) 


„V      /*    dw    £«  sniimw    ,    E{% 

^  J    2iiHi  "~  ■"  7;^  ~dnü~  "l       i? 


'    du 


8)     /   — —  =  cotgamujdn  u  -{-  K  —  u  -\-  E  -\-  E{u) 


u 
u 


c\\     I    Jiz_ tgnamujdnu -\- £^u  —  E{u) 


J    cn'^u 


Elliptische  Functionen.  383 

^^)     I   7 — ^ ==  <^oiq amu /Jnti  —  E  -\-  E («). 

M 

Ebenso  sind   zusammengesetzte  Beispiele   zu   behandeln,  so 
wird  z.  B. 

J    ß  +  ycnu  y     ^\         y    Jß'  —  f'     y^^ß^^yi    ) 

MarcUjn  N  —r^ 


y  stn  (p 

wobei 


J   ^9  ^  Vß'-  —  y*  V«/ 


y2  -f   fi  ß» 


Vß^  —  y« 
o,  /3,  y  sind  beliebige  reelle  Zahlen 


/tr  '     » 


§.  139. 

Kugelfanotionen  erster  Art. 
1)  Sei 

(1  _  2«aj  +  «»)  *  =  2  «"^»C^). 
so  muss 

«<1,    — 1^x^4-1. 

Wir  setzen  auch  x  =  cos  a. 

2,  2-P.rx)  =.2  (-  1)^  mW^^  "  •    ^  +  2y  =  „. 

„^   2-«!w!  ^,  ,  ,  ??(n  —  1) 

^>  ^,n-  ^'"(^-^  ^  ^"  -  2-.(2«  -  i)  ^" 

n(n  -  l)(n  -  2)(n  -  3) 
^    2.4.(2«  —  l)(2n  —  3) 

P„(a:)=l,  P,(r)  =  -|a;^ 

j  (x)  =  -2  ^'  —  ■2-    -Pi  ■^)  ^  271  ^"  ~  in  ^    "^  274  ^' 


'2 
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5)    P2n(—  X)  =  P%n{x),      P2«  +  l(—  X)  =  —   P^n^\{x) 

6)  2"n!  Pn{x)  =  ^{x^-^  1)-.     (Ywory.) 

rt 

7)  P„(j:)=—    r{a:  —Vx^  —  l  cosq)Ydtp.    (Laplace.) 

0 

^>   1.3.5...  2n^l^-^^^^^)^^^^^^+r:2^^^^^^^^-^^^ 


+  T^ 


1.3.w(w  —  1) 


cos  (w  —  4)  lö  -j- 


1.2.(2w  —  l)(2n  —  3) 

9)     P„  {cos  ö)  =r  COS"  -   —  f  j  j 

+  GT  ^^^'""*  ?  ^*^*  f (Dirichlet; 


*  o  o     ÖJ  .     „    Co 

C0S»n-2  5^^2 


Gl> 


10)  Pn(cosa))  = 


>=^/ 


9 


cos  -^  cos  n  9 
V2  {cos  g>  —  coso) 


(^9 


+ 


Tt 


9 


sin  ~-  cosng) 
V2  (cos  ö  —  cos  g?) 


{29 


Ol 


n  J 


Ol 


9 


sin  ~-  stwnqp 
V2(cosqp  —  cosm) 


d<p 


n 


+ 


q      I        COS  ^  sin  n  9 
51  e/       V2(cösö~— "cos 


9») 


CO 


11)  in  +  l)P,  +  i(a:)  —  (2n  +  l)xP„(x)  +  nP„_i(a;)  =  0. 

12)  (1  -  ^')  T^"  -  2^  ^  +  "("  +  ^>^-  =  ^ 


+  1 
13)    fp„(x)F„(x)dx  = 

—  1 


0, 


I2n  +  1' 


w  2:  n 
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14)   Sei 

f{x)  =  Oü  4-  ai  Pi  (j:)  4-  Oa  PjC^)  H 

80  wird 

2  a, 


yP,(x)/(.r)rf^  =  2^' 


also 


+1 
2n4-l      " 


2 

—  1 


f  P„(x)f(x)dx. 


Einige  Beispiele  der  Entwickelung. 
für  a:  =  0  folgt  hieraus 

,„  I  vr^Ti;  =  I  -  5  (^y  i  p.  (X)  -  9  (jLy  I  p.  w 

Vergl.  Grelle,  Journ.  Bd.  56. 

Kugelfunctionen  zweiter  Art. 

TT 

/  {a;  4-Va;2  _  lcos(pY  cos mq) dtp 

0 

Laska,  mathem.  Fonneliuainmlang.  25 


386 
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20)  (1  -  X«)»  ^^^  -  2a;(l  -  x^)  ^^ 

4-  {n(n  4-  1)  —  »i*  —  n(n  +  l)a;»}  Pl  =  0 

21)  2"  Fl  {cos  w)  =  (2  i  sin  o)*"   cos  (w  —  m)  o 

,    (n  —  w)(2m  4-  1)        ^ 

+  ^^ z—^ r^-— ^  cos  (n  —  m  —  2)  o 

1 .2w  —  1  ^  ^ 

,  (w  — wi)(n  — w  — 1)  (2m4-l)(2m  +  3)        .  ,,       , 

22)  («  -  m  +  l)J^„+s(a:)  +  2(tn  +  1)  77=^  P".^,(x) 

Vx*  —  1 


§•  140. 

Kugelfunotionen  zweier  Variabein. 

1)   Sei 

cos  y       cos  0  cos  ff  -\-  sin  0  sin  ff  cos  (9  —  <p') 

und  es  werde 

|ti       cosO,    fi'       cosO\ 
ferner 

*  —  9  —  9' 
gesetzt. 

'^äA^'  '^'^V;] 

'1  —  u*    am*              '■       '       '' 

Wir  beachten  Y„  als  eine  Function,  in  der  0'  und  9'  con- 
stant  sind,  die  also  0  und  9  als  Variable  enthält. 

3)     Fl  =  pft'  +  (1   -  fl*)5  (1   -  p'ä)5  cos  9 


^»=4 


3 

1 


^  3| 


3 


+  3  (1  -  fi»)ä  (1  -  ft'*)»  fi  /t'  cos  (/^  +  -1-  (1  -  ^«)(1  -  ^'2)  cos  2  * 
2.') 


75 


f* 


^1      ^ 


ö** 


."  - 1 .'} 
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4)  Sei 

'"^'"'"''^^  =  1.3.5...2n-l  -d^ 

,_, [1.3.5..  (2n-l)]« 

n  —  m\  w  -)-  I»!  ' 

so  wird 

—  1    0  ' 


+  1      *ÄX 

J  J  Tn,Yndnd(p  =  0, 


-l    0 


Nach  diesen  Formeln  ergiebt  sich  die  Entwickelung  einer 
Function  zweier  Variabein  nach  F»  analog  der  einer  nach  P„ 
von  selbst 


§.  141. 

Bessersche  Fimotionen. 


.  d^u    ,     l  du    ,    A         n2\ 

2^  «  —  rf/cn  |i ^^ I 

^  ""—  "^      \         2.(2n  +  2)^2.4.(2n  +  2)(2»  +  4) 

3)  Sei  n  positiv  und  ganz,  so  wird 


X* 


oc^ 


'^«(^)  =  2^ 


1  — 


X» 


2(2w  +  2) 

X* 


+ 


2.4.(2« +  2)(2w  +  4) 


71 

4j  J^ (x)  = r-T-    /    COS  (x  COS  (p)  sin^*"  (pd(p 

2-V^r(n+^ji/ 


25* 
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71 

5)  J^(x)  =  —    f  cos(ng>  —  xsin<p)d(p. 

0 

Diese  Formel  gilt  für  ein  positives  ganzes  n, 

7t 

6)  c7n(a;)  =  —    /   cos n q) cos (x sin (p) dtp. 

0 

Ebenso 

7)  „  =  i     J.(«)  =  V^ 

9)   I  {J-„-,(a;)  +  Jn  +  r(x)\  =  « J«W 
10)  1:J^)  =  i  {J._,(rr)  -  Jn+i(a;)} 

'      dx 

T       f^\—^T  (r\  4-  ^'^"(^) 


12) 


13)  cos(a;sw9)  =  J«(a;)  +  2J,(a;)cos29  +  2J4(a;)cos49  +  -- 

14)  sm  (x  si«  9)  =  2  J,  (x)  sin  9  +  2  J,  {x)  sin  3  9 

4"  2  Js  (x)sin  5  g)  + 

15)  cos  (a;cosg))  =  «7«(a;)  —  2  J,  (a;)  cos  2  9  +  2  J4  (a;)  cos  4  g)  — 

16)  sin  (x  cos  9)  =  2  «T",  (x)  sintp  —  2  J^  {x)  sin  3  9 

-|-  2  J5  (a;)  sm  5  qp  — 

17)  sinx  =  2Ji(x)  —  2/5(0;)  +  2/5(3;) 

18)  cosx  =  Jo(x)  —  2Jt(x)  +  2/4(3;) 

19)  xsinx  =  2  {2«Jj(a;)  -  42/4(3;)  +  6«/«(a;) 

20)  a:  cosa;  =  2  {l»/i (x)  —  3V3 (x)  -\-5^J,(x) 

21)  1  = /o  (x)  +  2  2  «^a»(^) 
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22)  x^  =  2^(2nyJtn(x) 


1 

OD 


23;   a:«  =  2  2  (2  »)*  {(2  «)>  -  2»}  J,,  (x) 


1 


24)   x«  =  2  2  (2  ny  {(2  n)»  -  2»}  {(2  n)«  -  4»}  Ja,(a;) 


1 

00 


25)     a;  =  2  2  (2n  +  l)/«.+i(a;) 


a> 


26)   ar»  =  2  2  (2«  +  l){(2n  +  1)»  -  1»)  Ja«  +  ,(x) 


0 

00 


27)  jjs  =  2  2(2n+l){(2n4-l)«-P}{(2n+l)»-3»}^aH+i(a;). 

0 

28)  Für  sehr  grosse  x  kann  folgende  Formel  benutzt  werden: 
^-(^)=   *^^^^^{^-4-ntr 1.2  (8x)^  +'" 

fl— 4n^      (1  — 4w«)(3^— 4n«)(5»~4ng) 
i   1.8:c  1.2.3(8a:)3 

29)  Es  ist 

a 

f  Jn(^r)Jn(7c'r')rdr  =  0, 

0 

wenn  für  J"„  =  i»„ 

^^^^    I     «»j 

dr^     '    r    dr     '    (  r*J 

ist  und  x,x'  verschiedene  Wurzeln  von 

c7n(xa)  =  0 
sind. 

Sei  «/n(x»)  =  «7n(^)  =  0, 

so  sind  die  Wurzeln,  nach  der  Grösse  geordnet  (diese  Gleichung 

hat  keine  gleichen  Wurzeln) 

und  es  ist 
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n  '        '     4s  —  1 


0,053041      ,     0.262051 


(4  s  —  1)3 

0,015399 


^^"  -  s  -4-  0 25        Q-^^^^^^  4- 

—  _s  +  o,25-  47:jrT  +  (4s+i)3 


(4  s  —  \y 

0,245835 
(4  s  +  1)5 


+ 


Vergl.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.,  Vol.  IX,  ebendaselbst 
findet  sich  folgende  Tafel: 


8 

—  für  Jo"  (^)  —  Ö 

~  für  J,  (z)  —  0 

1 

0,7655 

1,2197 

2 

1,7571 

2,2330 

3 

2,7646 

3,2383 

4 

3,7534 

4,2411 

5 

4,7527 

5,2428 

6 

5,7622 

6,2439 

7 

6,7519 

7,2448 

8 

7,7516 

8,2454 

9 

8,7514 

9,2459 

10 

9,7513 

10,2463 

11 

10,7512 

11,2466 

12 

11,7511 

12,2469 

Die  Differenz  zweier  folgenden  Werthe  nähert  sich  immer 
mehr  und  mehr  der  Einheit  als  Grenze. 

Wird  J'o(z)  =  0,  so  ist 

idi  =    3,8317  ...  z^  =  13,324  .  .  . 

;ef2  =    7,015    ...  0^  =  16,471  .  .  . 

js^  =  10,174    ...  jg^  —  19,616  .  .  . 

Bezüglich  der  Anwendungen  vergleiche:  J.  W,  Strutt- 
ßayleigh,  Theorie  des  Schalles  I,  S.  348,  Braunschweig;  ferner 
Riemann,  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen,  eben- 
daselbst. 
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§.  142. 

AUgemeine  DifTerentialgleichungen. 


l)    <pdx^i;dy  =  0,    ist  1^  =  1^, 

dy        ex 


(IntegrabilitätsbediDgung), 


so  wird 

/  (pdx  -f-   /  fdy  —   f  ^y  I   ?     ^^  "^  Consf. 
oder  bequemer 


^0 


Vo 


J   ^{x,y)dy'\-  J   q)(x,yo)dx. 


Vi) 


Xq 


2)  Sei  L  der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung,  so  ist 

dy  dx    '    [öy        ex 

3)  q>dx  -^  tdy  -{-  xdjs  =  0,  es  muss 

d(p  dtif       Off  dx      dt ^x 

dy         dx^     dz         öx'     ds        dy 

sein,  dann  ist 


+n-m^'-m-fBi''H'' 


oder 


XU  z 

c  =  J  (p{x,y,js)dx  -{-  J  t{xQ,y,z)dy  +    /  x(^'Q,yo,z)dz. 

^0  Vo  'o 

4)  Ist  z  =f(x^y)^  also  die  Integrabilitätsbedingungen  gegeben 
durch 


9> 


idii> 

djs 


dy 


+  ^ 


\dx 

dx 


dtp] 


dz 


r  +  X 


89?        d^J 
dy        'dx. 


=  0 


392  Differentialgleichungen. 

die  gegebene  Gleichung  sei 

Wir  setzen   dz  =  0  und  integriren  mittelst  des  integriren- 
den  Factors  L  die  Gleichung 

L((pdx  -|-  'il^dy)  =  0. 

Das  Integral  sei 

wobei  Z(£s)  die  Integrationsconstante  ist.     Das  Integral  der  vor- 
gelegten Gleichung  lautet 

F(k,y,z)  -\-f{Lx  -  11)  d^  +  C  =  0. 

Vergleiche  weiter:  Schlömilch,  Zeitschr.  Bd.  XX.  Femer: 
Catalan,  Mem.  de  Liege,  Tom.  13,  1887. 

5)  Ist   die   Integrabilitätsbedingung    nicht   erfüllt,    so  hat  die 
Gleichung  zwei  Integrale. 

Dann  schreibe  man  (nach  Monge): 

dz  -\-  ^  dy  -4-  ^  dx  =  0, 

setze  dx  =  0  und   integrire  durch  den  Integrationsfactor  L  die 
Gleichung 

d0  +  ^dy^  =  O, 

so  dass 

F{xyz)  =  x 
wird,  die  Integrationsconstante  %  kann  auch  x  enthalten.     Das 
zweite  Integral  ist  gegeben  durch 

dx  X        ^^ 

Ueber  die  allgemeinere  Gleichung  vergleiche  man:  Pf  äff, 
Crelle's  Journ.  Bd.  2.  Sodann  17  und  58.  Hoffmann's  mathem. 
Wörterbuch  Bd.  V,  S.  500. 

6)  Es  ist 


(pdx-^^lfdy  =  -^{xq)-^yilf}  l-^^-J- 
,     1  ,  .,  idx        dy 


DifferentialgleichuDgeD. 
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§.   143. 

Specielle  Formen. 

4)  ^=f\ax-\-by\,   ax-\-btj  =  z 

•'^  "^  +  ^1  =  •^^''^  "^  ^""^  +  ^*^'    ■"'  +  2''  =  ^' 

7)   ^  _L  ^  =:  /•  ^1 ;    %^  =  p  und  differentire  noch  einmal. 

du  ^        dx 


9)y  =  :rg+/g),    j,  =  xC  +  /(c).    (Clairaut). 


10)  y  —  a; 


a=v 


11)   «/  —  a; 


a?  =  p cosö,    y  =  Q  sind. 


dx 
Dieselbe  Substitution. 

dy 


wT(i 


/ 


X 


v^^~+t 


^^-0.  ii=' 


13) 


U) 


cix 


+  92/  +  ^  =  Ö 


y  =  c-Aje-    Ti/^/^^ 


4-  yy-f  l^t/*»  =  0,      t/l-^rr:^ 
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dtj 


15)   {aa;  +  6a;'»  +  it/«|-T^  +  cj/ -f  ^^"jr+^  =  0 

et  X 

19)  /•  /^.  ly  ^1  _  0     li?  -  » 


21)  Die  Gleichungen 


lassen  sich  im  Allgemeinen  nicht  yereinfachen. 

22)   Seien  tp  und  ^  homogene  Functionen  vom  Grade  n,  und  ;!j 
eine  vom  Grade  g,  so  lässt  sich  die  Gleichung 

fp{x,y)dx-{'  ip{x,y)dy  -j-  i{x,y){xdy  —  ydx]  =0 
für  den  Fall,  dass  q  ^=  n  —  2,  auf  eine  lineare  bringen,  wenn 
y  z=  xt  gesetzt  wird. 


Oonstruction  und  Transformation  der  Differential- 
gleichungen. 

Man  kann  manchmal  eine  Differentialgleichung  in  eine  an- 
dere überführen,  die  integrabel  wird.  Dazu  kann  man  die  fol- 
genden Bemerkungen  benutzen. 

1)  Wir  bezeichnen  immer  mit  P,  Q^U  beliebige  gegebene  Func- 
tionen der  unabhängigen  Variablen. 
Sei 

und 


DifferentialgleichuDgen. 
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io  wird 


2)   Sei 


dq 
dv 


+  2 


P  dv]' 


du     1 

^ du    }_    idv     \_ 

'di"ü^dt"v' 


so  ist  identisch 
d->y 


d 
3)  Sei 

and 


wobei  t;,  «?,  £f  Functionen  von  x  sind,  so  wird 

di; 


dx 

dw 
dx 

dz 
dx 


=  vR 


und  zur  Bestimmung  von  v  oder  w  dienen  die  Gleichungen: 


d^v 


-P 


dw 


=  0 


dx^        *   da; 

d^tv        ij>  _i_  '^  dQ]  dw    .    ^  ^ 

d^''\^+'QTl\-dJ-^^^  =  '^' 

4)  Sei 

dz  ,  , 

60  geht  diese  Gleichung  für 


ober  in 


d^u 
dx» 


^ 1    dloffu 

**  9i     da; 


0. 
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Zur  Berechnung  der  elliptisolien  Functionen. 
1)  Sei 


X' 
—  71  — 


so  wird 

logq  =  2logtgn  ^  -f-  [9,3979400]  +  [9,0357243] ^^r»^  -| 

+  [8,64452]  <(/n'  -|  +  [8,41518]  tgn^^  f  +••• 

Die  Zahlen  in  [  ]  sind  gewöhnliche  Logarithmen. 

Ist  ö  nahe  an  -— ,  so  rechne  man  mit  -^  die  Grösse  p   und 
beachte,  dass 

log  log  {-\  +  log  log  {^\  =  0,269868367989342 . . . 

NB.   p  entsteht  aus  q  durch  Vertauschung  von  «  in  fp 
Man  hat  ausserdem: 


=  Vt{ 


+ 1707  {±y + 


i  +  ^T^  +  15  231  +  1^«  iSe 


+  ''''  6^6  + 


3)  %g  =  2%-  +  ^..+  6i*«+i92  **+32768^*+-^ 

4)  Sei  zur  Abkürzung 

1  1  -  Vt,  _  , 

2  1  +  V.i  ~    ' 
80  wird 

g  =  A  +  2A5+  15A9+  150A13+  1707Ai7-| 

für  s  <;  0,866  reichen  für  sieben  Decimalen  zwei  Glieder  aus. 
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o)    X  geht  in  x'  über,  wenn  s  in  Si  übergeht. 
Es  ist 

=  ^{1  -2g  +  2g4-2g9+...p 
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n 


2     1  -  Vit 


6)    Sei 


i|2  + 

4  gl«  _j_  4  gf64 

'+•••)' 

1+1^*1 

+  F^   + 

2 

2 

.  _i  -ti    ,  _i  -V«i 

^1  —  i — i — r»    '^  — 


l  +  «i 


so  wird 

X 


I  +v.. 


f,    I    1     .    1     9^1     25     .    ,     1225     , 


16384 


^  4  *    r  ^  32  *    ^  384  *   ^  49152 


V 


W  =  ^lo    /1\        x^^^^Ki) 
3t        \q/       n     logvule 


5«  -j 1 


Für  die  praktische  Berechnung  dienen  folgende  Formeln: 
1)   Winkel  des  Moduls  <  0»  1'  30",  also  der  Modul  <  0,0004... 

J^og(— )=         ^fly    Log  =  log  vulg. 

Log  —       Log  — 
2  Lo^  e        Log  e 
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2)  Winkel  des  Moduls  <  1«  30',  also  der  Modul  <  0,025... 

«=T60+2*V  =  16  +  32 

^  \q)  ^^^^\7)~  2  **  ^^ 
Log  (-)  =  ^" ^'^ ^)'  —  («Log«)* 


Log  — 


1  _(_  i  £»  _i:^£_ 


»  =  f  (1  +  2«)'  =  f  (l  +  45)  =  f  (l  +  i  ..) 


3)  Modularwinkel  <  IS«. 
Setze 


1  —  «1  1 -Ml 

f  „  =  sin  On 

1  —  cosa 


Sq  =  sin  06.,  = 


1  -f-  cös«  2 


1  4-  cos« 


,  1 

=  X  cos»  -^  «. 


Man  findet 
1 


|i  +  T*4  =  T*i^«*|{l  +  l'^*f) 


Z/O^g  =  2Logtgn  -ö-  «  —  iö5r4  +  -r-  Loge.tgn^  -^ 


X 


f  (•  +  T  '.•) 


.•  +  T'»»'f 


cos*- 


cos«- 


2 


cos*  -jr 


Lo(/x  =  Log  2-  —  2  Lo^cos  l"  +  j  Loge.tgn^  -^' 

4)   Modularwinkel  <  18<^  <;  45^     Wiederhole   dieselbe   Trans- 
formation 


Sin 
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Logq  =  -^  Logtgn  -2  "♦  —  2"  ^^^^ 


X  = 


2 


et  CC*  Cti 


_  * 

Log  X  =  Zo^  ^  —  2   Log  cos  -^  +  Lo^r  cos  -^  -f~  ^^  ^^^  o^l  • 

Oder  setze  

cos  ß  =  Vcos  a,    5m  a  =  «, 
so  wird 

Lo?g  =  2Logtgn  ^  —  Log2  -f-   -  Loge.tgn»  -^ 

1  .™s  A 


X 


cos*  f 


Log%  =  Log—  —  4:  Logeos  |-  +  j  Loge.tgn^  -^ 

5)  Modularwinkel  >  45.  Man  substituire  den  Winkel  des 
complementären  Moduls  £1  und  rechne  j>,  x'  nach  den  obigen 
Formeln  und  beachte 


1  ^  (nLogey       ,  _  X  ^^^  (g) 


»      Loge 


Vergl.   Broch:      Traite   elementaire    des   fonct.   elliptiques, 
p.  218-     Daselbst  viele  Beispiele. 
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Tafel    I. 


tt 

^(t) 

Mt) 

ü 

P 

X 

*' 

00 

OD 

0,00000 

0,0000000 

1,00000 

1,5707963 

CO 

10 

4,72034 

0,39436 

0,0000190 

0,40331 

1,6709160 

5,434908 

20 

4,11822 

0,45202 

0,0000762 

0,35317 

1,6712760 

4,7427173 

80 

3,76692 

0,49431 

0,0001714 

0,32040 

1,6718786 

4,3386540 

40 

8,51589 

0,62946 

0,0003049 

0,89549 

1,6727124 

4,0527582 

60 

3,32187 

0,56038 

0,0004766 

0,27618 

1,6737921 

83317420 

60 

3,16327 

0,58848 

0,0006866 

0,26794 

1,5761136 

8,6518560 

70 

3,02909 

0,61455 

0,0009362 

0,24291 

1,6766780 

8,5004226 

80 

2,91277 

0,63909 

0,0012226 

0,22957 

1,5784866 

8,8698680 

90 

2,81009 

0,66244 

0,0015486 

•  0,21755 

1,6805409 

3,2253029 

100 

2,71815 

0,68486 

0,0019136 

0,20661 

1,6828428 

8,1538863 

110 

2,63490 

0,70649 

0,0023179 

0,196567 

1,6858942 

8,0617286 

120 

2,55881 

0,72760 

0,0027618 

0,187284 

1,6881972 

2,9785690 

130 

2,48872 

0,74798 

0,0032456 

0,178657 

1,5912644 

2,9025649 

140 

2,42375 

0,76804 

0,0037692 

0,170694 

1,5946688 

2,8326726 

160 

2,36317 

0,78772 

0,0043334 

0,163034 

1,5981420 

2,7680631 

160 

2,80641 

0,80711 

0,0049384 

0,165916 

1,6019786 

2,7080676 

170 

2,25301 

0,82624 

0,0065846 

0,149197 

1,6060818 

2,6521880 

180 

2,20257 

0,84516 

0,0062723 

0,142837 

1,6104542 

2,5998197 

190 

2,15476 

0,86391 

0,0070023 

0,136801 

1,6151009 

2,5507314 

200 

2,10932 

0,88262 

0,0077746 

0,131063 

1,6200259 

2,6046501 

210 

2,06600 

0,90103 

0,0086901 

0,125594 

1,6252337 

2,4609996 

220 

2,02460 

0,91946 

0,0094493 

0,120379 

1,6307291 

2,4198417 

230 

1,98495 

0,93782 

0,0103526 

0,115398 

1,6863174 

2,3808702 

240 

1,94689 

0,95616 

0,0113008 

0,110624 

1,6426041 

2,3439047 

250 

1,91Ö29 

0,97447 

0,0122945 

0,106056 

1,6489952 

2,3087868 

260 

1,87502 

0,99280 

0,0133346 

0,101672 

1,6666969 

2,2753764 

270 

1,84099 

1,01115 

0,0144215 

0,097466 

1,6627160 

2,2435493 

280 

1,80810 

1,02955 

0,015556 

0,093422 

1,6700594 

2,2131947 

290 

1,77626 

1,04800 

0,016739 

0,089537 

1,6777849 

2,1842132 

300 

1,74539 

1,06663 

0,017973 

0,086797 

1,6857504 

2,1565156 

310 

1,71544 

1,08516 

0,019256 

0,082194 

1,6941144 

2,1300214 

320 

lii8683 
1,65801 

1,10389 

0,020591 

0,078726 

1,7028359 

2,1046577 

330 

1,12274 

0,021978 

0,076381 

1,7119247 

2,0803582 

340 

1,63043 

1,14174 

0,023419 

0,072154 

1,7213908 

2,0570623 

350 

1,60354 

1,16088 

0,024916 

0,069043 

1,7312452 

2,0347153 

360 

1,57729 

1,18021 

0,026467 

0,066037 

1,7414992 

2,0182666 

370 

1,55165 

1,19970 

0,028077 

0,063139 

1,7521652 

2,9926698 

380 

1,52658 

1,21941 

0,029746 

0,060338 

1,7632662 

1,9728823 

390 

1,50204 

1,23932 

0,031476 

0,057634 

1,7747859 

1,9538648 

400 

1,47801 

1,25948 

0,033266 

0,055020 

1,7867691 

1,9355811 

410 

1,45446 

1,27989 

0,035120 

0,062494 

1,7992216 

1,9179975 

420 

1,43133 

1,30056 

0,037040 

0,050064 

1,8121599 

1,9010830 

430 

1,40863 

1,32152 

0,039027 

0,047696 

1,8256019 

1,8848087 

440 

1,38632 

1,34273 

0,041086 

0,045417 

1,8395667 

1,8691475 

450 

1,36438 

1,36438 

0,043214 

0,043214 

1,8540747 

1.8540747 
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Tafel    IL 

d  q) 


£  =:  8tna, 


9 

a 

T 

(fi 

10« 

150 

80« 

450 

600 

750 

800 

90« 

P 

0.01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01745 

0,01746 

20 

08491 

03491 

03491 

03491 

03491 

03491 

08491 

03491 

03491 

3» 

05236 

05236 

05236 

05237 

05237 

05238 

05288 

05238 

05238 

40 

06981 

06981 

06982 

06983 

06984 

06986 

06987 

06987 

06987 

50 

08777 

06727 

08727 

08729 

08732 

08735 

08737 

08737 

08788 

100 

17453 

17456 

17459 

17475 

17498 

17520 

17537 

17540 

17543 

150 

26180 

26189 

26199 

26254 

26380 

26406 

26463 

26475 

26484 

200 

34907 

84927 

34953 

85082 

35262 

35447 

85586 

35615 

85638 

250 

43683 

43674 

43723 

43978 

44328 

44699 

44982 

45040 

45088 

300 

52360 

52429 

52513 

52943 

53562 

54228 

54736 

54848 

54931 

350 

61087 

61193 

61325 

62003 

62998 

64085 

64950 

65182 

65284 

400 

69813 

69969 

70162 

71165 

72667 

74358 

75745 

76043 

76291 

450 

78540 

78756 

79025 

80437 

82602 

85122 

87270 

87741 

88137 

500 

87266 

87556 

87915 

89825 

92829 

96465 

99711 

1,00444 

1,01068 

550 

95993 

96366 

96832 

99331 

1,08371 

1,08479 

1,13307 

14442 

15423 

600 

1,04720 

1,05188 

1,05774 

1,08955 

14243 

21254 

28371 

80135 

81696 

650 

13446 

14020 

14740 

18691 

25447 

34893 

45316 

48098 

50645 

700 

22173 

22861 

23727 

28530 

36972 

49441 

64684 

69181 

73542 

750 

30900 

31710 

32733 

38457 

48788 

64918 

87145 

94682 

2,02759 

800 

89626 

.  40564 

41752 

48455 

6084^ 

81253 

2,13390 

2,26527 

43625 

850 

48853 

49423 

50781 

58503 

73082 

98264 

48658 

66935 

3,13130 

860 

50098 

51195 

52587 

60516 

75542 

2,01723 

50129 

76116 

85467 

870 

51844 

52968 

54894 

62530 

78006 

05194 

56703 

85612 

64253 

88« 

53589 

54740 

56200 

64545 

80472 

08674 

68357 

95366 

4,04818 

890 

55334 

56512 

58007 

66560 

82939 

12161 

70068 

8,05804 

74135 

900 

1,57080 

1,58284 

1,59814 

1,68575 

1,85407 

2,15652 

2,76806 

3,15388 

'   00 

1 

Ansführlichere  Tafeln  findet  man  in: 

Legendre,  Traite  II.  Bd.    Exercises  III.  Bd. 

Meiflsel,  Sammlung  mathem.  Tafeln.    Iserlohn  1860. 

Gronau,   Tafeln  für  die   trig.  Functionen  der  cy kuschen   und  hyp. 

Sectoren.    Danzig  1863. 
Hoüel,  Recueil  de  formules  et  de  tables  num.    Paris  1866. 
Schmidt,  J.  G.,  System  elliptischer  Bogen.    Berlin  1842. 
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Tafel     III. 


V 


J  d(f,yi  —  «^ 9in^  yj,   e  =  sin a. 


a 

V 

00 

100 

150 

300 

450 

600 

750 

80<> 

90« 

10 

0,01745 

0,01745  0,01745 

0,01745 

0,01745 

1 
0,01745  0,01745 

0,01746 

0,01745 

20 

03491 

03491 

03491 

03490 

03490 

03490 

03490 

03490 

03490 

30 

05236 

05236 

05236 

05235 

05235 

05234 

05234 

05234 

05234 

40 

06981 

06981 

06981 

06980 

06978 

06977 

06976 

06976 

06976 

50 

08727 

08726 

08726 

06724 

08721 

08718 

08716 

08716 

0781G 

100 

17453 

17451 

17447 

17431 

17409 

17387 

17371 

17367 

17365 

150 

26180 

26171 

26160 

26106 

26032 

25967 

25902 

25891 

25»^2 

200 

34907 

34886 

34860 

34733 

34558 

34381 

34250 

34224 

34202 

250 

43633 

43593 

43544 

43298 

42958 

42612 

42366 

42304 

4^262 

300 

52360 

52292 

52208 

51788 

51205 

60609 

60165 

60074 

50000 

850 

61087 

60980 

60850 

60194 

59276 

58332 

67622 

67477 

57353 

400 

69813 

69658 

69467 

68506 

67153 

65746 

64679 

64459 

64279 

450 

78540 

78324 

78059 

76720 

74819 

72822 

71289 

70972 

70711 

500 

87266 

86979 

86626 

84832 

82265 

79538 

77414 

76971 

76604 

650 

95993 

95622 

95166 

92843 

89490 

85879 

83020 

82417 

81915 

600 

1,04720 

1,04255 

1,03683 

1,00756 

96495 

91839 

88080 

87276 

86603 

650 

13446 

12878 

12176 

08577 

1,03293 

97427 

92580 

91523 

90631 

700 

22173 

21491 

20650 

16318 

09901 

1,02664 

96519 

95144 

93969 

750 

30900 

30097 

29107 

23989 

16346 

07586 

99916 

98141 

96593 

800 

39626 

38698 

37550 

31606 

22661 

12249 

1,02823 

1,00543 

9S431 

850 

48353 

47294 

45985 

39186 

28886 

16726 

05343 

02436 

99619 

860 

50098 

49013 

47671 

40699 

30124 

17606 

05813 

02768 

'  99756 

870 

51844 

50732 

49357 

42211 

• 

31360 

18484 

06277 

03069 

'  99ö63 

880 

53589 

52451 

51043 

43723 

32596 

19359 

06735 

03401 

;  99939 

1 

890 

55334 

54170 

52729 

45235 

33830 

20233 

07188 

03706 

;  999S5 

90« 

57080 

55889 

54415 

46746 

1,35064 

1,21106 

07641 

04011 

'1,00000 

1 
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§.  146. 

Sinus. 
1)    Sina  =  -  chord2a  =  1  —  cos  versa  =  -^  {e*»  —  e~«»} 


1/1 7"       '\/l  —  cos2a       ,,  l/     _a  .a 

=  Vl—cos^a  =  y ^ =  2  y  cos^     —  cos*-^ 

2tg7i^  l-«^n»(45o-la) 


tgna        

_  1  _  1 1 

Vl^cotg^a  ~  ^^^^  ^'--^cotga       ton%+cotga 

(l  Gl 

=  ^0^0  9"  •  (1  —  ^os  d)  =  f</n  -  •  (1  +  (^os  a) 

.  cosa        tgna  1 

=  cosa  tgna  =  — ; —  =  -^ —  = 

cotga        seca-       coseca 

1  /sec^a  —  1  l/sec'^a  —  1 

'        seca  1  +  ^//^**  ^ 

=  2  sin  -^  cos  -  =  1  —  2sin^  (Ao^  — ,yj 


=  2  sm»  ^450  +  f )  —  1 


=  -i-  {sm(30<>  +  a)  — 5m(300  — a)}  =  8^(600  +  «) 

ys 

—  .<?m  (600  —  a) 

—  -  .sm(a  — 600) 

i2 
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,       ^    .    450  — a       45«  + a 
=  1  —  2  sin  — - —  cos — ^r^ — 

„    .    45»  +  a        45»  —  a 
=  2  stn  — jr-! —  cos  — 1 


=  (^«n  2"  +  cos  2  j   -1  =  1-  (^sm  -^  - '^s  2  j 
_  (1  +  «</«  2)  (1  +  <^J  f ) 


*!7»  2  +  ''^^   2 


=  ^  V2  —  V2"4-2cos4a 


=  ^  V2  -V2  +V2  +  2cos8a 

:=  stna  cos{b  —  vi)  -^^  cosa  stn (6  —  o) 
=  iin  (6  -f-  a)  cos  6  —  cos  (6  -|-  a)  sin  6 

« 

2)  swCSO»  i  a)  =  -j  cosa  +  iVSstna 

3)  sin  (45»  ±  a)  =  -i-  V2  [cos  a  ±  sin  a] 

4)  sin  (60«  +  a)  =  — 1/3  cos  o  +  -^j-  stn  a 


5)   sin  90»  =  1 

sin  450  =  —  \/2 
St 

sin  30»  =  -s- 

sm  600  =  1 V3 
jt 


sinlb»  ~  sin  15»  =  1{V6  +  V2} 
sin  54»  ~  sin  18»  =  j  { V'S  +  1 } 
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sin  72«  /^  sin  36«  =  -j  ]/ lo  +  2  Vö 


sin  63«  /^  stn  27«  =  - 

4 


sm  81«  ^  sin  9«  =  -j- 
sin  66^  ^  sin  6«  =  -^ 
s/w  78«  ^  8m42«  =  -J- 

•    o 

sin  84«  /^  sin  24«  =  -^ 

o 

s/w  48«  <^  8iwl2«  =  -. 

ö 

s/w  69«  '^  sin  51«  =  -^ 


8 


s/w  39«  ~  sin  21«  =  — 

o 


8 


stn  57«  ~  sin  33«  =  — 

O 

8 
sin  87«  ^  sin  3«  = -i 

8 


{V18  +  6V5  + Vio  -  2V5) 


V5+V5±V3-l/5) 


V3+V5+V5-V5) 


V30-  6V5  + V6  +  2V5) 


VsO-f  6\/5+V6  -  2V5) 


V1O  +  2V5  + V18  -  6V5) 


V9  +  3  Vs  +  Vl5  — 3V5)  + 


VT+W— V5-V5) 


V3+V5+V5-V5J  + 


VV+iW  —  Vl5  —  3  Vö) 


Vi5  +  3V5  +  y3- 1/5)  + 


l/T+Vö— 1/9  -3 1/5) 
Vö-I-Vö+Vd  -  3V5)  ± 


V15  +  31/5-V3  -Vb\ 


NB.  Ist  a  <^  5,  80  gilt  das  obere  Zeichen  für  a,  das  untere 
dagegen  für  b. 

6)  Die  Werthe  für  die  einzelnen  Grade  liefert  die  cubische 
Qleichong 

sin*  a 7-  stn  o  = j-  sin  3  a, 

4  4 

da  die  Sintiswerthe  kraft  der  obigen  Tafel  bekannt  sind.    Man 
erhält 
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ina  =  y  -^  sinSa  -\-  y  -j-  sin^ Sa  -{-  -^, 


sm 


+  y  -n  sin3a  —  \/ ^  sin' 3 a  -j-  -j; 


7)  sin  (—  a)  =  —  .sin  a 

S)  sin    5  =  +  l  9)   sinin^  =  0 

sin2^  =  0  stn(4n  -f-  1)  J  =  +  1 

sin 3 ^  =  —  1  sin (4n  +  2)  -^  =  0 

sin4 -^  =  0  sin(4n  -|-  3)  -^  =  —  1 


10)  sin (—  +  a  j  =r  cosa 

sin  f  2 -^  +  a  j  =  +  sina 
sin  (S-^  +  a\  =  —  cosa 
sin  (4-^  +  «)  =  i  siwa 

11)  sin   (4n  -f-  1)  ö"  i  "1  =  ^^^ 
sin   (4n  -|-  2)  —  +  a    ==  ip sina 
sin  I  (4 n  -f-  3)  -^  +  a    ==  -—  cosa 
sin   (4n  +  4)  -^  +  a=  +  sina. 


12)  Wir  setzen: 

sin  <p  :=  y,    cosq)  =  X,    2  cos  q>  :=  a, 
sodann  wird: 
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sin    tp  =  y  =y 

h^in2q>  =  2xy  =  ^y 

sin3(p  =  4x^y  —  y  =  (^er^  —  l)y 

siniq)  =  Sx^y  —  ixy  =  (z^  —  2z)y 

sinfyq)  =  IGx^y  —  I2x^y  -j-  y  =  (js^  --  S a*  -\-  l) y 

Hinßfp  =  32x^y  —  32x^y  -f-  6xy         =  (z^  —  4^»  +  3z)x 
sin7(p  =  64x^y  --  SO  x^y  -\-24  x^  y—  y  =  (^erß  — 5jEf*  +  6£r«  — l)y 

sin  9     =  y 

sin  Sg>  =  Sy  —  4ys 

sin  5  9  =  5  y  —  20 y*  -(-  Ißy'^ 

sinlip  =  ly  ^  56ys+  112y»  —  64 y^ 

sin9q>  =  9y  —  120y»  +  432 y^  —  576 y^  -f  256y9. 
13)  Für  ein  gerades  n  hat  man: 

^     -      l   *  2.3        *   ^  2.3.4.5  ^ 

dagegen  für  ein  ungerades: 
/«•««m—  L«       n(n»— 1»)    ,    ,    n (n*  —  1») (n»  —  3»)   . 

Man  hat  ferner: 


U)  sinnq>  =  y  j^~i  ^  Ü-ZL^  ^-s  4.  (n  -^  3Kn  -  4)  ^_, 

_  (n-4)(n-5)(n-6)  ^^ 

31  ^       -r 

sinn 9  =  nya^-i  —  (T)  y^a^-^  +  U  j  y-^a?»-* 

In  allen  diesen  vier  Formeln  ist  w  eine  positive  ganze  Zahl. 

15)  8in{a  +  nb)  =  2cosbsin[a'\-n —  IJ]  —  sin[a4-w  — 2i] 

n  sin  I«  +  "o  w*    ^^**  9"  (**  "1"  ^^^ 

16)  2«*^{«  +  »*}  =  — ^ ^ ^T~^ 

0  sin  -^ 

17)  sinn 9  =  -^r-r  {(cosg>  -(--  isiwy)*  —  (cos  9  —  isimpy] 


410  Goniometrie. 

18)  sin (a  +  ft)  =  sin acosh  :\::  cosa sin b 

=  cos  a  cos  b  \tgn  a  +  tgn  b] 

=  r =  /    r  sm  (a  +  b) 

tgn  a  -f-  tgn  b        \    ^    ^ 

1       _ 

sin  Q-  (et  +  i) 
= ^sina  +  sinb] 

sin  rt-  (a  +  6) 

cos  -^  (a  +  b) 

= [sina  +  sinb] 

cos  -  (a  +:  6) 

=  -^  {cos  (a  +  J)  4"  cos  (a  —  6))  (f^n  a  -|-  <^»6) 

=  Vsiw^a  -|-  sin^b  -|-  2smastn6  cos(a  -j-  &) 

19)  «in  (a  -|-  6)  -f-  sin  (a  —  ft)  =  2  sm  a  cos  6 

=  tgnacotgb  [sin(a  +  Ä)  —  sin(a  —  b)\ 

20)  sm  (a  +  &)  —  sin  (a  —  &)  =  2  cos  a  sin  b 

=  co^^a  ^nft  [sin(a  +  J)  +  Sm(a  —  i)} 

21)  sin^(a  +  *)  +  ««wH«  —  J)  =  1  —  cos2acos2b 
stn*  (a  -f-  6)  —  sin»  (a  —  6)  =  sin  2  a  sin  2  b 

22)  sin(a  —  6)  +  sin(a  —  c)  -|-  sin(6  —  c) 

=  4  cos  -^  (a  —  6)  sin  «■  («  "-  0  ^^  ö"  (^  —  ^  ^ 

sin«(a  -^  ft)  +  sin»(a  —  c)  +  sm2(6  —  c) 

=  2  {1  —  cos (a  —  b)cos(a  —  c)cos{b  —  c)} 

23)  sin  ia  '\-b  -■{-  c)  =:  sin  a  cos  b  cos  c  -\-  cosa  sin  b  cos  c 

-|-  cos  a  cos  b  sin  c  —  sin  a  sin  b  sin  c 
sin (a  -f-  6  —  c)  =  sin acosbcosc  -j-  cosa sin b  cos c 

—  cosa  cos  bsinc  -j-  sinasinb  sine 
sin  (a  —  b  —  c)  =  sin  a  cos  bcosc  —  cos  a  sin  b  cos  c 

—  cosa  cos b  sin c  —  sin a sin  b  sin c. 
Zur  Bildung  der  höheren  Summen  beachte  man: 

24)  JJ  [cos  att  +  i  sin  a^]  =  cos  ^^  a^  -{'  i  sin  ^  a* 
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1  1         - 

25)  sin a  +  sinb  =  2 sin  ir  (a  +  6) cos  ^  (a  -f  b) 

=  (cosa  -j-  co8b)  tgn  ^  {a  +  b) 

=  (cos  b  —  cos  a)  cotg  —  (a  +  6) 

tgn  -^  (a  +  b) 
= [sina  If  sinb] 

26)  -5-  [sino  -f  sinft]  =  sin  ^  (a  +  0^^  ö"  (*  "^  ^) 

27)  sin^o  -f-  sm«6  =  1  — -  co8(a  +  6)cos(tt  —  b) 

sin^a  —  sin^b  =  cos^b  —  Cös*a  =  sin(a  -f-  b)sin{a  —  6) 

28)  sin  a  -j-  sin  6  -|-  sin  c  =  sin  (a  +  ft  -[-  c) 

-j"  4sin  ö"  (^  +  b)sin  "n  (^  4"  ^)^*w  ö"  (*  +  ^) 
=  —  8in{a  +  6  —  c) 

+  4ksin  -^  (a  +  6)cos  -^  (a  —  c)  cos  ^^  (6  —  c) 
8m a  -(-  sin b  —  sine  =  sin (a  -f-  6  —  c) 

-|-  4  sin  2-  (a  +  *)  **^  o"  («  "■  ^)  ^**»  "ö  (*  —  c) 

=  —  sin(a  -f"  ^  "I"  ^) 
-f-  4  sin  -^  (a  +  6)  cos  7-  (a  -f-  c)  cos  -^  {b  -j-  c) 


29)  Ätna4-5^^^  +  ^*w(a-j-ft)  =  4cos  -^  acos  -^  6sin  -^  (ä  +  ^) 
sina'^sinb'{'Sin{a  —  b)  =^  4sin  -^acos-^bcos  -^  (a  —  6) 
sina-f-sinft  — sin(rt  +  6)  =  4«*»*  -q  et  sin  •5-  6sin-r-  (a  +  6) 
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sina-^sinb  —  ,sin(a-f-^)  =  ^  cos -j- a  sin -^  b  cos  -^{u  —  h) 

sma  —  sinb"{'Sin(a'\'b)  =  isin  -^acos  -^bcos  -n(^4"^) 

sin  a  —  sin  b  +  sin  (a  —  ft)  =  4  cos  ~  a  cos  -^  b  sin  -^  («  —  b) 

sin  a  —  sin  b  —  sin  (a  -f-  ^)  =  —  4  cos  —  a  sin  -^bcos-^(a-{-  h) 

sin  a  —  sin  b  —  sin  {a  —  b\=  —  4  sin  -^  a  sin  -^  b  sin  —  (a  —  b) 

30)  sin^  a  +  sin^  b  —  sin^  (a  +  6)  =  ip  2  st»  a  sin  b  cos  (a  +  b) 
sin^  a  +  sin^  b  -\-  sin^  (a  +  6)  =  2  [1  —  cos  a  cos  bcos{a'J2  ^)] 

oi\     •        •   r        1   f      /        r\  /     I  r\i  i:cos((i+b) 

31)  stnasinb  =  j{cosia-b)-cosia  +  b)}=j^^^^^^ 

32)  4sina  sinb  sine  =  sin(a  -{-  b  —  c)  -{-  sin(a  —  ö  -(-  c) 

-{-  sin{ —  a  -{-  b  -j-  c)  —  sin  (a  -|-  6  -|-  c) 

33)  SsinY{(^'\-f^'}-c-^d)sinj-{a-\-b  —  c-^d) 

sin-^(a  —  6-f-c-j-d)sm-j-( — a--^b-\- €-}-€[) 
==  4  jcos-^acos-^ocos  — ccos  — a  +  sm-^asm-^bsm  — c 

sm -^  dl  —  {cos a-\-  cosb  -{-  cosc-{-  cos d) 

34)  sinasin(b  —  c)  -f-  sm5  sm(c  —  a)  +  smc stw(a  —  6)  =  0. 
Gauss,  theoria  motas,  p.  78. 


a 
\cos  -X- 

35)   Vi  +  Hina  +  Vi  —sma  =  2  i  =  V2  Vi  +  cos« 

=  V2  [sin  (45«  +  f)  ±  sw  (45»  -  f)} 
=  V'2  {cos  (45»  -  I)  +  cos  ^45«  4-  DJ 


GoDiometrie.  413 


36)  Vi  -j-  sina  =  sin  -^  ~|~  cos  ^- 

Vi  —  sina  =  +  (Am    -  —  cos  -^j 

Sei  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

o^v         -  1      1     f  T     I  w(w — 1)      • 

37)  sm"a  =  +  7^r^\cosna  —  ncosn  —  2a-\ — \    ^   ^ cosn  —  4a 

—  2"-^  1.2 

n(n  —  l)('n  —  2) 


^   2  3 ^  ^^^  "~  ^^  H 

^  n(n-r  l)(n-2).-.(ln+iy 

—  ~2  i 

1.2-3  •  . .  — n  \ 

Hier  ist  immer  das  -f-  ^^^r  —  zu  nehmen  (sowohl  vor  als 
auch  in  der  Klammer),  je  nachdem  •^-  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Sei  n  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 


38)    ««•«"  a  =  ±  5;j3Y 


sin  na  —  n  sin  n  —  2  a 


^    n(«-l)    .   ,  ^"("  -  ^)-  \  <«  +  ^>    . 

-} ^~n —  Sinn — 4  a  —  •••+ -, stna 

1.2...  \{n  —  1) 

oder  — ,  je  nachdem  -  (w  —  1)  gerade  oder  ungerade  ist,  wie 
oben  zu  nehmen. 

39)    sin^a  =  —  —  [cos  2a  —  1} 

sin^a  =  —  —  \sinSa  —  3  sina] 

sin* a  =  +  —  {cos 4 a  —  4 cos 2  a  -f-  3} 

sin^  o  =  4"  -94  {•'»'*^  5  a  — »5  sin  3  a  -f-  10  sin  a} 

ain^a  =  —  —  {cosGa  —  6  cos  4  a  -f"  l-'>^os2a  —  10} 
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sin^a  =  —  2«  {««>»7a  —  7sm5a  +  2lsinSa  —  35 sma} 

sm«a  =  +  2?  <cos8a  —  8€osßa-\-  2Sco84a 

—  56co5  2a  4-  35} 


40)         2 sm (P  "^  ^^ V  -^  sinS ip  -{-  sin 6 ip  -\-  sin! g>  +  '  .  • 
—  2^$in^w  ^=  ^^^  2  g) +  2 cos 49) -(-3  ^ö^ß  9 +  4^0589) 4 

~  2isin^^  =  sin39)  +  3s«w59)  +  6stw79)  +  10fi«n99-| 

Die  Goefficienten  sind  jene  von 

(1  -  xy\ 


§.  147. 

Cosinus. 

1)   cos  a  =  -^  (e*^  -\-  c-»«)  =  1  —  sin  versa 

=  Vi  —  sin^a  =1  —  2  sm«  -^  =  cos^  ^  —  sin^  ~ 

^  ^  2 


1  /l  4-  cos  2  a       n      .  a 


2  -—2 

a 

1  ^-^^-'2  1 


1  _^^^//f-^ffn|^       ^^^^ 


sm2a  .  ^  sina        cotga 

=^  7J--: —  =  sina  cotqa%=: =  — - — 

2  sma  tgna       coseca 


1     Vcosec^a  —  1 1  /cosec^  a  —  1 

scca  coseca  ^    cotg^a  —  1 
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=  TT  {co8{30^  —  a)  +  COS  (30«  +  a)} 

=  sin  (300  +  a)  4-  sin  (30«  ^  a) 

=  2  cos  (450  4- 1")  cos  Ub^  -  |.\ 

=  --r  {öOs(a  —  450)  —  8in(a  —  45")} 
=  cos  (60«  +  a)  4-  cos  (60«  —  a) 
=  ^  {sin  (600  +  a)  +  sm(60o  —  a)} 


«ij^n  (450  +  I)  +  ^ö^^  (450  +  I) 

^ 2 

^^m  (450  +  I)  +  tgn  (450  ~  |) 

•   /AKti    I      xl/l  4-  COS 2a 

=  cos  (a  -|-  6)  cos  b  —  sin  (o  -|-  b)  sin  b 

:=  cosb  cos  (b  —  a)  +  sin  b  sin  (b  —  a) 

2)  2  cos  ^  =  1/2  +  V2  +  V2~-f- •  •  •  V2 

3)  2COS  ^  =  V2  +V2  +1/2  +...  1/3 

4)  COS  (30«  +  a)  =  ~  1/3  cos  a  +  -^  sin  a 

5)  cos  (45«  +  a)  ==  ~  V2(cosa  +  sinä) 

6)  cos  (60«  ±  a)  =  -^  cos  a  :{:  -^  V3  sin  a. 

Die   numerischen  Werthe  für  cos  erhält  man  aus  jenen  für 
sin^  wenn  man  die  Formel: 

cos  {—  —  a  j  =  sin  a 
beachtet. 
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7) 

COS  (—  a)  —  cos  a 

8) 

cos  —  —  0 

9) 

cos4:n  -^        1 

cos  2  -^  —  —  1 

cos(4tt  +  1)  2 

€0s3  -^  —  0 

«)s(4n  +  2)| 

cos  4  —  —  -|-  1 

cos(4n  +  3)  "2 

=  0 


=  0 


10)   cos  ( -»-  +  a  j  =  If  sina 
cos  ( 2  —  +  aj  =  —  cosa 
(^^  +  a\  =  ±  sin a 
(4  ~  +  aj  =  cosa 


cos 


cos 


11)  cos  |(4n  +  1)  1^  ±  a|  =  -h  sina 
cos  |(4n  -|-  2)  -ö"  i  a|  =  —  cosa 


cos  1(4  n  +  3)  |-  +  aj 

h  sin  a 

cos  {(An  -f-  4)  Y  dl  « 

=  cosa 

12)   Setzt  man 

sin  (p  —  y,    cos  (p       rr,    2  cos  <p 

=  ^, 

so  wird: 

cos     (p      X                                                  ^=x 

cos2(p  —  x^'-y^                                       2x^  — 

1 

cos3(p      x^  —  ^Xiß                             —  4  a;»  — 

■'6x 

cos  4  9  —  x^—'(}X^y^-\-y*                         Sx^  — 

•8a;2+l 

cos6q)      X-*  —  lOx^y^-^bxy^              — IQx^- 

-20x3+ 5  X 

cos  Q(p  —  x^—  15 a:*y2+  15 a?2 y*  —  y^       32 x«  - 

-48a^^  +  18:i"i- 

1 

cos7<p  —  rt^ — 2lx^y^-]~3bi 

vhj^—lxy^  —  Mx'^- 

-112x5+56  j:3- 

-7a: 

Ganiometrie. 

COS     q>  =  Vi  —  y» 

COS  2  9  =  1  —  2  y« 

cos  Afp  =  l  —  8y«  +  82/* 

COÄ69)  =  1  —  18y>  +  48y*  —  32  y« 

cosStp  =  1  —  32j^2  +  160y*  —  128y«  -f  64 y» 

13)   Für  ein  gerades  n  findet  man: 

n9>  =  l-  2y'  +  -2T3:r-»' 


417 


COS 


_  n«(n«-^2«)(n»-4») 

2.3.4.5,6  ^   ^ 


fiir  ein  ungerades  n: 
cos  ntp  =  X 


2        '^   ^  2.3.4  ^ 

2.3.4.5.6  y  -r  " 


Es  ist  auch 
14)    cosnq>  =  —  j^f*  —  y  £?"-*  -| ^-r— 

_n(n-^4)(n~.5) 

1.2.3  ^        ^ 


2 


n(n  —  1)    ^   -   ., 


cosnq> 


^n(n-l)(n-2)(n-B)^_,^_,., 


1.2.3.4 

15)    cosny  =  2«)S9cos(n  —  1)9  —  cos(n  —  2)9 

(      ,1      , 1     .    w  +  1  , 
»  cosjo -f-  —  w6|  sin — ^ — b 

IG)    ^C08ia  +  nb)  = ^ ^ ? ^ 


•     1  I, 
sm  -,T-  0 


17)    cosnq>  =  ^^  {(<?os  9  +  '5m  9)*  +  (ros  9)  —  isin  y)") 


Laska,  matbcm  Fonnelntamiiüung. 
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18)  cos{a  ±  6)  =  cosa  cosb  q=  sina  sinh 

=  cos  a  cos  6  (1  T  tgn  a  tgn  b). 

cotga  +  tgnb        /.   -r-  i.\ 
=  — r — T  ;     r  cos  (a  :f  6) 
cotg  a  ±  Ujn  b       ^     '     '      . 

=  — ^  ,~  ^ — 7  sm (a^  b) 
cotg  btgna  ^^  l 

19)  cos(a  4-  fe)  +  cos{a  —  6)  =  2eosa  C056 
cos(a  4-  6)  —  cos(a  —  J)  =  —  2stna  stnft 

20)  cos^(a  +  6)  +  cos«(a  —  6)  =  1  +  cos2acos26 
cos^(a  —  t)  —  cos»(a  +  &)  =  sm2asfn2& 

21)  cos{a  —  6)  +  <^ös(a  —  c)  +  cos(b  —  c) 

=  4cos  ö"  ("  ""  '^)^^^  2^  (^  ■"  ^^^^  2"  (*  —  ^)  —  1 

cos^  (a  —  i)  4-  CO««  (a  —  c)  4-  co8«  (6  —  c) 

=  1  4-  2 cos (d  —  6)cos(o  —  c)cos{b  —  c) 

22)  cos{a  4-6  4-^)  =  cosacosbcosc  —  sina  sinbcosc 

4"  ^i'^  ^  cos  b  sin  c  —  cos  o  sin  b  sin  c 
cos (a  4"  6  —  €)=^  cosa  cos b  cos c  —  sina  sin b  sin e 

4"  sin a  cos b  sin c  -|-  cosa  sin b  sin c 

23)  cos a  +  cosb  =  2cos  —  {a  '{'  b)cos  -^  (a^b) 


cos 


a  —  cosb  =  2  sin  "ö  (*  +  «)•*'***  y  (*  —  ^) 


,         sina  +  sinb 
24)  cos  a  -{-  cosb  = 

tgn  ^  (a  ±  b) 


cos  b  —  cos  a  = 


cotg  -^  {a  4-  b) 

— (cos  b  —  cos  a) 

t(ßn  2^  (a  —  '>) 

sina  +  sinb 

cotg  2  (a  T  *) 


=  —  {sinb  i  sma|  f^fw    -  (fe  ^  a) 
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25)  cos^a  +  cos^b  =  1  -|-  co8{a  -|-  b)co8{a  —  b) 
cos^a  —  eos^b  =  --  sin(a  -}-  b)sin{a  —  b) 

26)  CM  o  +  cos  Ä  -j-  cos  c  =  —  cös  (a  +  *  +  ^) 

\  1  *     1 

-f  4cos  2*  ^^  +  *)^^  2"  ^"  +  ^^^*  2"  ^*  "l"  ^^ 

=r  —  COS  (a  -f-6  —  c)-|-  4cos  -^  (a  -f-  ä)  cos-^  (a  —  c)  cos  ^  (b—c) 
cos  a  -f-  ^^'^  ^  —  ^ös  c  =  cos  («  +  ft  -|-  c) 

+  4 cos  -2  («  +  *)«^>»  72  («  +  ^)«»»*  2"  ^*  ■^"  ^^ 

=  cos  (a  -f-  6  —  c)  -f-  4  cos  -\a  +  ft)  sin  ';r{a^c)  sin     {b  —  c) 

A  ^  ^ 


27)  cos  a  +  cos  J  -|-  cos  (a  +  6)  =  4  cos  ^  a  dos  -^  b  cos  -q  («  +  i)  —  1 

cos  a  -|-  cos  b  —  cos{a±b)  =  1  +  4  sin  —  a  sin  —  6  cos  -jr-  (a  +  6) 

Jt  z  z 

28)  cos« a -|- cos« 6 -(- cos« (a i 6)  =  l  +  2cosa  cos6cos(a±6) 
Cös«a  +  cos«6  — cos«(a±6)  =  l±2smastn6cos(a±6) 

29)  cos(a4- 6 — c)-|-cös {a  —  b-{'C)-\-cos (a-|-6 -|- c)-(-cos(a+*+^) 

=  Acosacosb  cose 

cos(a-(-Ä--c)-|-cos(a— Ä-|-c)— co,s'(— a-)-ft+0~^^*("~h^'i'^) 
=  4co$a  sin  b  sin  c 


^*0)  cos  a  cos  b  =  ,;   {cos(a  +  ^)  "h  co.s(a  —  b)\ 

CGs{a  if  h) 

1  +  ign  a  tgn  b 

31)  4casa  cosbcosc  =  cos(a  -|   ft  —  c)  -f-  cos(a  —  6  -|-  c) 

-|-  cos  (      a  -\-  b  -\-  r)  -\-  cos  {a  -^  b  -}-  c) 

32)  8  cos  -^  (—  a  +  fc  +  c  +  d)€OS  |  («  -^  fc  _  c  +  d) 

1  1 

cos  -r(a  —  b  -\-  c  -\~  d)  cos  -j-  ( —  a  -j-  b  -{-  c  -^  d) 


-a\ 


a 


,,,...    b     ,     c    .    d    .  a         b  c         d 

4  *.sin    -  sm  -^  stn  —  stn      -|-  cos  -.  cos    -  cos  -^  cos  ~ 

-f-  cos  a  ~-\-  cos  b  -\-  cosc  -}-  cos  d 

27* 
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33)   Vi  -\-  cosa  ±  Vi  —  cosa  =  V2  Vi  +  sina 


=  V2  sin  (45»  ±  ^  o^ 


=  V'2 


COS 


(450  + 1 «) 


Sei  w  gerade,  so  wird 


34)   cos«  rt  =  ^;^:ri 


cosna-{-n  cos  (n  —  2)  a 


,  n(n —  l)       ,        vi\      I  I 

-| — 1    Q      cos{n  —  4)a-| + 

für  ein  ungerades  n  ergiebt  sich: 

35)  coS'a  =:^;^\cosna-\-neos{n  —  2)a 


2{l.2...i«} 


n(n— l)----s-(n-|-3) 


,  n(n  — 1)       /        jv      I  1  ^ 


eosa 


0 


für  ein  negatives  ganzes  n  ergiebt  sich: 
36)   (2  cos  a)"  =  cosna  -j-  n  cos  (n  —  2)a 

n(n  —  1) 


+ 


1.2 


cos{n  —  4)a  -f- 


60S  a 

2cos^a 

4  cos^ a 

8  cos*  a 

16  cos'^a 

32  cos«  a 

64  cos^  a 

128  cos^a 


cos  a 

1  -j-  cos  2  a 

3 cosa  -\-  cos 3 a 

3  -{-  ^cos2a  -\~  cos 4 a 

10  cos  a  -|-  5  cos  3  a  -[-  cos  5  a 

10  -|-  15  cos  2  a  +  ö  cos  4  a  -f-  cos  6  a 

35  -|-  21  cos 3 a  +  7 cos  5 a  -|-  cos 7a 

35  -j-  56  cos  2  a  -f  28  cos 4  a  +  Ö  ^5  6 a  -|-  cosSa 
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37)   rr =  cosa  —  cos  3  a  +  cos  5  a  —  cos  7  a  -f-  •  •  • 

^    2cosa  '  ' 

=  cos  2  tt  —  2  cos  4  a  -j-  3  cos  6  a  —  4  cos  8  a  -| 


4eos^a 
1 


=  cos  9  a  —  3  cos  5  a  +  6  cos  7  a  —  10  cos  9  a  -f- 


Scos^a 

Die  Coefficienten  sind  jene  von  (1  -|-  x)^\ 


§.  148. 

Tangens. 

,^    ^  sina  1  sin 2a  1  —  cos 2a 

^    •'  cosa        cotga        1-f- cos 2a  Sin2a 

seca   l_  c^^'  —  I 

cosec  a        i  c*"*  -|-  1 


Vi  —  stVa        '^  cos«a  ^  i 


—  cos  2  a 


-f-  cos  2  a 
sm(a  4-  &)  +  s^^iP'  —  i) 


cos  {a  -\-  b)  —- 

cos  (a 

-b) 

2  tgn^  —  a 

2 

1  « 

1   tgn^  2^ 

cotg 

'f-^ 

cos  {a  —  6)  — 

cos  {a 

+  6) 

sin  {a  -j-  b)  — 
1 

sin{a 

-b) 

.    a        ,       « 


—     ==  Vscc*a— ~1  =  cof^a  —  2  cotg  2a 

Vcosec^a  —  1 

=  1  (fi,H  (450  +!)-<<,«  (45«  -.«)j 

cos(a  —  450)  -f-  smfa  —  45^) 

cos  (a  —  45<*)  —  sin(a  —  45") 

1  —  <(yn  (450  —  g)  _  tgn  (45^  -f  a)  —  1  _  -y/sec  2  a"^! 

~  1-f  ftfn(45«  — a)""^(/n(45o  +  aJ+l~  ^  scc2a+l 
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tgn  (450  4-  f )  +  cotg  (450  - 1) 


f(/n  (450  + 1- )  +  fs^n  (450  - 1) 


+ 


tgn 


a 


1 


1— ff/n-        l+f//»2 


a 


C( 


1— <^n  -        l+*ir»., 


2)   tgH{46^±a)  =  cotg {Ab^ ::f  a)  =  r^r^ —  = ^~. — 


l-\'tgna      cosa^sina 

1  /l  ±  sin2u       1  4-  fön« a  ,    .     ^ 
^   l  :^  stn2a        1  —  f^n«a        ^ 

1  j:  stn  2  g 

cos  2  a 


3)  f9n(45o +  a)  +  ^n (450  — a)  =  2sec2a  =  Cütg{ih^  —  d) 

+cofsr  (45«  +  «) 

fgw(45»  +  a)  — f(7n(45«  — a)  =  2ei^n2a  =  co«5f(45«  — a) 

—  cof<7(45«  +  ö) 

4)  fsfn(45ö  +  tt)e^n  (45<>  —  a)  =  1 


5)  tgn  (450+1)  =  cotg  (450  +  J)  = 


cosa 


1  4-  sin  a 


1  qp  st'n  a  cos  a 


=v^ 


1  +  shia 


1  :^  sin  2  a 


^«(45» +  la) 


«?i» 


(450  -  I  «) 


6)  ^t(— «)  — - 

tgna 

7)  fc;n     5-00 

8) 

«i^»  4  «  2  =0 

fe/»2|-0 

^i^H  (4  »  +  1)  f 

tgnS^—  00 

tgn  (4  n  4-  2)  ^ 

fo^4  -J       0 

<i/«(4«4-3)~ 

QO 


=  0 


OD 


i 
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9)   ^i^^  (^  +  aj  =  =F  ^<^ß^ 
tgn  (2  ^  ±a\  =  ±  tgna 


tgn 


==  -h  cotga 


tm^  (^  ^  —  *)  —  i  tgna 

10)  i^»  j  (4  w  +  1)  Y  ±  «*  I  =  T  c^*i7« 
<^[(4n  +  2)|±a]  =  ±^na 
^n  |(4n-f-3)-^  +  al  =  :p  co^(/  a 

tgn  [(4  n  +  4)  1^  +  al  =  ±  ^wa 

11)  Sei  tfftia  =  f,  so  wird: 

i^na     = 

i|^n  2  a  = 


tgnZa  = 
tgn  4  a  = 
^Möa  = 
tgnßa  = 


—  t* 
3t  —  /» 


2f 


—  3<« 
4^  —  4fs 


—  6^«  +  f* 
5f  _  lOfa  +  ^'^ 


6«  —  20^8-4-  6f'» 


12)  Bildet  man 
so  wird 


tgn  na  = 


1  —  JSea  +  7)*^  —  Ft^  4- 


Es  ist  ferner 


13)  tgnHa  =  4    (^  +  '^»«>"  "  (^  "  ''^'*«^' 


»■     (1  -}-  itgnaY  +  (1  —  iUjna)' 
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n  -4-  1 

14)  tf^y^     "y     a  =  [sina  +  sin2a  -| sinna] 

:  \co^  a  -|-  cos  2  a  -f-  •  •  •  cosnaL\ 

_    cotgb±cotga    ^  ^  .  ^  tgna±tgnb 
cotgacotgb::^!  ^     cotgb:ftgna 

~  sin2b:f8in2a~  sin2aipsin2b'  ^^    "^    ^ 

,    ,      ,         ,         _^  2  sin  2  a 

16)  tgnia  +  ft)  +  ««,n(a  -  5)  =  cos2a  +  co826 

2  ^n  o  sec^  b 

1  —  tgn^atgn^b 

2  siu  2  b 
tgn(a  4-  6)  -  tgn(a  -  6)  =  ^,^„^,^^2^ 

fffna  -\-  tgnb  -\-  tgnc  —  <(yna  fyn6  fgrnc 

17)  e(/n(tt  +  6  +  c)—  i_{e^^ae^n6  +  f^nfc«5rnc-f  ^ncegrna} 

18)  tgn(a  +  6  +  c)  +  ^^w(a  +  6  —  c)  +  tgn{a  —  6  +  c) 

2  sm  2  (g  -f"  ^  4-  ^)  +  ^*^  ^  ^  4-  ^^^  46-}--  gm  4  c 
1  -|-  cos  4  a  +  ^<^s  4  6  -|-  C05  4  c  -|-  4  cos  2  a  cos  2  6  cos  2  c 


=  2 


,  ^N    .  I    ^      1        Sin  (a  :\zb) 

19)  <7na  +  tgn  h  == f^ 

^    ^       •"■  *^  cos  a  cos  6 

=    .   \    ZI  A  (tgna  T  <ono) 
sin  (a  qp  6)  ^  "^       ^  ^^     ^ 

=  /g^n  b  tgn  (a  ±  b)  {cotg  b  qp  tgn  a) 

20)  <//M a  +  </7« i  +  tgn c  =  tgna tgn h tgn e  +  ^sacmhcasc 

f     17V  sm  (2  a  +  i) 

21)  ^ona  +  tgnia  ±b)  = /    ii.\ 

<öf«a  -  t^nia  ±  6)  =  -  .^g^^g^^  j.  t) 
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^^.  -     ,          .     „,        stn{a  +  b)stn(a  —  6) 

22)  tgn^a  —  f^n»6  = ^^ — ^-—^ — ^ ^ 

23)  --L.4.  fi/na  =  -.^ 

24)  -z tgn  a  =  2  catg  2  a 


25)   tgnajqnb  =  ^^^  ~  ^^^^  =  ^^^'^^  -  h)  —  cos(a  +  i) 
*  ^  cotg  b  dl  co<</  a       cos  (a  —  b)  -\-  cos  (a  -j-  b) 

sin 2a  -\-  sin2b  —  sin 2 (a  -f-  6) 

sin  2  a  -\-  sin  2  6  +  sin  2{a  -\-  b) 


=v 


-  cos  (a  -\-  b)  cos  (a  —  6) 

cos*  a  cos^  b 


r.^\    ^     /      t    i.\^     /         i\       cos^b  —  cos'a       sm»6  —  stn^a 

26)  ^7»(a  +  b)tgn(a  —  b)  =  -^-vr ^-r-  =  -^-rr =— 

-^     "^    ^      '      ^  ^   ^  ^       (J0S»6  —  sm«a       sin«6  —  cos*a 

cos  2  6  —  cos  2  a 
COS  2  6  -f-  cos  2  a 

27)  t^fn-^ia  +  cjign-^ib-j-c) 

sin a  -^  sinb  -^  sin c  —  sin (g  4~  ^  "h  c) 

sin  a  -|-  sin  b  —  sin  c  -j-  sin  (a  -f-  6  +  c) 

cos  a  -^  cosb  —  cos  c  —  cos  (a  -l-  ^  "f-  ^) 

cosa  -\-  cos  b  -\-  cos  c  -^  cos{a  -{-  b  -\-  c) 

tgna sinja  -[-  ft)  4-  sin{a  t-  b)       cotgb  +  tgna 


28) 


^Fn~S       sm(a  -f-  6)  —  sin(a  —  J)       cof(/a  i  ^^nfc 
cof^  6  ^  t^n  a    cos  (6  if  a) 


cof^a  +  f^nfe    cos{b  i  a) 

29)  ^  -g  («  +  ^)^Sm  -2  («  +  c)^n  -^  (6  +  c) 

sing  -\-  sinb  -f-  smc  —  sin(a  -^  b  -\-  c) 

cos  a  -j-  cos  6  -|-  cos  c  +  cos  {a  -\-  b  -{-  c) 
l  —  cos  2  a 

30)  iff*^'<'  =  i^cos2a 

j     Ssina  —  sin  3  a 

^  ^cosa  '\-  cos  3  a 
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§.  149. 

Ootangens. 


_.       .  C08  a  1  sin2a  l-^cos2a 

1  I      CCta  d   =       .     ■        =    ■; :=  ^ =   ; TZ 

^       *^  stna       tgna        1  —  co«2a  8tn2a 


—  « I I 


e*«*  —  1 


=  Vcosec^a  —  1  = 


1 


2 


a         .       a 
cotg  ^  ^  tgn- 


Vsec^a  —  1 

tgnjib^  4-  g)  4-  1 
~  f^n(45»  +  a)  —  1 


Vi  ■—  sin^a  _        rosa         "I /l  -\-  cos 2  a 

sin  a  Vi  —  cos^a  ^  —  öos  2  a 

2  cotg  (^45«  +  I)  eo«^  (450  -.-|) 
cof</  (450  -  I)  -  cotg  (450  4-  f ) 


i  —  ^</H«  2"        ^^^   "2  "" 


2f5rn 


a 


2cotg^ 


tgn  (450  +  f  )  -  tgn  (45«  -  |) 


2)  colg  (—  a)  =  —  cof^  a 


n 


3)   co^  -^  =  0 


^ 


co^gf  2  -^  =  00 


^ 


co^3-^  =  0 


9r 


C(rf^  4  -^  =  X 


JC 


4)   co^  4  n  -jr-  =  00 


9r 


co^(4n+  1) -0=0 


9E 


cotg{4:n-^  2)  -^  =  00 
cotg{4n-\- 3)^  =  0 
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5)    coig 


cüig 


c€ig 


cctg 


6)    cotg 


catff 


cotg 


cotg 


2  —  ±  a  j  =  +  cotga 
3-—  +  a^  =  ^tgna 
^^±a)  =  ±  cotga 
4  n  -^  +  a    ==  +  cotg  a 

(4n-i-2)^±a^  =  ±cotga 
(4n  +  3)|-±a]  =  :f  ^^na 


7)    cotgna  = 


8)    cotg2a  = 


cotga  —  r^j  ffiFwa  +  ^Jj  tgn^a 


cotg  Sa  = 


cctg4ta  = 


co^g  —  Stgna 


3  —  <flr»»a 

co^a  —  6tgna  +  ^'rt 
4  —  ^tgn^a 


9)    coto(fl  +  ft)  —  ^  T^fß^f^^gnh  _cotgacalgb::^  l 

tgna  ±,tgnb  a^b  A^  cotga 

10)    «^(«  +  6) +  «^(«-6)=^^^^?^?^^ 

2  sm  2  6 


C08  2  6  —  cos  2  a 


C€tg{a  4"  *)  —  c(rfgf(a  —  6)  =  — 

11)  cotg  b  ±  cotg  a  =     .  ^    T  / 

12)  crtära-j-cofc/Ä-j-cofac  =  cotg a cotg b cotg c^^.  ^^7",    .^^ 
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tox     ^        r       /    /     I   1^  sin(2a  ±  b) 

13)   cotga+cotg(a±b)  =  ^,^^l.^^^^\ 


cotg  a  —  cotg  {a  i^h)  =  — r— 


6) 

sinh 


sin  a  sin  {a  i  b) 


, ,.       ^         .   ,       cotoft  +  cotg  a       cos(a  -—  b)  -\-  cos(a  -4-  b) 

14)  cotga  cotgb  =-r-^ — 141    =  —7 rr^ 7 — — r( 

^       ^         ^  tgna  ±tgnb         €0s(a  —  b)  —-  cos (a  -f-  6) 

1  r:^      ^  «  1  4-  cos  2  a 

15)  catg^a  =  r — ' jr- 

^       "^  1  —  cos  2  a 

.  ,  3  cos  a  +  cos  3  a 

3sma  —  stn3a 


§.  150. 

S  6  0  a  n  s. 


1  1 


1)  8CC  a  =  -^—  =  -; i—.  =  Vi  +  tgn^a 

cosa        Yi  ^  sin^a 

=  Vi  4-  catg^a sec»  g  cosec^  a 

cotga  cosec^a  —  sec^a 


cosec  a        1/ 

Vcosec^  a—  l        ^  1 


2  scc  2  a 


-{-  S€c2a 
=  i  [tgn  (450  +  I)  +  ty„  (450  _  I)] 

_  1/1 +  c.<,«a^     «ec(45o+|) 
•^  cosec«  a  —  1        V2  [cos  a  -f  sm  o] 

2)  scc  (—  a)  =  scca 

3)  scc  -^  =  00  4)  sec4n  -^  =  +  1 

scc  2  -^  =  —  1  See  (4  M  -|-  1)  "o  =  <^ 

8CC  3  -^  =  OD  sec  (4  n  4"  2)  -;t-  =  —  1 

scc  4  -j-  =  +  1  scc(4n  -|-  3)  -o"  ==  ^ 
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5)  sec  (—  ±  aj  =  q:  coseca 
See  {2  -^  ±a\  =  —  seea 
sec  (3  —  ±:a\  =  ±  coseca 
s«c  ^4  —  i  a  j  =  seca 

6)  sec  J4n -^  ±  a    =  S6ca 

sec  (4  n  +  1)  -y  ±  a  =  tf  coseca 
sec  (4 n  -f-  2)  -^  +  o  I  =  —  seca 
sec  l(4»t  -|-  3)  -^  ±  a j  =  +  coseca 

sec  a  sec  b  cosec  a  cosec  h 


7)  sec  (a  ±  i)  = 


8)  sec  2  a  = 


1  ^tgnatgnb       catg a cotg b'j^  \ 
sec^  a  cosec^  a  sec  a  cosec  a 


1  —  tgn^a       cotg^a  —  1        cotga  —  tgna 


§.  151. 

0  o  s  e  o  a  n  s. 


1)  coseca ^     —  ^'         _  V^+^^^'«_,>    ,      ^  ^ 

i)  coseca  -  ^.^^  _  y^Z:^^^  -        ^^^^       -VU^cotg^a 


seca         l/l  -f-  tgn^a 

Vsec^a  —  1  ~  "^  sec'^a  —  1 


sec  a 
tgna 


1        u  a 

=  2  ^^^  2  ^^^  2 


2)  cosec  ( —  a)  =  —  cosec  a 
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3) 

cosec  -^  —  -|-  1 

cosec  2  -^  —  00 

cosec  3  —  =  — 

cosec  ^  —  —  OD 

5) 

cosec   (-TT-  +  Ol  : 

4)  cosec  4  n  -rt"  =  * 

cosec  (An  +  1)  -^  =  +  1 

1       cosec{4:n'-\-  2)  -^  =  oo 

ff 
cosec{An  -(-  3)  -ö"  =  —  1 


cosec  ^2  -^  +  a  j  =  Pp  cosec  a 
cosec  ( 3  —  4:  a)  =  —  scca 
'  cosec  (4  -y  ±  a  j  =  ±  cosec  a 

6)  cosec  1 4  n  -^  ±  a  I  =  ±  cosec  a 
cosec  I  (4 n  -f-  l)  —  A^  a\  =  seca 
cosec    (4n  -f-2)-^  +  a=:p  cosec  a 

j(4w  -}-3)^±a=  —  scctt 

/     I    XX  secasecb  tgna^  tgnb       .    __  , . 

7)  coscc(a  4-  6)  =  t r-r — r  =  ^ T  /    .  scc(a  ^  &) 

tgna  +  tgnb       tgn a  ±t(/nb       v    ^    -^ 

o\     ft     sec^a        ^    ' 

8)  cosec  2  a  =  -r-; =  2  scc  tt  cosec  a 

'  2tgna 


cosec 


§.  182. 

Einige  Gleioliungen. 

1)   Ist    sin  X  =  sin  y,  so  wird : 


ix  -\-  2njc 

^  ~  l(2n  +  l)ff  —  a: 


n  -\~  X 
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2)  Ist    sinx  =  cosy,  so  wird: 

3)  Ist    cosx  ^=  eosy,  so  wird: 

y  =  2nx  ±x 

4)  Ist    tgnx  ^=tgny,  w)  wird:  .    ' 

y  =  X  ±nn 

5)  Ist    tgnx  :=:  eo^^y,  so  wird: 

6)  Ist    cotgx  =  catgy^  so  wird: 

7)  Ist    secx  =  secy,  so  wird: 

y  =  2nar  ±  x 

8)  Ist    cos€c  a;  =  cosec  y,  so  wird : 

^x  -\-  2nn 

i(2n+l)Ä  — aJ 

Das  Resultat  in  Nr.  1)  und  ähnlich  in   den  anderen  wird 
erhalten,  wenn  man 

y  =  X'j-h 
setzt,  woraus  aus 

sinx  =  sin(x  -\-  h) 
nach  einigen  Umformungen 


y  = 


also  entweder 


sin  -  hcos  (x  -{-  ^  h\  =  0 


fiin  -  A  =  0 


oder 


cos  (x-\--h^  =  0 
folgt,  woraus  sich  das  obige  Resultat  ohne  weiteres  ergiebtr 
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§.  158. 

Relationen  zwischen  den  goniometrisolien  Functionen. 

-V        cos(a  ^6) cotgb  +  tgna 

^        sin (a  ±  t)       cotgb  tgna  ±  1 

3)  +^?^i^L±h=i  +  catgacotgb 
^  "^  smastnb  "~      ^ 

4)  — -    ~  ,^  =  cotgb  T-  tgna 
^         cos  a  sin  b  y     t  "^ 

5)  — -J^ — z=L^  =  co^cra  4:  ton  6 

6)  cosa  ±  siwa  =  V2sm(45«  ±  a)  =  V2  cos  (45«  q:  a) 

7)  sina  ±  cosft  =  2sw  j^  («  +  *)±  45«|cosrT^(a ±  6)  ^f  -*ö®1 

8)  cosa  ±  sinb  ^  2m  Uö«  —  ^  (a  :p6)lsmr45<»  — j(a±  6)1 

9)  sin a  -(-  sin b  -^  cosa  -{-  cosb 

=  2 cos  I  (a  —  b)  Vi  -f  .s»n(a  +  h) 
sin a  -f-  .sf n b  —  cosa  —  cos b 

=  2  cos  -  (a  —  b)  Vi  —  sin(a  -j-  b)  \ 
sina  —  sinb  -(-  cosa  -|-  cosb 

=  2cos  I  (a  +  b)  Vi  ^  sin(a—  h) 
sin  a  —  sin  b  —  cosa  —  cosb 

=  2  cos  r-  (a  -(-  b)  Vi  —  sin  (a  —  b)  \ 
sin a  -\-  sin b  -}-  cosa  —  cos b 

=  —  2sin  ~  («-4-fc)Vl  —  sin{a  —  b) 
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10)  tgna  +  cotgb  =  ±^^S2^ 

cotg b  +  tgna  =      — ^^  T  / 
—  "^  cos  a  Sin  0 

11)  cotga  4- tan(a  :ti)  = t — r^\ 

*  *     /     I   x\  cos  (2  a  ±  6) 

^^  y   V    ^    y       stnacos(a±fc) 

12)  co^y(a±&)  +  ^gn(aT&)=    •    o^""^!^^  o> 
^        ^  ^  /    I    ^  A    -r    /       stn  2  a  ±  sm  2  6 

co^ö  (a  ±  6)  —  tan  (a  T  6)  =  -.t-tt — ^ — :— tv  / 
2f  V    —    y        i>    \    -r  .  y        sw  2  a  ±  sm  2  6 

13)  tgn  -^  -\-  cotga  =  cotg  -^  —  cotga 

14)  cotg  —  tgna  —  l  =  tgn  —  tgn  a  -\-  l 

^      g<^6  :f  CQ^gg ^ffn  (g  j:  ft) 

'  ^   co^^  6  ±  ^^»  g  ^w  g 

cof^  &  :f  cQ^g  g  _  ^gn  (g  q::  b) 
^    cotga  ±tgnb  tgnb 

cotg  b  +  tgn  a cos  (g  ^  b) 

^ ^    caigb^lgna       cos (g  ±  ft) 

co^ a  +  tgnb cos (g  j:  6)     tgnb 

^    co^ff  6  dh  tgn a        cos{a  ^^  b)     tgna  • 

,  sin(a  ift)  Ir.,     ,,x,     .,        ,v-, 

21)    stnacosb  =  j^^^^  =  ^[stn(a-^b)  +  stn{a-h)] 

eosastnb  =  ±  i^^^„„^^^ft  =  -^[stn(a-j-b)-stnia-b)] 

oQ^    tana  cotab  ^z"^^  ^^^^  ==  ^'"  («  +  ^)  +  «^«  («  -  ft) 
''     ^^  cotga  i,  tgnb       sm{a -\- b)  —  sm(a  —  b) 

cotaatmb  =  ''^"^^^  =  sm(a  +  ft)  —  sw(o  -  5) 

co<jf  b  i  <yn  a       sin  (a  -|-  ft)  -f-  st»  (a  —  ft) 

Itssks,  BMthMo.  Vomwlnninmlaiig.  28 
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tgn  a  _  stn  2  a  +  ^n  2  fe  +  -^^'^  2(a  —  b) 
^  tgn  b  ~  sm2a  -j-  sin2b  —  sm2(a  —  b) 

igna  sin2«  —  sm26  +  5in2(a  +  b) 

2^)  ^^^ ^a  +  b)  ~  sin2a  -f  stn26  -f  s»»2(a  -j-  6) 

tgna       _  sin2a  -\-  sin2b  -\-  sin2(a  —  b) 
^^  tgn{a  —  6)  ~  sin2a  —  sin2b  -j-  siw2(a  —  fr) 

1  —  cas^a 

26)  sm«a  +  tgn^a  =  S6c>a  —  cos^a  =      ^^^^^ 

27)  stn«a  +  catg^a  =  cosec«a  —  cos^a 

28)  sec«  a  +  cosec^  a  =  (<</n  a  +  <^o^9  «)*  =  «^^^ «  <^<^^*  « 

29)  cos«  a  —  stn«  &  =  cos^  b  —  stn*  a  =  cos^  a  cos^  b  —  sin*  a  sin-  b 

=  cos(a  +  6)  cos(a  —  b) 

30)  sm»a  +  sin'^b  +  cos«(a  +  i)  =  1  :p  2s«nasm6  cas(a  ±  fr) 
s^-,j8a  -|.  sin^b  —  cos>(a  ±  6)  =  1  —  2 cos  acos  bcos{a  ±  fr) 
cos>a  +  cos^b  +  sin»(a  ±  fr)  =  2  |1  ±  sfnastnfrcos(a±  fr)j 
cfös^a  4"  cos^b  —  stn«  (a  +  fr)  =  2 cosacos  fr  cos(a  ±  6) 

31)  sin»(a  +  fr)  +  cos»(a  —  *)=!  +  Sfw2astn26 
sm«(a  +  fr)  —  cos2(a  —  fr)  =  cos  2  a  cos 2  fr 

32)  sin  ^  (a  +  c) cos -^  {a  —  c)  +  stn  ^  (fr  —  c)cos  j  (P  -\-  c) 

=  — -  {sina  -\-  sinb] 

V 

33)  cosaco${b  —  c)  -f-  cosfr  Sfw(c  —  a)  -{-  coscsin(a  —  6)  =  0 
sinacos{b  +  c)  +  ^^^^  s***(^  —  a)  —  stnc  cos(a  +  6)  =  0 
cos  a  cos  (fr  -f-  c)  +  sm  fr  siw  (c  —  a)  -\-  cos  c  cos  (a  +  fr)  =  0 


§.  154. 

Sätze  über  die  Winkel  a,  fr,  c,  wenn  a-^b  -\-c  =  2R  ist. 

^x  •  III-  ^  ^*  ^        ^^     ^ 

1)  siwa  +  5^w*  +  ^*^*^  =  4cos  ~  cos  -^  cos  -x- 

,      .    ,  .    .     a     .     fr         c 

sin  a  -f-  smb  —  stn  c  =  4  sm  -r-  sm  ^  cos  -^ 
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2)  COS  a  -|-  COS  6  -(-  COS  c  =  1  -f-  4  sin  —  sin  ~  sin  ~ 

^  «  ^ 

cosa  -]-  cosb  —  C08C  =  4  cos  -^  cos  -r-  sm  "ö"  —  1 

3)  tffna -\- tgnb '{■' tgnc  =  tgnatffnbtgnc 

coiga  -|-  cof^6  -(-  cotgc  =  cotgacatgbcotgc-\'Cosecacos€ch  cosecc 

4)  f^a  ^n&  -|~  tgnbtgnc  -^  tgnatgnc  =  1  -|-  secasecb  secc 
cotg  a  cotg  b  -\-  cotg  b  cotg  c  -|-  (^^g  «  colg  c  =  1 

5)  sw'a  -|-  s«n*6  -j-  sin^c  =  2(1  -j-  ^^s«  cosbcosc) 
sin^a  -f-  sin»  J  —  sin^c  =  2sma  sin  6  cosc 

cos^  a  -f-  ^ös*  6  +  cos* c  =  1  —  2 cosa  cos b  cos e 
cos^  a  -f-  cos"^  b  —  cos^  c  =  1  —  2  sin  a  sin  b  cos  c 
sin^  a  -|-  sin*  b  —  cos*  c  =  1  -{-  2cosa  cosb  cos  c 
sin*  a  -f-  cos*  b  +  cos*c  =  2 (1  —  cosasinb  sine) 
sin* a  —  cos* b  —  cos*  c  =  2cosacosb  cos c 

,,  sm«       "ota.J  +  cotg^ 

6)     -r— ^  =  

.Sin  6  ^    «    I       .     c 

cotg  ^  + cotg- 

„^  .      a  .       b        sina  +  sinb  —  sine 

i)  tgn  -^  ign  -^  =  —. — t-^ — i — -. — 

2^2        Sina -f- s^»Ä -j- sine 

-j,  sin2a  -i-  sin2b  -A-  sin2c       ^    .     a         b  c 

o)  : -. .    ,      ' — : =  8  sm  —  sm  -rr  stn  -r-- 

sma  -j-  smb  -\-  smc  2         2         2 


§.  155. 

Longlmetrisohe  Relationen. 

Sei  9>^,  fp\  tp"  die  Anzahl  von  Graden,  Minuten  und  Secun- 
<len,  arc^^^  arcfp\  arcfp"  die  Länge  des  Bogens  von  q)%  q)\  <jp", 
ferner  B®,  if,  R'  die  Länge  des  Halbmessers  ausgedrückt  in 
Graden,  Minuten  und  Secunden.  Die  Zahlen  in  Klammern  sind 
Logarithmen. 

1)  arc^  =  (p^arcl^  ==  <p'  arcV  =  tp"  arcV 

2)  arc  10  =  —,    ^irc  1'  =  •^,    arc  1"  =  ^ 

28* 
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yO  ^'  ^" 

3)  ortfcjp  =-^  =  -g7  =  -g77 

4)  arcio  =  0,01745329252  =  [0,2418773676  —  2] 
arcV  =  0,00029088804563  =  [0,4637261172072  —  4] 
arc  r  =  0,000004848136809  =  [0,6855748668235  —  G], 

Sei  nun  fp  -<  40',  so  wird 

5)  sin  q>  =  arc  tp  =  q>'  arc  V  =  9"  arc  1" 

6)  ©'  =  -^^  =  sin  © .  3437'  74677078 

„  _  smi^  _  ^^^     ^ 206264" 806247096. 
^         sin  1"  ^ 

Man  merke  noch 

7)  logR^  z=±  %  570  2957795131  =  1,75812263241 
log  R  =  log  3437'  74677078  =  3,53627388279 
logfU"  =  %  206264"  806  . , .  =  5,31442513318. 
Die  Länge  des  Radius  ist  =  1  genommen. 
Die  Zahlen  in  Klammern  sind  Logarithmen. 
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§,  156. 

Das  geradlinige  Dreieck. 

Seien  «,  /J,  y  die  Winkel ,  a,  &,  c  die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Seiten,  ferner  2s  =  a  -{-  b  -]-  e  und  /  der  Flächeninhalt 

1)  a  =  6  cos  y  -\-  ccosß 

2)  0»=  6«  -|-  c«  —  2bccosy 


sina        sinß       siny 


4)  «•„ « = yiiESZii 

^  2  ^  hc 


'\         "        1  /s  (s-  —  a) 


6)  fj^  ^  =  y  (s  -b)(s~  c) 


'>—r-  =  — n —    8)-^==- — j— 

SJtt  -^  y  cos  2"  y 

10)  /=  ^  siny  =  V«(«  -«)(,-*)(.-  c)  =  I  ^^ 

Es  bezeichne  ^«9  ^b«  &c  die  zu  den  Seiten  a^h^  c  gehörigen 
Höhen,  w«,  Wj,  mc  die  Mittellinien  (d.  h.  die  von  den  Spitzen  zu 
den  Halbirungspunkten  gezogenen  Geraden),  u;^,  Wh^  t^c  die  die 
Winkel  a,  /J,  y  halbirenden  Transversalen;  ferner  r  den  Radius 
des  umschriebenen,  q  den  des  eingeschriebenen  Kreises,  ferner 
^«)  9?\  Qr  die  Radien  der  drei  Berührungskreise. 
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tt\    t         2/.       2  , /-7 77 TT-p -.  sin ß  sin  y 

11)  ha  =  -^  =  —Vs(s  —  a)(s  —  b)(s  —  c)  =^  a ^ 


12)   r  = 


a         a  stn  oc 

a  abc  s 


2  sin«         4/         .        «         /J         y 

•^  4  cos  -^  cos  —  cos  -^ 

^«N  ,  \^«        M      '    ^    '    ß     •    y 

13)  9  =  (s  —  a)  <(/n  -^  =  4rsm  -^  sm  -^  sen  -^ 


'   ^         s  —  a        '  s  —  a 


cc         8         y 
=  4:rsin'^  cos  ^  cos  •^« 

Man  merke  folgende  Formeln: 


15)  a  =  |-y2(W  +  m|)-m2. 

Sei  2  J[f  =  m«  +  ♦^ft  H"  ♦^w  ^^  wird: 

16)  /  =  |-  VM(M  -  Wa)  (Jf  -  m,){M  —  We) 

Sei  2if  =  1-  4-  T-  +  T-?  so  wird: 

Es-  ist  weiter 
18)Ä,=  ^^ 


V2  (ml  +  m*)  —  m% 


20)1  =  1  +  1+1=1+^+1 

Weitere  Relationen  findet  man  in  Heis,  Eschweiler's  Lehr- 
buch der  Geometrie,  IIL  Thl.    Köln  1875. 

21)   («  +  6  +  c)(i  +  j  +  i)  =  (Ä.  +  Ä.  +  /0(^  +  ^  +  ^) 


Trigonometrie. 


439 


22)  m.  =  yi  \b*  +  c«  -  1  a» 

23)  /  =  p^' = i/^^:^ 

25)  ^„  -|-  9^  +  ^y  =  4r  4-  p 

26)  a  =  6  -T— g  =  b (cos y  -|-  stn y  cotg ß)  =  2r  sin a 

= i — -. -j —  =  6  cos  y  i  Vc«  —  b^sin^y 

cos y -\- stny  cotg a  a  -l.  r  f 


ssm 


P 


ß       y 

cos  "^  cos  ~ 

ß  Y 

cos  -^  cos  ■— 


=  ^(?.*+Pr)  = 


sm  -^  sm  -^ 


=/|Ä+i^l=/|7-^l  =  -('^l  +  '»'0 


c  —  ft    _        .     ^  46c 

wenn  ^^n^^  = 


COSip 

a 


(b  -  cy  «'■»'  i 


27)  sin<»  =  -sinY  =  j^f=  sin (ß  +  y) 


=  Vi-(£l 


+  6' 


2bc 


£!y 


_^_2o    VPß gy  +  9" (9ß  +  Py) 
2r  *'"    (P«  +  P/»)  (Py  +  P«) 


2<? 


Vp/»Py  —  P(P/»+Py) 
(P/J  —  P)  (Py  —  P) 


=  27  ^(P«  "~  P)  (P/*  +  Py)  =  ^  s?«  /5  se 


2/ 


a^8t7t(y  —  ß) 

~        c«  ^  i« 
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28)  sm  -  -  |/ ^^ .    /»    .    y 

a         .     /8     .    y 

= stn  -^  stn  TT 

s  —  a         2         2 


4r(»w|cas|-       V(?;*  -  (»)(Pr  -  P) 


=v 


Po   —    ? 


V(e«  4- PI*)  (Pr  +  p«)       ^     *'' 

29)     cosa  =  ±   y^- ^5 Z  =  -cos(ß  +  Y)  = ^bT" 

&  —  acosy 


_6 

a  ^m  b 


=  1  sen»y  +  ^^^  V/^rZTjT^i;;^ 


„^.     .                      astny                   asmb 
30)    tnna  =  tt  .        = :3:7a 

Sei  a  <  90»  und  acosy  =  hsin^fpy  so  wird  <^a  =  g^^^* 
Sei  a  >  900  und  —  acosy  =  hign^q>,  so  wird 

ti/n  a  :=  -T-  sen  y  cos*  (p. 


§.  157. 

Das  sphärlsohe  Dreieck. 

Seien  «,  /J,  y  die  Winkel,  a,  6,  c  die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Seiten,  ferner 

2ö  =  «4-/^  +  y 

2s=a+^4-^ 
und  /  die  Fläche  de»  Dreiecke»  für  den  Raditt»  =  1. 
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A.  Die  vier  Grundformeln. 

1)  cosa  =  cosa  sin b  sin c  -{-  cosb  cosc 

2)  cosa  =  cosa  sin  b  sin  y  —  cos  ß  cos  y 

3)  cotg  a  sin  c  =  cotg  a  sinß  4-  cos<^  co^  ß 

i\  ^*^^ stn/i siny 

sina       sinb        sine 

B.  Abgeleitete  Formeln. 

2  ^  stn  ß  stn  y 

a        1  /sin  ö  sin  (ö  —  a) 

cos-^  —  y :—^. ^ 

2  '         stnß  stn  y 


tan  —  =  y^^^i^  —  ß)9in(ö  —  y) 
^2  ^        sin  ö  sin  (<?  —  oc) 


nx      .     «         1  /—  COS  s  cos  (s  —  a) 
6)    sm  —  =  y r-|-4 ^ 


sin  b  sin  c 


COS  —  =  \/^^(^  —  b)cos{s  ^  c) 
2      '  ^  sinb  sine 


.      a         1  /  —  cos  s  cos(s  —  a) 
tgn-=Y- 


2  ^  cos  {s  —  b)  cos  {s  —  c) 

C.    Die  Gaass'scheD  Gleichangen. 

7)  sin  —  (a  4-  ft)«>s  o"  y  =  <^ö»  -o"  ^"  "~  ^^^^^  T  ^* 
sm  -ö"  («  —  b)sin  —  y  ==  sin  -^  («  —  /5)cos  -^  c 
«>»  y  (a  +  6)cos  -^  y  =  cos  y  («  +  /*)»»>»  y  c 
cos  —  (a  -^  b)sin  —  y  =  sin  -^  (a  -|-  ß)sin  —  c 

NB.     Ist  a  -f-  ft  =  180^  80  muss  auch  «  '-f  /3  =  ISO»  sein 

und  umgekehrt. 

(Gauss,  Theoria  Motus,  1809,  p.  51,  ohne  Beweis.) 
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D.  Die  Neper'schen  Gleichungen. 

1                       cos  Y(<^—i)         1 
8)  tg»  —  (tt-\-ß)  =  — — tgn  y  y 

cos  —  (a-\-h) 

j  sin  y  (o  —  6)         j 

tj,n  -^  («  —  /J)  = :^ «JT«  y  y 

s««  y  («  +  ft) 

j  cos  y  (« —  /J)  j 

<i7»  y  («  +  *)  = 1 «»*y  y  c 

cos  —(a-^ß) 

1                      «'■»  y  (« -  /*)  1 

f^„  _  (a  —  6)  = j co«sr  y  c 

sm  y  («  +  /*) 
(Mirifici  logar.  canonis  descriptio  1614,  II,  6.) 

E.  Andere  Gleichungen. 

»  +  ft  4"  c  —  18Ö®  is*  stets  positiv  und  wird  der  sphärische 
Excess  des  Dreieckes  genannt  und  mit  e  bezeichnet. 

6  ö  V 

10)  tgn  -^  ^=  tgn  ^  -  tgn  ^  (für  ein  rechtwinkliges  Dreieck) 

11)  ^<7n|.===y«flpn|-.<5fny(tf  — a).f5rn  — (<J  — /J)J^nY(<^^^^ 
(die  l'Huilier'sche  Formel). 

Seien  ^a»  %b)  %e  die  drei  Höhen  des  Dreieckes,  so  findet  man: 

2P 

12)  sinha  =  -: — ,  wobei 

« 

P  =  Vsms -801(8  —  a).sin{s  —  b).sin{s  —  c) 

2  0 

13)  sen  Äa  =  ■  i  ■  ^  - . —  ,  wobei 
^  sin  p  siny 


Q  =  V—  cos  6  .cos  {6  —  cc) .  cos  (tf  —  /J) .  cos  (ö  —  y) 
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Sei  r  der  Radius  des  dem  sphärischen  Dreiecke  umschriebe- 
nen,  q  der  des  eingeschriebenen  Kreises,  so  wird: 


U)  t^r  = 


4  » 


cos  {6  —  a) 


a 


15)  tgng  =  tgn  -r-  sin{s  —  a), 

F.    Das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  (Fig.  1). 
Sei  &  die  Hypotenuse ;  a,  6  die  Seiten ;  a,  /}  die  Winkel. 

16)  cosh  ■=^  cos a  cosh  Y\v,  i. 

=  caig  a  cotg  fi 

17)  costt  ^=  tgnh  cotgh 

=  cosa  sin  ß 

18)  cotga  =  cotg  a  sin  b 

19)  sina  =  sin a  sink, 

6.    Das  getheilte  schiefwinklige  Dreieck  (Fig.  2). 

Sei  If  das  Perpendikel  von  der  Spitze  a 
auf  die  Seite  a,  welche  dadurch  in  zwei 
Abschnitte  M  und  N  getheilt  wird.  Der 
Winkel  et  erscheint  dadurch  in  m  und  n 
zertheilt 

•20)   tmm  =  i^nbcatgc-cosa 

stn  a 

(analog  für  n) 

cosß  -\-  cos  a  cos  y 


cotgm  = 


21)  UjtnM^z 


sin  a  cos  y 

=  ign  y  cos  h 
cosc  —  cosa  cosb 


sin  acosb 


=  cos  y  tgn  b 


sma 


22)  51»  a  sin  H  =^  2  Vsin  s .  sin  (s  —  a),  sin  (s  —  b) .  sin  (s  —  r) 


sinasinH=:i  2  V—  cosö  cos(6  —  a)  cos{ö  —  ß)  cos(6  —  y) 
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1  .vi.  X        sin(b  —  c) 

23)  tgn  ^  (m  +  n)tgn  y  (m  -  n)  =  ^^^^^^  ^  ^^ 

^ =  iyn  y  (/J  +  vYgn  y  (^  -  y) 

tgn  y  (m  +  w) 

24)  tgn^{M-{-N)tgn^{M^N)  =  ign^{b'\-c)ign  —  (b—c) 

^n  y  (Jlf  +  iv) 

sin  (m  +  ^)  _  s  w  (M  4-  -^ ) 
st'n  (m  —  n)  ~  sin  {M  —  ^) 

"*  ^    cosw        tgnb 

sin  M tgn  ß     cosM cosb 

*  sinN       tgny^     cosN        cosc 

H,    Das  schiefwinklige  Dreieck. 
Alle  Winkel  sind  spitz  und  die  Seiten  kleiner  als  der  Quadrant 

28)  sinacatga  =  sinb  {cosasiny  —  cosy  cUgß} 

29)  sina  cotga  =  sin  ß  {cosasinc  -f-  cosccotgb] 

30)  sin  ß  sin  y  —  cos  ß  cosy  cos  a  =  sin  b  sin  c  -{-  cosb  cosc  cos  a 
(Cagnoli'sche  Gleichung,  Traite  de  Trigon.,  p.  326.) 

31)  sin  y  (a  +  b)sin  y  («  +  /?)  co«^  y  c 

=  cos  y  (a  -^  b)cos  y  («  —  ß)cotg  y  y 

1  1  smy  ccos  y  (a  —  6) 

32)  tgn  y  «  +  <</w  y  /J  =  2  j 

sins.tgn  y  y 

1       ,       1    .*       sinis  —  c) 

33)  tgn^atgn-ß^       \.^^^ 
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'^  -ö-  («  —  *)        ^   Q-  («  —  ^) 


34)  ^ 


«^  -g-  ^'*  "*"  *^        ^  2-  («  +  /*) 
35)  /;örn  —  o.«^  —  6  =  — 


co«(tf  —  j») 

1  1  CO«  —  y  «0«  -r  («  —  /*) 


cos  (y  —  ö)  «rfg  -^  <j 

,1  ,      1   ,  ««yysml(«-^) 

^-j-«  —  ^»2-^  =  2  j 

cos(tf  —  y)  «rfjj  -^  c 

1                    ,               8t» -^  e  COS  —  (a  -  b) 
ZI)  cotg  ^  a -^  cotg -^  ß  =  2 ± 


2 


2         •       »  2   '^  .   ,  w       1 

sin  (s  —  c)  <jfn  -^r-  y 

1  1  ^  "**  T  *'****  y  ("  —  *) 

cotj,  _  a  _  c<rf^  _  /J  =  ^ j 

st'n  (s  —  c)  ^^  -5-  y 

1                     1            2  COS  y  y  COS  -^  («  —  /5) 
38)  ^0*7  _  a  +  co^^  y  ft  = ^ 

—  cas  ö  cotg  —  c 

1'  i  2s*»y  yÄ*w  y  («  — /3) 

^%  15-  «  —  co^Äf  Y^~ i 

—  cos  ö  cotg  —  c 

39^  ^^*^(«  +  /^) <^^^  a  -^  cosb 

siny  1  -j-  cosc 

8in(a  —  ß) cosb  —  cosa 

siny  1  —  cosc 

i(i\  ^^^  "t"  ^^^^ ^^^ n  -{-  sinß 

sin  c  sin  y 

sing  —  sinb sin «  —  sin  ß 

«•»c  siny 
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AI  ^   ^^^  ^^  ""1"  ^) cosa  -{-  cos  ß 

sine  1  —  cosy 

8in(a  —  b) cosß  —  cosa 

sine  l  -^  cosy 

Wir  unterlassen  es,  weitere  Formeln  anzuführen,  indem  wir 
auf  Klügel's  mathematisches  Wörterbuch,  V.  Thl.,  verweisen, 
woselbst  auch  die  ältere  Literatur  sich  vollständig  findet. 

Differential  form  ein. 

42)  da  =r  eosy  dh  +  cosß  de  +  sinh  sinyda 

43)  coigada  -^  cotgßdß  —  cotgbdb  -{-  cotgada 

44)  sinadß  =  sinydb  —  cosa  sin ß  de  —  sinbcosyda 

45)  da  =  —  coscdß  —  cosbdy  -f-  sinb  sinyda 


§.  158. 

Berechnung  der  ebenen  Dreiecke. 

Seien  a,  ft,  c  die  Seiten,  «,  /J,  y  die  ihnen  gegenüberliegen 
den  Winkel,  /  der  Flächeninhalt 

I.  Gegeben  «,  /?,  y.    Gesucht  a,  6,  c. 

,  sin  ß  sin  y 

b  =  a  -r-^,     c  =  a  -T-^ 

s<n  a  stn  a 

a  =  1800  —  (/5  +  y) 
^         1     „  sm «  sin  ß 
2  sm  y 

da  -=  —  dß  —  dy 

,,  sinß  da  —  bcosa  da  -(-  aeasßdß 

sin  a 

,    __  sin yda  —  e  cosa  da  -^  acosy  dy 

sin  a 

IL  Gegeben  6,  c,  «.    Gesucht  /J,  y,  a. 

Es  sei  b  >  c,  demnach  /J  >  y. 
Man  bat 

2  sm  -^  a 

f«nn  =  — ; Ybc 

b  —  c 
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b  —  c 

a  = 

eosn 

2       ~  2 

,     acosydh  -^  acosßdc  -^hesinada 

a 

(6  —  ceosa)db  +  (ö  —  hcosia)dc  -f-  hcsinada 

~  yj«  4-  c«  —  2  6  c  cos  « 

,^ 6dÄ  —  bcos  yda  —  &  cos  ade 

ac  sinß 

,  cdc  —  ccos  ßda  —  ecosadb 

dy  =  !- 

a  c  sin  b 
UI.  Gegeben  6,  c,  ^.    Gesucht  a,  y,  a. 

c 


sin  y  =  -7-  sin  ß 


a  =  180«  —  (/5  +  y) 
i  si'n  « 


a  = 


sinß 

,  Ä d 6  —  bcosa  de  —  ac  sinßdß 

da  =  r ^- — - 

bcosy 

,     stn ßda  —  sin a db  -\-  acos ß d ß 

ocosa 

,     sinß  de  —  sinydb  -\-  ccos ßdß 

ftcosy  • 

lY.  Gegeben  a,  b,  c.    Gesucht  a,  /},  y. 

2s  =  a  -f-  6  4"  c 


.  l/(s-6)(s-r7) 

^  ^        s(s  —  a) 

^^_  24i6cda  —  (g^-f  fe»  —  c^)cdb  —  (a>  +  c^  —  b^)bdc 
~"  26c  Vs(s  —  a)(s  —  b)(s  —  c) 

/=  Vs{s  —  a)(s  —  6)(s  -  c) 
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Anmerkung.     Rechnet   man   mit   n stelligen  Logarithni< 
und  bezeichnet  mit  M  den  Modul!  =  0,4342945,  sowie  mit  s  d 
Zahl  206264,8  . .  .  (vergl.  §.  155),  so  wird  die  Winkelzunahme 
Secunden 

Diese  Gleichungen  zeigen,  wie  genau  man  den  Werth  eiii< 
Winkels  durch  Sinus,  Cosinus  und  Tangente  finden  kann.  Ma 
wird  es  immer  vorziehen,  den  Winkelwerth  durch  Tangente  2 
berechnen,  weil  in  Folge  der  Grössen  tgnx  und  cotgx  der  Fehle 
beim  Sinus  und  (Cosinus  sehr  anwachsen  kann. 


§.  159. 

Bereohnung  der  reoMwinkligen  sphärisohen  Dreieok< 

Seien  die  beiden  Seiten  a,  b,  die  ihnen  gegenüberliegende 
Winkel  a,  /),  die  Hypotenuse  sei  H.  Gleichartig  werden  zw( 
Grössen  hier  genannt,  wenn  sie  beide  zugleich  entweder  ^  odc 
<  90«  sind. 

I.  Gegeben  ff,  a.    Gesucht  a,  6,  ß. 

1 )  sin  a  =  sin  Hsin  a 

2)  tgn  b  =  tgnH  cos  a 

3)  cotg  ß  =  cgs  Htgn  a 

Das  Gesuchte  ist  <  90«,  wenn :  oder  >•  90^  wenn : 

1)  «  <  900  a  -^  900 

2)  H  gleichartig  mit  a  H  ungl.  mit  a 

3)  .  .. 

II.  Gegeben  H,  a.    Gesucht  6,  «,  ß. 

1)  cos  b  =  cosH :  cos  a 

2)  sina  =  sina  :  sinll 

3)  cos  ß  =  tgna.  cotg  H, 
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Das  Gesuchte  ist  <;  90<^,  wenn:  oder  >  90^  wenn: 

1)  H  gleichartig  mit  a  H  ungl.  mit  a 

2)  a  <  900  «  >  90« 

3)  //gleichartig  mit  a  /f  ungl.  mit  a. 

III.  Gegeben  a,  ß.    Gesucht  6,  /f,  a. 

1 )  tfjn  b  =r  tgn  ß  sin  a 

2)  coig  H  =  cotg  a  cos  ß 

3)  cos  a  =  cosa  sin  ß 

Das  Gesuchte  ist  <;  90*^,  wenn :  oder  >>  90^,  wenn : 

1)  /5  <  90«  i  >  90<> 

2)  a  gleichartig  mit  ß  a  ungl.  mit  ß 

3)  a  <  900  a  >  90«. 

IV.  Gegeben  a,  b.    Gesucht  /?,  a,  ß, 
l)   ros H  =  cosa  cos b 

1)  cotg  a  =  cotg  a  sin  b 
\)  cotg  ß  =  cotg  b  sin  a 

Das  Gesuchte  ist  <C  90«,  wenn:  oder  >  90^,  wenn: 

1)  a  gleichartig  mit  b  a  ungl,  mit  b 

2)  a  <  900  a>  90» 

3)  ft  <  90«  ft  >  900 

V.  Gegeben  a,  /5.    Gesucht  a,  ft,  /T. 

l  j  cos  i/^  =  cotg  a  cotg  ß 

2)  cos  a  =  cosa  :  sin ß 

3)  cos  b  =  cosß  :  sin «. 

Das  Gesuchte  ist  <  90o,  wenn:  oder  >>  90o,  wenn: 

1)  a  gleichartig  mit  /5  a  ungl.  mit  /5 

2)  «  <  900  a  >  900 

3)  ^  <  900  ß  >  900. 

VI.  Gegeben  a,  a.    Gesucht  6,  /3,  // 

1)  sin  b  =  tgn  a  cotg  a 

2)  sinH  =  sina  :  sew« 

3)  sinß  =  cos oc  :  cosa 

Hier  ist  es  zweifelhaft,  ob  das  Gesuchte  ^  90o  ist,  dies  muss 
itis  der  Aufgabe  selbst  gefolgert  werden. 

La«ka,  maihem.  Formelnsammlnng.  29 
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Anmerkung.  Vertauscht  man  Winkel  mit  Seiten  und  Seite 
mit  Winkeln,  sowie  das  Wort  „gleichartig"  mit  „ungleichartig 
und  umgekehrt,  so  gilt  das  Gesagte  von  einem  schiefwinklige 
Dreieck,  dessen  eine  Seite  =  90^  mit  den  Seiten  a,  /J,  den  \V ii 
kein  a ,  i,  wobei  zugleich  der  der  Seite  90®  gegenüberliegenci 
Winkel  mit  H  zu  bezeichnen  ist. 


§.  160. 

Berechnung  der  schiefwinkligen  sphärischen  Dreieck* 

Seien  a,  t,  c  die  Seiten,  «,  ^,  y  die  ihnen  gegenüberliegei 

den  Winkel, 

2s  —.  a  -\~  b  -\-  c,    26  =  a-\-  ß  -\-y, 

L    Gegeben  «,  ft,  c.    Gesucht  a,  /S,  y. 
Es  niuss  die  j^v.«,  je  zweier  Seiten  |^|  die  dritte  seil 

Sei 


j  1 /iJ?w(.s  —  a)  sin{s  —  b)  sin  (s  —  c) 

^  sins 

so  wird 

a  L 

2        sin(s  —  a) 

j  da  —  cosy  db  —  cos ß  de 

sin  c  Sin  p 


oder  wenn 


gesetzt  wird: 


M  =  {ros  e  —  cos  n  cos  b)  sin  c 
N  =  {cos  b  —  cos  a  cos  c)  sin  b 


,  1   [sinn  da  Mdb  -{-  Ndc    \ 

a  cc  =-  — -  ) 


0 


L  sin  s         2  L  sin  b  sin  c  sin  s 

II.     Gegeben  a,  /J,  y.     Gesucht  a,  6,  c. 
Es  muss 

ferner  die  Summe  zweier  Winkel  <  als  der  um  180<*  vermehrt 
dritte 
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r 


)(ler  wenn 


.       1  1  /   —  cos^  cosijs  —  a) 

tan  -^  a^=\  — -, ^.    ^  . ^ 

^2  ^  cos(0  —  ß)cos(ö  —  y) 

,     d a  -^  cos c  d ß  "]-  cosh  d y 

flf  CT    : — I ; . 

stno  smy 


M  =  {cos  y  -f-  eos  a  ros  /3)  sm  y 

JY  =  (cos /3  -(-  cos«  cos y) sm  /? 
gesetzt  wird: 

,    smasinß  smydtx,  -\-  ^dß  Ar  l^dy 


2  s/n  ß  sin  y  V —  cos  6  cos  {ö  —  a)  cos  (ö  —  ß)  cos  (ö  —  y) 

III.     Gegeben  6,  c,  «.    Gesucht  y,  /3,  a. 

Sei 

f  (^n  m  =  cosa  tgn  b 

n  =  c  ^  m^ 

Bo  wird 


tgnß 

,tgntt  sin  m 

■^       sin  n      ' 

c^  m 

cos  a 

cos  b  cos  n 
cosm 

Ist 

a  sehr  klein, 

so  setze  man 

cosp  - 

1 

cos  -zr-  a 
-    '     2 

sin  —  (b  4-  c) 

Vsin  b  sin  c 

sodann  wird 

dß== 


sin  —  a  =  sin p  sin  -o"  (*  +  0 

d a  ■=  cos  y  db  -^  cos ß  d c  -{-  sin c sin  ß  da 
sin^ ydb  —  cosa  sin  ß  sin y  de  —  sin c  sin ß  cosy  d a 


BO  wird 


sine  sma 

IV.     Gegeben  a,  ß,  y.    Gesucht  a,  ?>,  c. 

Sei 

cotg  k  =  cos  a  tgn  /5, 


cosß     ,     .  ,. 

cos  a  z=     .    ,  sm  (y  —  x) 
s?n  A        ^'  ^ 

.    ,         sin  a  sin  ß 
stnb  = 


sm  a 

29* 
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da  =  sinb  siny  da  —  cosc  dß  —  cosb  dy 

, ,        sin^ cdß  -{-  sin h  sin ccosady  -j-  sin h  cos c  sin  y  da 

sm  a  stn  y 

Man  kann  sich  hier  auch  mit  Vortheil  der  Neper'sche 
Gleichungen  hedienen,  aus  denen  h  und  c  berechnet  werde 
kann,  zur  Auffindung  Ton  a  dient  sodann  die  Gaus  ansehe  Gle 
chung. 

V.    Gegeben  a,  ft,  a.    Gesucht  j3,  y,  c. 

.    a        sin  h  sin  a 

sin  ß  = ; • 

sina 

Es  muss  s?n  b  sin  a  ^  sin  a  sein. 

Sodann  ergiebt  sich  y  und  c  aus  den  beiden  Gleichungen: 

sin  —  (a  +  i)  ^ 

cotg  L.  =  __ tgn  —  (a  —  ß) 


stn 


ia-h) 


1 

^.         sin  -^{a-[-  ß)  j 

tgn  -^  = j ign  -  (a  -^  b) 

sin  -o  («  —  /3) 


Zahl  (In 
Dreiecke 


j  a       sina  cosb  db  4-  cosa  sinb  da 

aß  = ■ -^—. 

^  cos  ß  stn  a 


—  sinß  cosa  da 


dc  = 


dy  = 
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da  —  cosydb  —  sincsinßda 

cosß 

de  —  cosß  da  —  cosadb 
sin  b  sin  u 


VI.    Gegeben  a,  /3,  a.    Gesucht  6,  c,  y. 

sin  a  sin  ß 


sinb  = 


sina 


Es  muss  sina  sinß  ^  sina. 

sin  -2  (a  +  6)  j 

cotg  -^  = j tgn  -  (a  -  /3) 

sin  n-  («  ■—  ft) 


1 


.       c 
tgn-^c 


sin  -^  (a  +  /J)         ^ 

j ^5^»  2  (^ 

st«  —  («  —  /?) 


~b) 


453 


Zahl  der 

Ist 

80  ist 

Dreiecke 

1 

//»  ^  ono  1^  <  ** 

6  <  900 

1 

2 

a  <  900 

•^^     i/j>« 

&  ^  900 

2 

3 
4 

l«  +  /?  <  1800 

6  >  900 
5  ^  900 

1 
2 

5 

riJ>90o("<'' 

ft  >  900 

1 

6 

6  ^  900 

2 

«  >  900  { 

7 

._. 

r«  4.  ^  <  1800 

6  <  900 

1 

8 

i/J  <  90« 

1        r         ^- 

«  +  /9  >  1800 

&  ^  90« 

2 

db  = 


dy  = 


de  = 


sin ß  cosada  +  cos ß  sin a  dß  —  cosu  sin b  da 

sin  a  cos  b 

—  da  —  cosc  dß  -^  sin b  sin y  d a 

cosb 

dy  -f-  cosb  da  -f-  cosadß 
sin  a  sin  ß 
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§.  161. 

Analjrtisohe  Geometrie  des  Punktes. 

A.    Cartesische  Goordinaten. 

1)   Die  Entfernung  zweier  Punkte  (^r^yi),  (x^y^)  ist 

d  =  y{x^  -  x,)^  -f  (yi  -  y^)\ 
Die  Richtungscosinuse  der  Verbindenden  sind: 


cos  a  = 


Xx 


x^ 


cosß  = 


Vi  —  2/2 


d       '    ^^^'"^  ~~       d 

2)  Die  Goordinaten  eines  Punktes  (x^y^)^  der  diese  Verbin- 
dende im  Verhältnisse  m  :  n  theilt :  ' 

n  :ri  +  m  a:,  n  t/i  +  m  t/s 

3)  Die  Punkte  (rcij/i),  (^aj/j),  (^aj/a)  liegen  in  einer  Geraden, 
wenn 

^i     J/i     1 

X2       J/.2       1    .  =  0. 
^3       2/3        1    I 

4)  Der  Flächeninhalt  F  des  durch  die  drei  Punkte  (xi  yi). 
(^•iViX  (^32/3)  gebildeten  Dreieckes  ist  gegeben  durch: 

^1     Ifi     1 

^2    J/2     1     smfif. 

^8       J/3       1 

ö  ist  dabei  der  Goordinatenwinkel. 

5)  Der  Flächeninhalt  F  eines  beliebigen  Polygons   ist  ge- 
geben durch: 


2F=± 


l 
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^1     Vi 

_^  __ 

Xi    Vi 

^nlfn 

30i      !/2 

«s   yz 

^yx 

2F  _ 
sin  0  ~ 

Ueber  die  Geometrie  des  Raumes  von  einer  Dimension  ver- 
gleiche:    Balzer,  Analytische  Geometrie,  §.  1. 


B.    Plücker's  Liniencoordinaten. 

l)  Zu  diesen  gelangen  wir  am  anschaulichsten  auf  folgen- 
dem Wege.  Sei  irgend  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem  ge- 
geben und  eine  Gerade,  die  sowohl  die  X-,  als  auch  die  Z-Axe 
schneidet.  Die  Schnittlänge  mit  der  F-Axe  nennen  wir  ft,  jene 
mit  der  X-Axe  X.  Sei  femer  x^  yy  ein  Punkt  auf  dieser  Ge- 
raden, so  wird 


?/i 


A  —  Xi 


oder 


1 


|-t)  +  ^«{-71  +  '=^'' 


setzen  wir  —  i~  ^^  ^'? 


—  r=  y,  so  wird 


XiU  -\-yiV  +  l  z=0. 

So  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Punktes  (Xiy^).    Hier  sind 
tt  und  V  variabel.    Setzt  man  etwa 

u  =  a,    t?  =  6, 

so  erhält  man  irgend  eine  bestimmte  Gerade. 

2)  Es  ist 

u  ^  Au  '{'  ü V  -}-  C  =  0     die  allgem.  Punktgleichung, 
Ä^au-\-bv-\-l=0       die  Normalgleichung. 

3)  Sind  ti  und  v  die  Coordinaten  einer  geraden   Linie,  so 
ist  der  senkrechte  Abstand  des  Punktes 

aM-t"6y~t-l  =  0 

von  der  Geraden  gegeben  durch: 

au  -{'  bv  -\-  1 


P 


4)    M  — 


Vh2  -f  t;2 


V 


I  ist    die    Gleichung    des   oo   weiten    Punktes    der 


j^j-Axe. 
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t;  =  a  u  ist  die  Gleichung  eines  Punktes,  der  auf  der  oc 
fernen  Geraden  liegt. 

5)  Seien  ^  =  0  und  Ai  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte 
in  der  Normalform,  dann  ist  A  -{-  kAi  =  0  die  Gleichung  eines 
Punktes  auf  der  Verbindungslinie.    Vergl.  10). 

Wird  A  =  -f~  1  ?  ^  ist  es  der  Halbirungspunkt  von  ^  =  0 
und  Ai  =  0. 

Wird  A  =  —  1 ,  so  ist  es  der  unendlich  ferne  Punkt  dieser 
Geraden. 

6)  Drei  Punkte  Uj  =  0,  ti,  =  0,  t^  =  0  liegen  auf  einer 
Geraden,  wenn  es  drei  Factoren  Ai,  A^,  A^  giebt,  so  dass 

Ai  Ui  +  A,  Mg  -(-  A3  M3  =  0. 

7)  Die  Coordinaten  der  Geraden,  welche  die  beiden  Punkte 

Ai  ^  UiU  -\-  biv  -\-  l  =0 
A2  ^  a^u  -\-  hv  -{-  1  =  0 
verbindet,  lauten 

hl  —  62  «3  —  rti 


Ui  fcj  —  Ui  bi '  «j  b^  —  (U  bi 

8)  Wird  der  Abstand   zwischen  ^i  ==  0  und  A2  =  0   im 

Verhältnisse  m  :  n  getheilt,  so  ist  die  Gleichung  des  Theilpunk- 

tes  gegeben  durch 

AiH  ±  A.2  m  _  ^ 

9)  Seien  Aj  =  0,  ^.^  =  0,  J^a  =  0,  die  Gleichungen  der 
Eckpunkte  eines  Dreieckes,  so  ist 

1  (A  +  A,  +  A,)  =  0 

die  Gleichung  des  Schwerpunktes. 

10)  Seien  Ai  =  0,  A.^  =  0  die  Gleichungen  zweier  Punkte, 
so  ist  Ai  —  xA^i  =  0  die  Gleichung  eines  auf  der  Verbindungs- 
geraden liegenden  Punktes  und  es  ist  x  das  Verhältniss  der  Per- 
pendikel, welche  von  den  beiden  Punkten  auf  eine  beliebige, 
durch  den  Punkt  Ai  —  x  ^2  =  0  gehende  Gerade  gefällt  werden. 

11)  Seien  A^  =  0,  ^2  =  0,  ^1  —  aA^  =  0,  ^i  —  A  A^  =  t» 
die  Gleichungen  von  vier  Punkten  auf  einer  geraden  Linie,  so- 
dann wird 

X 

T 


X  =  1,  2,  3 


Analytische  Geometrie.  457 

das  Doppelverhältniss  des  zweiten  Punktepaares  zam  ersten 

genannt,  und  ist -y-  =  —  1,  so  nennt  man  es  ein  harmoni- 
sches. 

Die  drei  Punktepaare 

A,  -  X^A^  =  0 
\Ai  —  (i^A2  =  0 

bilden  eine  Involution,  wenn  sich  ein  viertes  finden  lässt,  wel- 
ches zu  jedem  der  gegebenen  harmonisch  ist,  dies  findet  statt, 
wenn 

Vergl.  §.  2.    A.  9),  10). 

Siehe  Theorie  und   Anwendung   der   Liniencoordinaten   von 
Dr.  K.  Schwering.    Leipzig  1884. 


=  0. 


C.    Homogene  Liniencoordinaten. 

1)    Seien  drei  Punkte   gegeben,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen, 

Ai  ^  «1  w  -f  ^1  V  +  1  ~  0 

Aq  ^  a.2  n  -f-  62  V  +  1  ^^  0 

^3  =  a^  ti  -j-  63 1;  +  1=0 

soll  die  Gleichung  des  Punktes 

A  ^  au  -{-  bu  -j-  l  ^=  0 
in  der  Form 

dargestellt  werden,  so  muss 


X,    rrr 


a  (1^2  ^h 

1 

ai  a  «3 

b  b.2  63 

,     X2 

b^  b  fta 

1    1  1 

1   1    1 

«1  (1^2  ^ 

ai  (U2  (H 

bi  b.2  b 

,     ^- 

h  b^  63 

■ 

1    1   1 

1 

1   1 

führen  wir,   nachdem  wir  die  obige  Gleichung  durch  V?*"-*  -|-  ü- 
dividirt  haben, 

Ay  A.2  ^3 


«*i  = 


Vua  -j-  t;2' 


% 


V'W3  +  t;»' 


u-, 


VxC^  -f  v^' 
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ein,  80  wird 

die  Gleichung  eines  Punktes  sein.    Die  Bedeutung  der   Grössen 
X  ergiebt  sich  aus  dem  Folgenden. 

2)  Seien  ferner  di^  d^^  d^  die  Abstände  des  Punktes 

Xi  Wi  +  X2  e(,  -f  X3  tij  =  0 
von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks,  so  wird 

3)  Ist  X,  -|-  Xj  -(-  X3  rr^  0,  SO  ist 

Xi  rci  -f  Xj  if.2  +  X3  M3  =0 
die  Gleichung  des  00  fernen  Punktes. 

4)  Der  Abstand  des  Punktes 

Xi  Mj    +  Xj  ti^  -f-  X3  U3   =  0 

von  der  Geraden 

ist  gegeben  durch: 

^  _  ^_  Xi  u;  +  Xa  ii4  4-  X3  ü^ 

Xj    +  X2   -|-  X3 

5)  Sollen  drei  Punkte 

x?Ui  +  xjtij  +  X5M3  =0,    w  =  1,  2,  3 
auf  einer  Geraden  liegen,  so  muss 


=r  0 


sein.     Vergl.  §.   162,  C.      Heger:    Elemente   der   Analytischen 
Geometrie,  Braunschweig. 


§.  162. 

Analytlsolie  Oeometrle  der  Geraden. 

A.    Cartesische  Coordinaten. 

1)  Gleichung  einer  Geraden. 

1)  Ax  +  By  -\-  C  =  0 

2)  y  =  aa;  +  6,     a  =  —  -^,     &  =  —  -^ 


*l 

X.; 

*\ 

A 

X» 

A 

xf 

x,» 

"3' 
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')  m+i  =  ^' "♦  =  -!:'  "  =  -£ 

4)  xcosa  -{-  ycosß  ^  p  =  0.     (Normalform.) 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Coordinatenaxen  den  Winkel  0 
einschliessen,  so  wird  der  Winkel,  den  die  Gerade  mit  der  -|-  Rich- 
tung der  Ähscissenaxe  einschliesst,  a  gegeben  sein  durch 


U/na  = 


a  sin  0 


n 


für  ö  =  -^r^    tgna 


f*, 


1  -f-  acosO 

m  ist  der  Abschnitt  der  Abscissenaxe ,  n  =  b  jener  der  Ordi- 
natenaxe.  p  ist  die  vom  Ursprung  auf  die  Gerade  gefällte  Senk- 
rechte, a  und  ß  in  4)  jene  Winkel,  die  sie  mit  den  Axen  ein- 
schliesst.    Es  ist  immer 

a  +  ß  =  0. 
Wir  haben  ferner 

A  .  B 

cosß  = 


cosa  = 


±  Vä'  +  u^' 


±  Vä'^  +  B^' 


P  = 


—  c 


±  ]/A^  +  B^ 

Die  Länge  der  von  einem  Punkte  Xi  yi   auf  die  Gerade  ge- 
fällten Senkrechten  ist  gegeben  durch 

+  ^'  =  Xj  cos  et  -\-  yicosß  —  p 


P  = 


±  VA'  4-  B^ 


n 


Wird  0  =  —^  so  wird  cosß  r=  sina, 

Specielle  Fälle: 

Ax  -\-  By  =  0:  die  Gerade  geht  durch  den  Ursprung 

jBy^C     _o|.d^e  Gerade  II  zur  j^ 
X  ==  0 


-  Axe 


{Y 
X 


-Axe. 


>  Gleichungen  der 

2)  Geht  die  Gerade  durch  den  Punkt  (xij/i),  so  ist 

y  —  yi  =  a(x  —  Xi), 
geht  sie  auch  noch  durch  {x2y^i\  so  wird 

oder      Xx  t/i  1     ^=0 


y 


y\ 


X     "^■~  Xx 


y*  -  Vi 


X<9 


Xx 


X 

y 

1 

Xx 

Vi 

1 

x^ 

y-2 

1 
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X 


f 


y 


—  1=0. 


yi  X2  —  Xi  2/a        Vi  ^3  —  ^1  Vs 


Vi  —  2/2  ^8  —  ^1 

3)  Eine  Gerade,  die  durch  (Xiyi)  geht  und  auf 

Äx-i-  By-]-  C  =  0 
senkrecht  steht,  ist  gegeben  durch: 

y  —  ^1  =  ^  (^  —  ^i> 

4)  Gleichungen  von  der  Form 

Ax  +  By+  C  =  0,    XiAx-i-  By)-{-  C  =  0 
entsprechen  parallelen  Geraden,  ist 

y  —  ax  -}~  b,    y  =  aiX  -{-  61, 
so  wird: 

a  =r  ai,  wenn  die  Geraden  parallel, 

a  = ,  wenn  sie  auf  einander  sQ^krecht  stehen. 

5)  Der  Durchschnittspunkt  zweier  Geraden 

Ax  4^  By  -{-  Cr=0,    A^x -{-  Biy  +  Ci  =  0 
ist  gegeben  durch: 

X  = 


B   C 

A    B 

B,C, 

m 

A,  B, 

C  A 

A  B 

C,A, 

• 

A,  B, 

y  = 

Der  Winkel  t;,  den  zwei  Geraden  mit  einander  einschliessen, 
ist  für 

y  =  ax-\-h,    y  —  a^x-^-b^ 

gegeben  durch 

,  f  «1  —  a)  sin  6 

tan  V  =^  -f-  -^ — j— p — j r^ — TT— i 

^  —  l  -j-  (a  -\-  tti)  cos  0  -j-  aai 

Sie  stehen  auf  einander  J_  wenn 

1  +  (^  -f-  ^*i)  ^ö^ö  +  ^^1  =  ^ 
wird. 

6)   Wir  bezeichnen  nach  Plücker  {Analytisch  geometrische 

Entwickelungen,  1828} 

Ui  =  A,xx  +  B,y,-{-  Cx  =  0 

Ai  =  xx  cos  «x  +  yx  cos  ß^  —  p^  =  0. 
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Dies  gestattet  uns,  statt  mit  Coordinaten  mit  Gleichungen 
zu  rechnen.  Seien  mi  und  m^  zwei  beliebige  Zahlen,  dann  geht 
die  Gerade  miUi  -\-  m^  U^  =  0  durch  den  Schnittpunkt  der 
Geraden  Ui  =  0,  Uf  =  0.  Es  schneiden  sich  die  Geraden 
Ti  =  0,  i7,  =  0,  Ü3  =  0  in  einem  Punkte,  wenn  es  drei  Zah- 
len fiti,  m^,  nu^  giebt  von  der  Beschaffenheit,  dass 

üi  Wi  -f"  C/j  fWa  +  U^^  =  0. 

7)  Geht  eine  Gerade  durch  den  Punkt  (:riyi)  und  durch 
den  Schnittpunkt  von   üi  =  0,  U^  =  0,  so  wird 

u,  4  X  u,  =  0, 

wobei 

\üj-       A,x,-{-Ii,y,-i~CV 

Es  ist  demnach  durch  t7i  -[-  x  C/j  =  0,  x  =  +  0  bis  Hh  00 
ein  Strahlenbüschel  repräsentirt. 

8)  Sei  Ai  =  0^  Ai  =  0^  so  ist  durch 

Ai  —  xA^  =  0 

eine  Gerade  dargestellt,  die  durch  den  Schnittpunkt  von  Ai  ^=  0 
und  ^2  ==  0  hindurchgeht.  Seien  a'  und  ß'  die  Winkel ,  die 
diese  Gerade  mit  Ai  und  A^  einschliesst,  sowie  di  und  d^  die 
von  einem  beliebigen  Punkte  (^rj)  dieser  Geraden  auf  Ai  und  -^3 
gefällten  Perpendikel,  so  wird 

^cosai  -f-  ricosßi  —  p^ sin a*  dj 

{  cos  «3  4"  ^  ^^^  ^«  ~  i^2        ^^^  ß*        ^« 
Es  ist  speciell: 

Ax  ^  A2  =  0  die  Gleichung  jener  Geraden,  welche  den 
Winkel  der  beiden  Geraden  Ai  =  0,  -4^  =  0  halbirt,  in  wel- 
chem der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  |,.     .        °  |. 

9)  Seien  0,  1,  2,  3  gegebene  Geraden,  die  sich  in  einem 
l*unkte  schneiden,  und  die  wir  'durch  -4o  =  0,  -4i  =  0,  -^a  =  0, 
ilg  =  0  uns  gegeben  denken,  so  wird  für 

il«  =  An   —   A  jrL\   ^^  ü,       A  :=:  — -, — — — —  • 

^  "  s^w(21) 

Sei  femer 

(30) 


Ai^i  Ao  —  ^  j1i  =  0,    f«  =  sin 


(31) 
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Alle  Winkel  in  einerlei  Richtung  gezählt,  so  wird 

k        sin  (20)    sin  (SO)     ,„         . 
—  =    •   /oi(  •        /oi(    (Hesse) 

das  Doppel verhältniss  des  Linienpaares  2,3  zu  0,1,  oder  auch 
das  anharmonische  Verhältniss  (Chasles)   genannt.      Wird 

—  =  —  1,  so  wird  das  Verhältniss  ein  harmonisches  genannt 

Schreibweisen: 

1_^(ö2).£!!LM    (Moebius) 
ft   ~.9in(21)-.sm(31)    ^^^^^»^^^«J 

A         sin (02)    5m (03)    ,^.    .       . 
—  =    .   ;,o(  •    •   ;iq(    (&teiner). 
/i         se«(12)    s?n  (13)    ^  ^ 

Seien  Uq  —  ^0^1  =  0,  w^  —  f*o  ^h  =  ö?  s^  is^  dieses  Linien- 
paar harmonisch  mit 

Uq  —  A  Ml  =  0,      Uq  —  1114^  r=  0, 

wenn 

Aft  —  y  (A  4-  fA)(Ao  -f-  fto)  +  Ao^  =  0. 

Setzt  man 

AfA  =  ft,    A-f-fi  =  a, 
so  wird 

j?«  —  a^^  -[-  5  i=  0 

eine  quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  gesuchten  Grössen 
A  und  fi  sind. 

10)  Drei  Linienpaare,  die  sich  in  einem  Punkte  sclineiden, 
bilden  eine  Involution,  wenn  ein  viertes  Linienpaar  gefunden 
werden  kann,  welches  harmonisch  ist  zu  jedem  der  drei  Linien- 
paare. 

Seien  drei  Linienpaare 

gegeben,  so  bilden  sie  eine  Involution,  wenn 

(^0  —  |t*i)('^i  —  f'2)(^2  —  1^0)  +  (1^0  —  *i)(Fi  —  ^)(ßi  —  Ao)  =  0 
ist. 

11)  Der  homogenen  Gleichung 

rr"  —  aaf^-^y  -{-  ha^-^y^  —  •  •  •     +  (—  l)^qy^  ==  0 
entsprechen  n  gerade  Linien,  die  durch  den  Coordinatenursprung 
gehen. 
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12)   Ist  für 

^y«  +  Bxy-\-  Cx^  -^  Dy  -\-  Ex -\-  F  =  0 
AE^-\-  CD^-\-  B^F  -  liDE  --  4ACF=0, 
so   entsprechen  äer  ersteren  Gleichung  zwei  gerade  Linien. 

B.    Polarcoordinaten. 

1)  Sei  das  Coordinatensystem  ein  schiefwinkliges  mit  dem 
Winkel  ö,  so  ist  der  Uebergang  von  Parallelcoordinaten  rc,  y  zu 
den  Polarcoordinaten  r,  q  gegeben  durch 

r  sin  (0  —  <p)         r  sin  y 

~         sin U        '    ^  ""    Sinti 

speciell  für  Ö  =  -^ 

X  =  r  cos  (fy    y  ^=r=:  r  sin  tp. 

Daraus  ergiebt  sich 

x-\-ycosO       .  y  Sinti      .  ysinO 

cos  w  =  — —^ ,    stmp  = ,    tgntp  =  — ^ 2j» 

^  r  ^  r  ^   ^       x-j-ycosti 

r  =  Vx^  -{-  y*  i-  2xycpsti 
oder  im  zweiten  Falle 

cos q>  ——,    sirnp  =  ^,    r  —  Mx'^  -\-  y\     tgmp  =  ^' 

TT  ^ 

2)  Polargleichung  einer  Geraden: 
Aus  y  =  a*x  -^  h  =  xtgna  -\-  b  folgt  r  = 


X 


h  cos  a 


sin{ip  —  a) 

Sei  ß   der  Winkel,  den  die  vom  Ursprung  auf  die  Gerade 
gefällte  Senkrechte  p  mit  der  Richtung  tp  =  0  ausmacht,  so  ist 

r  cos  ((p  —  ß)  —  j}  =  0    (Normalform). 

C.    Homogene  Goordinaten. 

1)    Seien  gegeben  die  Gleichungen  dreier  Geraden,  die  nicht 
durch  einen  Punkt  gehen 

Xi  ^=  X  cos  «1  -j-  y  «^^  W  C6i   —  pi  =r  0 

ar,  ^  XCOSCI2  +  ysin  ocj  —  p^  =  0 
Xi  ^  xcoso^  +  ysina^  —  p^  ■=r.  0. 
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Wird  die  Gleichung  der  Geraden 

A  ==  xcosa  -}-  y  sin  a  —  p  :=■  0 
auf  die  Form 

gebracht,  so  muss 

cos  a  cos  «2  cos  a^ 
sin  a  sin  a^  sin  a^ 

P       Vi       Ih 
costti  coso^  cosa 
sin  «1  sin  «a  sin  a 

Ih      Ih       P 


^.=^ 


A   -1 

-**•»   —   ^T 


A  —  j 

2)   Sei 


^  = 


cos  tti  cos  a  cos  cc^ 
sin  a,  sin  a  sin  o^ 

Pi  P  Pi 
cos  tti  cos  0(2  cos  a, 
sin  «1  sin  ofg  sin  ot, 

Pl  P2         i>3 


a  ^  (iiXi  -|-  Oj  iCj  -f-  ^3  ^3  =  0 
und  es  mögen  die  Höhen  des  Fundamentaldreiecks  mit  Äj,  7*^,  ä. 
die  Abstände  der  Ecken  von  der  Geraden  a  =  0,  mit  rfi,  rf^,  rf. 
bezeichnet  werden,  so  ist 


oder  wenn 


dl     rfj     rfj 


dl  hl 


rf. 


rfs  Aa         d^  hi 


gesetzt  wird: 


r  ^  ="  TT   ^1  +  T"  ^2  +  —  ^3  =  0. 


3)  Allgemeiner  ergiebt  sich  der  Begriff  der  homogenen  Coor- 
dinaten  durch  folgende  Betrachtung. 

Als  Coordinatensystem  benützen  wir  drei  Geraden,  die  sich 
nicht  in  einem  Punkte  schneiden.  Sei  31  ein  Punkt  der  Ebene, 
Pii  P2f  Ih  fliö  von  ihm  auf  die  Dreiecksgeraden  gefällten  Perpen- 
dikel -|-  wenn  ihr  Fusspunkt  auf  der  Innenseite  des  Dreieckes 
liegt,  —  im  anderen  Falle,  femer  Xi^  x^^  x^  drei  Zahlen,  die  sich 
wie  die  Perpendikel  verhalten,  also 

Xi:  x<i:x^=  Ih  :  ^  :  jjg 

ht  h'i  h  öoch  später  zu  bestimmende  Grössen,  welche  der  Glei- 
chung 

Xi  :  x^  :  x^=  Pl  li  :  p^  I2  :  ^3  k 

genügen.    Seien  ferner  die  Gleichungen  der  Seiten  des  Funda- 
mentaldreieckes: 


So  wird 


und 

woraus,  wenn 

gesetzt  wird, 
folgt.     Sei 
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Gx  =  a,jc  4-  *xy  4-  Cx,     X  =  1,  2,  3. 
Vai  +  « 


QXx  =  hpx, 
L 


Xx  = 


7i  = 


a,  fc, 

Cl 

a2  5} 

c, 

03  63 

Cj 

und  ^^  J5,-,  Ci  die  Unterdeterminanten,  so  wird 

^  =  r 1    y  = r 

S     ^*         y)  —  a^x 

Aus  der  Gleichung 

«^  +  /*y  +  y  =  0 

folgt  sodann 

oder 

Je  nach  der  Bestimmung  von  ?i,  ?j,  ?3,  giebt  es  nun  ver- 
schiedene Coordinatensysteme. 

Die  einfachsten  Coordinaten  sind  jene  von  Hesse.  Hier 
wird  einfach 

■c  =  — »  y  =  — > 

damit  wird 

wobei  Ä  das  vom  Ursprung  auf  a^j  =  0  gefällte  Perpendikel  be- 
zeichnet. Das  Coordinatensystem  von  Chasles  und  Moebius 
lautet 

dabei  sind  s^,  82,  %  die  Seitenlängen  des  Fundamentaldreiecks. 

Lask»,  mathem.  FormelnMinmlnng.  3O 
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4)  Im  Folgenden  benutzen  wir  das  durch  1)  gegebene  Coor- 
dinatensystem. 

Seien  Si^  83,  s^  die  Seiten,  a^,  «3,  o^  die  ihnen  gegenüber 
liegenden  Winkel  des  Fundamentaldreieckes,  so  wird,  wenn 

^  =  -g  (Pi  ^1  +  Pi  5«  +  Pi  53) 
gesetzt  wird,  für  jeden  unendlichen  Punkt 

Si  Xi  +  S2  ^2  +  S.,  .Tj,  =  2  / 


Xi  sin  «2  -f-  ^2  ^^^^  ^2  -\-  ^3  '^^'^  ^3  == 
Die  Gleichungen 


2  Jshi  Ui 


^j  ^1  "T"  ^a  ^2  "T    '^3  ^3  —  ö 
iCi  sm  «1  -(-  a^a  sm  ocj  -|-  ar^  sin  0^3  =  0 

stellen  die  unendlich  ferne  Gerade  dar. 

5)  Ist  die  Gerade 

^i  ^1  -f~  0^2  ^2  ~h  0^3  0:3  =  0 

gegeben,  so  ist  die  Lage  der  Schnittpunkte  mit  den   Seiten  de< 
Fundamentaldreiecks  gegeben  durch: 

Xi   ü,       Q^  *^2      l"  ^3  ^3    ~~~   ^1       ^2  *^2      |~  ^3  ^3   ^^   ^  ^ 

x^  =  0,     Ol  a^i  -f-  Oa  ä:3  =  0,    s^Xi  -{-  s^x^  -=  2J 

x^  =0,    ai  iCi  -f-  «2  x^  =  0,    ,Si  a?!  +  «2  ^2  =  2  J". 

I 

6)  Der  Schnittpunkt  zweier  Geraden 

dl  Xi  -f  «2  arg  +  «:j  ^3  =  0 
fti  a:i  4-  ^2  ^2  +  '>3  -^3  =  0 
ist  bestimmt  durch 

•A>  1     •    1*  o     •    •*'•<     "     ■* 


«2  (h 

• 

«3«! 

• 

üi  a<i 

hh 

• 

hh 

• 

bih 

'**!  *^1       l"  •^2  *^2    "i      *''3  '^'s    "^~   ^  *'• 

7j   Die  Gleichung  der  Geraden,  die  durch  die  beiden  Punkt« 

ll  fe2  fe3?       5  1  I  2  I  3 

geht,  ist  gegeben  durch 

^1  {I2  ^3  -  &  ^2 1  +  ^2  {&  ri  ~  I,  r3 )  4-  .r^  {Si  r2  - 1 *  i'i  i  =  a 


«1  <h  flj 

»1 

h 

b. 

Cl 

Cl 

C3 
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8)   Sollen  die  drei  Geraden 

bi  Xi  -f-  ftj  arj  4"  *3  ^3  =  0 

Ci  Xi   +  f  2  ^2  +    ^3  ^3   =  0 

durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  so  muss 


=  0 


sein. 

9)  Zwei  Geraden 

ai  Xi  -{-  a2X2  -\-  a^x^  =  0 
61  Xi  +  fta  ^2  +  63  ^3  =  0 
durchschneiden  sich  rechtwinklig,  wenn 

rti  bi    -f-  «2  h  +  «8  *8   =  («1  h  +  «2  W)  <^0S  «3 

-f-  (Oj  63   -j-  «3  b.2)'C0S  C61  -|-  (rt^  61   -f-  «1  W)  COS  «2 

dabei   sind  «j,  «2,  cr^  die  Winkel  des  Fundamentaldreieckes. 

10)  Der  Abstand  d  des  Punktes  |i  I2  I3  von  der  Geraden 

ai  Xi  -|-  a2  X2  -\-  «3  a;»  =  0 
ist  gegeben  durch 


§.  163. 

Coordinaten  -  Transformation. 

1)  Die  ursprünglichen  Coordinaten  seien  xy,  die  transfor- 
mirten   X  F,  so  ist  für  parallele  Transformation 

x=  X±a,    y=Y±k 

2)  Der  Anfangspunkt  bleibt  wegen  Raumersparniss  derselbe, 
sodann  ist 

x  =  aX-\-bY,    y  =  aiX  +  biY 

_  sin  (Xy)      ,  sin  ( Yy) 


a 


sin  {x  y) 


sin  (x  y) 


sin(Xx)    ,         si7i(Yx) 

(l|    =   — : — 7 r-,     Öt    =   — : — ;^ • 

sm{xy)  8tn{xy) 


30* 
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Speciell  wird  für   die   Transformation   eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  in  ein  anderes  rechtwinkliges 

X  =  Xcosa  —  Ysina 

y  =  Xsina  -\-  Ycosa. 

Für  ein  rechtwinkliges  in  ein  schiefwinkliges,  wenn 

gesetzt  wird 

X  =  Xcosa  -f-  Ycosß 

y  =  Xsina  -\-  Ysinß, 

Bei  der  Transformation   eines   rechtwinkligen   Coordinaten- 
systems  in  ein  anderes  mit  demselben  Anfangspunkt  wird: 

a;«  +  y2  =  X>  +  T« 
und  zugleich 

a«  ^a^  =  J^  1,    i«  -^  J2  =  _[_  1 
ab  -^  Uibi  =  0. 

3)   Es  sei  aa:  -|-  /Jj/  -f"  y  =  ö  die  X-,  ax  -[-  by  -\-  c  =  0 
die  F-Axe,  fl  und  ®  seien  die  Coordinatenwinkel;  man  hat 

ß  ^       ^  TT   i    ^y-^^^ß      V        l   sind   .        ,, 

Q  r         '    aß  —  6a  r  stn0^        '      ^  i      ' 

a  —  .    a  ^  .   ca  —  ay      ^  l    sinO  .        ,« 

\Q         '    r        '    ap  —  ba  q  sin®  ^        i   f^y   \  /.' 

r=ya^  +  6«  —  2abcose,     p  =  V«*  +  /J*  —  '2aßcosO 
rQsin&z=:  —  {aß  —  Ja)  sin  ö, 

rqcos®  ^=  aa  -j-  bß  -—  (aß  -}-  ba)cosd. 

Der   Kreis. 

* 

1)  Die  allgemeine  Gleichung: 

^(^'  +  y')-\-Dx^Ey^F=0 
hat  zur  Normalform 

(X  -  a)2  +  (y  -  /})2  =  r», 

dabei  sind  a  und  ß   die  Coordinaten  des  Mittelpunktes   und  r 
der  Radius. 

2)  In  Liniencoordinaten  lautet  die  Kreis -Gleichung: 

Au^  4-  ^wv  4-  Cv^  +  Dm  +  J^r  4-  F=  0, 
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wobei  jedoch 

DE  —  2BF=0 

D^  —  ^AF=  £>  —  4CF, 

und   die  Normalform  ist: 

(au  +  ftt;  +  1)2  —  r^(u^  -{-  v^)  =  0. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  sind: 

I)       ,         E 

a  =  2^,     6  =  2^- 

Man  findet  ferner 

^  _  -D»  ->  4AF _  E^  --  iCF 

3)  Die  Gleichung  des  Kreises  im  schiefwinkligen  Coordi- 
natensystem: 

{x  —  ay  -[-{y  —  hy  -]-2{x  —  a)  (y  —  6)  cosO  =  r«, 
oder  wenn 

m  r=z  a  -\-  bcosO 

n  =  b  -{-  acosO 

P  =  a^  -\-b^  -^  2abcos0  —  r» 
gesetzt  wird, 

^*  +  2/*  +  2xycose  —  2mx  —  2ny  +  P  =  0. 

Die  Entfernung  des  Kreismittelpunktes  vom  Coordinaten- 
anfang  ist: 

e«  =  a»  -f  62  -f  2a6  cosO. 

P  ist  die  Potenz  des  Coordinatenanfangs  in  Bezug  auf  den 
Kreis. 

Unter  Potenz  eines  Punktes  0  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
versteht  man  das  Product  031.  ON^  wobei  M  und  N  die  Schnitt- 
punkte einer  von  0  ausgehenden  Geraden  mit  dem  Kreise  be- 
zeichnen. Diese  Grösse  ist  eine  constante.  Es  werde  von  0  eine 
Tangente  an  den  Kreis  gelegt,  welche  denselben  im  Punkte  T 
berührt,  dann  ist: 


0T=  OM.ON, 
4)    Es  sei  gegeben  ein  Kreis 

ar;2   -|_  y2    _    ^2  _   0 

und  eine  Gerade 

X  cos  «  +  y  sin  «  —  ^J  =  0, 
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SO  sind  die  gemeiuschaftlicheu  Punkte: 

(xi  =  pcosa  4-  sin  a  Vr^  —  j)^ 
l^j  =  2>  sin  «  —  cos  «  Vr^  —  p^ 

X2  =  pcosa  —  sin  a  Vr^  —  p^ 

y.j  =  p  sin  a  -\-  cosa  Vr^  —  jA 

Seien  Xi  yi   die  Coordinaten   des  Berührungspunktes,   so    ist 
die  Gleichung  der  Tangente 

.^'J^i  +  yVi  —  r^  =  0. 
Seien  Xi  iji  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes,   durch 
den  die  Tangente  geht,  so  wird: 

y  —  ?/i  _  —  ^^1  yi  ±  ^  V^  +  Vi  —  r^ 


X  —  d\  r2  —  x^ 

die  Gleichung  der  Tangente  sein. 

5)   Die  Polare  des  Punktes  f,  ?^,  in  Bezug  auf  den  Kreis 
^'^  +  2/^  +  2^y  cosO  —  2m:r  —  2ny  +  P  =  0 
hat  die  Gleichung: 

Sei 

Ax  ^  By  -[-  C  =  0 

die  Gleichung  einer  geraden  Linie,  die  als  Polare  von  |,  ly   an- 
gesehen wird,  so  folgt 


i  =  a^ 


ij  =  b  — 


Aa  +  Bb^    C 


Aa-\-  Bb-\-  C" 
wenn 

{x  —  a)«  -\-  {i)  —  by  =  r" 

die  Gleichung  des  Fundamentalkreises  war.     Die  Gleichung  der 
Polare  ist: 

{X  -  a)(|  -a)^(,j-  b)(r,  -  Ä)  =  r*. 
6)  Sei 

A'«  =  (x  —  «oj«  4-  (</  -  io)«  -  rg 
if,  =  fa;  -  «,)*  +  fy  -  ''i)'  -  '■? 
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So  stellt 

las  ganze  System  von  Kreisen  dar,  welche  sich  in  den  beiden 
Punkten  schneiden ,  in  welchen  sich  die  gegebenen  Kreise  A"o  =  0 
and  Kl  ^=  0  schneiden. 

Um  die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  darzustellen,  setze  man 

^  =  «0  w  +  *o  -^  +  1 
^i  ^  a^u  -j-  ii  <;  -|-  1, 


ferner  bezeichne  man  die  Distanz  der  Mittelpunkte  0  und  1 
mit  [0  1]. 

Sodann  wird  für  irgend  einen  Kreis 

K,  -  kKi  =0, 
A^  —  kAi  r=  0 
die  Gleichung  des  Mittelpunktes  und 

(i  -  ky^ 

sein  Radius  sein. 

Die  Gleichung 

K,-K,  =  i) 

jstellt  einen  Kreis  mit  unendlich  grossem  Radius  dai-,  also  eine 
Gerade,  die  den  Namen  der  gemeinschaftlichen  Secante 
führt  (Linie  der  gleichen  Tangenten,  Potenzlinie,  Chordale). 

Wird  r  =  0,  so  erlialten  wir  für  X  zwei  Werthe  (Aj)  und 
(^2)-     Die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 

Ko  —  ßi)K,  =  0 

K,  -  (X,)Ki  =  o 

mit  verschwindendem  Radius  nennt  man  die  Grenzpunkte  des 
?^ystems 

Ko  —  kKi  =  0. 

Ein  System  von  Kreisen,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte 
gehen,  hat  zwei  imaginäre  Grenzpunkte,  wenn  die  gegebenen 
Punkte  reell  sind,  dagegen  reelle  Grenzpunkte,  wenn  sich  die 
Kreise  in  imaginären  Punkten  schneiden. 

7)   Sei 

K=  (x  -^  af  +  (y  —  hy  —  r\ 
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Sei  ferner  die  EntfemuBg  des  Punktes  (xy)  vom  Mittel- 
punkte (ab)  gleich  Qt  sowie  t  die  Länge  der  von  (xy)  an  den 
Kreis,  so  wird 

^  =  9«  —  r«  =  t^. 

8)  Die  Coordinaten  des  inneren  Aehnlichkeitspunktes 
sind: 


X  = 


a  a 

TT  I     ZT 

r  T 

r  Y 


y  = 


b       v 


die  des  äusseren: 


a 


a 


r         r 


1_^ 
r         / 

1  1 


Es  seien 

Xi  =  0,    JTj  =  0,    ^3  =  0, 

die  Gleichungen  dreier  Kreise,  so  liegen  die  äusseren  Aehnlicli- 
keitspunkte  in  einer  Geraden  (Aehnlichkeitsaxe),  deren 
Gleichung 

yA-\-  xB-\'  C=  0 

ist,  wobei 

A  =  fi  (os  —  aa)  +  rj  («i  —  Oj)  -f  rj  (o,  —  a,) 
—  £  =  ri  (^3  —  62)  4-  r,  (61  —  &:0  +  rj  (6,  —  61) 

n  «1  61 


—  C  = 


r,  «2  62 

^3  ^«3  h 


Formen  der  Curven. 
1)   Sei  die  Curve  durch  die  Gleichung 

gegeben.     Durch  Differentiation  ergiebt  sich 

fidx-\-f^dy  =  0 
/n  dx^  +  2/13  rf^  rfi/  +/22  dy^ 


=  0. 
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Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

dy  ^-fn±yf^^^^ 
dx  /22 


wobei 

TT   /ll   /l2 


(Hesse'sche  Determinante.) 


/21  fn 
Diese  Gleichung  liefert  entweder 

I.    Zwei  ungleiche  reelle  Wurzeln,  wenn  1/  <;  0,  oder 
IL     Zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn  H  =  0^  oder 
III.    Zwei  imaginär  conjugirte  Wurzeln  H  ^  0. 

I.     Im  ersten  Falle  giebt  es  zwei  reelle  Tangenten,  der  Punkt 
ist  ein  Doppelpunkt  (Fig.  14,  18  auf  der  folgenden  Tafel). 

II.     Im  zweiten  Falle  ist  der  Punkt  entweder  ein  Uückkehr- 
punkt,  oder  ein  Selbstberührungspunkt.  Welcher  von  diesen, 

das  hängt  davon  ab,  wie  sich  ^-^  für   zwei  benachbarte 

Punkte  a:  =  a  +  Ä,  lim  h  =  0  verhält. 

Sei  -3-?  entweder  nur  für  a;  =r  a  -|-  ä,  oder  für  x=a —  ä, 
dx^  ' 

reell  und  \  -    •>     *•     }  i^  entgegengesetzten  Falle  imagi- 

ersten  \  .  ^ 
.^     }  Art. 
zweiten] 


när,  so  ist  der  Punkt  ein  Rückkehrpunkt  der 
(Fig.  12  und  13  der  Tafel.) 


Ist  ^—  sowohl  für  a;  =  a  -j-  A,  als  auch  für  a:  =  a  —  /* 

reell,  so  ist  der  Punkt  ein  Selbstberührungspunkt  (Fig.  15). 

III.     In  diesem  Falle  ist  der  Punkt  ein  Einsiedler  oder  con- 
jugirter  Punkt  (Fig.  17). 

2)    Wird  die  Gleichung  einer  Curve 
nach  y  aufgelöst,  so  wird 


0  1 

x-^         1 

Wird  2  ftx  —  =  0  für  limx  =  00,  so  ist 


n 

»00  =  ^  «X  X' 
0 
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die  Asymptote  der  Curve  y.     Um  die  Asymptote  zu  erhalten, 
kann  man  auch  verfahren  wie  folgt: 

Man  setze  y  =  GnX**  und  bestimme  a«  aus 

/{.r,a«x^)  =  0     für  limx  =  oo, 
sodann 

y  =  UnX*"  -\-  a^-iA-^-S 

und  bestimme  a^-i  aus 

/{x^ünX^  -(-  an—ix*"-^)  =  0    für  limx  =  oo 

und  so  fort,  bis 

Lässt  sich  die  Gleichung  der  Curve  auf  die  Form 

bringen,  so   dividire   durch  x*^  und   setze  y  =  aiX^Umx=  x. 
es  wird 

9?  (Ui)  =  0, 

für  tto  ergiebt  sich 

sollte  aber  ^(«i)  =  0,  9'(«i)  =  0  sein,  so  bilde  man 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 
iT  9  G^)  +  2^n-i  ?^(.r)  +  •  •  •  =  0, 
so  liefern  die  reellen  Wurzeln  von 

die  zur  Ordinatenaxe  ||  Asymptoten. 

3)  Was  nun  die  gewöhnlichen  Formen  der  Curven  anbetrifft, 
so  liefert  die  folgende  Tafel  das  Nöthige.  Die  Spaltenzahlen  siml 
identisch  mit  den  Zahlen  der  Figurentafel.    Es  bedeutet 

-|-  positiv,        —  negativ.  I 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 
7      18           9 

1 

10 

// 

+ 

4- 

+ 

+ 

+ 

+ 

(tx 

+ 

4- 

+ 

~f~ 

— 

0 

0 

f/ä  ff 

d  x^ 

+ 

+ 

+ 

+ 

■ 

+ 

o 


A  / 


9 


\ 


\ 


10 


Allgemeine  Curveiitheorie. 

1)  Man  nennt  die  höchste  Dimension,  in  welcher  die  Varia- 
)eln  x^y  in  der  Gleichung  in  Punktcoordinaten ,  die  Ordnung 
ler  Curve;  in  welcher  die  Variabein  uv  in  Liniencoordinaten- 
gleichung  vorkommen,  die  Classe  der  Curve. 

2)  Eine  Curve  n-ter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden  in  n 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten.  An  eine  Curve 
»-ter  Classe  lassen  sich  von  einem  Punkte  n  Tangenten  (reelle 
oder  imaginäre)  ziehen. 
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3)   Eine  Curve  n-ter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen  durch 

n  (n  +  3) 
1.2 

ihrer  Punkte  bestimmt  und  ihre  Classe  ist  im  Allgemeinen  gleicl 

K  =  n(n  —  1). 

Sei  d  die  Zahl  der  Doppelpunkte,  r  jene  der  Rück 
kehrpunkte,  so  wird 

K=n(n  —  l)  —  2d  — 3r 1 

3)  Die  Zahl  der  Wendepunkte  ist  im  Allgemeinen 

iv  =  Sn(n  —  2). 
Kommen  aber  Doppelpunkte  und  Rückkehrpunkte  vor,  so  wiri 
M?  =  3w(w  —  2)  —  6d  —  8r II 

4)  Ersetzt  man  nach  dem  Princip  der  Dualität 

Ordnung  (w),  Doppelpunkt  (d),  Rückkehrpunkt  (r) 
durch 

Classe  (JT),  Doppeltangente  (f),  Wendetangente  (w), 
so  ergeben  sich  folgende  Formeln: 

n  =  JS:(^— 1)  —  2^  —  3u; IIIj 

r  =  3  K{K  —  2)  —  6^  —  8 1(; IV, 

5)  Die  Zahl  der  Doppeltangenten  ist  im  Allgemeinen  füi 
eine  Curve  w-ter  Ordnung  (d.  h.  für  eine  solche  ohne  Doppel- 
und  Rückkehrpunkte) 

t=  ^n(n  —  2)(n«  —  9). 

Durch  das  Auftreten  der  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  wird 
diese  Formel  modificirt  wie  folgt: 

i  =  i.  n{n  —  2)(n8  —  9)  -  [2d  -f  3rJ  \ix{n  —  1)  —  6] 

+  2d(d  —  1)+ |-r(r  -  1)  +  6dr     .     .     .     .    V. 

Eine  Curve  n-ter  Classe  hat  im  Allgemeinen  w  (n  —  1) 
Asymptoten  oder  n(»  —  1)  unendlich  ferne  Punkte. 

Jede  Curve  n-ter  Classe  hat,  wenn  n  >  2,  Spitzen.  Die- 
selben sind  also  keine  Singularität  lür  diese  Curven.  Ihre  An- 
zahl beträgt  im  Allgemeinen  3n(n  —  2). 

6)  Zu  diesen  Charakteren  kommt  noch  das  Geschlecht 
der  Curve,  dasselbe  ist  definirt  durch: 
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p  =  1  (n  -  1)  (n  —  2)  -  d  -  r 

Sodann  lassen  sich  die  Formeln  I.  bis  IV.  übersichtlich 
schreiben  wie  folgt: 

2p  —  2=K  +  r  —  2n 
=  n  -{-  \v  —  2K 
=  n{n  —  3)  —  2(d  +  r) 
=  K(K—  3)  -  2{t-^w) 

7)  Sei  die  Gleichung  einer  Curve  n-ter  Ordnung  gegeben 
durch 

/  {?0i  x^  x^)  =  a;  =  0. 
Man  setze 

x»  =  y^-\-  kzx,    X  =  1,  2,  3, 
so  wird 

Lassen  wir  y  constant  und  z  variabel  sein,  so  wird 

eine  Curve  r-ter  Ordnung,  die  sogenannte  (w  —  r)te  Polare  von 
y  in  Bezug  auf  die  Grundcurve. 

Die  n{n  —  1)  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  an 
eine  Curve  n-ter  Ordnung  gelegten  Tangenten  sind  zugleich 
Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf 
diesen  Punkt. 

Die  Ä-te  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  i-te  Polare 
dieses  Punktes  nach  /  =  0  ist  zugleich  die  (i  -[-  fc)-te  Polare 
dieses  Punktes  nach  /  =  0. 

Liegt  y  auf  der  X;-ten  Polare  von  z^  so  liegt  z  auf  der 
(n  —  Ä:)-ten  Polare  von  y. 

Liegt  der  Pol  auf  der  Grundcurve,  so  gehen  alle  seine  Po- 
laren durch  ihn  hindurch  und  berühren  in  ihm  die  Grundcurve. 

Man  kann  demnach  von  einem  Punkte  der  Curve  nur  noch 

n  (w  —  1)  —  2 
Tangenten  an  dieselbe  legen. 

8)  Sei 

1  df 


fi^  = 


n{n  —  1)  dXi  dx^"* 
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ferner 


i-= 


/u  /l2  /l3 
/ll  /22  /23 
/Sl      /32      733 

80  wird  die  Curve  -^  =  0  die  Hesse' sehe  genannt. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  der  Grundcurve  /  =  < 
sind  zugleich  Wendepunkte  der  letzteren.    . 

Die  Hesse' sehe  Curve  ist  gleichzeitig  der  Ort  der  Punkte 
deren  (n  —  2)-te  Polare  einen  Doppelpunkt  hat  und  der  Or 
der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren. 

Die  Hesse 'sehe  Curve  hat  in  einem  Doppelpunkte  dei 
Grundcurve  ebenfalls  einen  Doppelpunkt,  und  zwar  sind  die  Tan^ 
genten  dieser  Curve  im  Doppelpunkte  dieselben. 

In  einem  Rückkehrpunkte  der  Grundcurve  hat  die  Hesse'- 
sehe  Curve  einen  dreifachen  Punkt,  und  zwar  berühren  zwei 
Zweige  desselben  die  Rückkehrtangente,  während  der  dritte  von 
diesen  getrennt  verläuft. 

Die  Singularitäten  einer  Hesse 'sehen  Curve,  einer  Curv€ 
n-ter  Ordnung  (durch  gestrichene  Buchstaben  zu  bezeichnen)  sind 

n'  =  3  fn  —  2) 

r'  =  0 

A:'  =  3  (n  —  2)  (3  n  —  7) 

w'  =  9(w  —  2)(3n  —  8) 

f  r-T  ^  (n  —  \)(n  —  2)(w  —  3)(3«  —  8) 

y  =  i-(3w  ^7)(3n- 8) 

9)  Die  linearen  Polaren  der  Punkte  der  Hesse 'sehen  Curve 
umhüllen  die  sogenannte  Stein  er' sehe  Curve.  Die  Singulari- 
täten der  Stein  er 'sehen  Curve  sind: 

n"  =  3  (n  —  2)2 

d"  =  |-  (n  —  2)(n  —  3)(3n2  -  9n  —  5) 

r"  =  12  (w  —  2)(n  —  3) 
//'  =  3(w  —  l)(n  —  2) 
w"  =  3(w  —  2)(4w  —  9) 


Die  Cnrvenlehre.  47  P 

r  =  -|  (n  —  2)(n  —  3)(3n«  —  3«  —  8) 
p"  =  4^3w  —  7)(3w  —  8). 


Cartesische  Coordinaten. 

1)  Die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  lautet: 

y  =  /  W    o<Jer    F{x,  y)  =  0, 
ihre  Differentiation  giebt 

g  =  y'=/'(x);    F,dx-\-F,dy  =  0. 

2)  Gleichung  der  Tangente: 

Gleichung  der  Normale: 

«  -  ic)  da:  =  (,,  -  y)dy,   i^"  =  5^. 

Seien  r«,  r^,  1/«,  Vy  die  Winkel,  welche  die  Tangente  resp.  die 
Normale  mit  den  positiven  Richtungen  der  x-  resp.  y-Axe  bildet, 

so  wird: 

dx  dx  F.2 

cos Xx  =  cos v«  =  ,  /  =  -j—  =  ,/ 

"^       Vdx^  +  dy^        ds        YTT^^^ 


cos  r„  =  —  cos 


'"""     ^^-^- ds         yri  +  ¥1 

Die  Länge  des  Perpendikels  vom  Ursprung  auf  die  Tangente 
2>f  und  jenes  auf  die  Normale  p«  ist  gegeben  durch: 

^'     Vi  -+-  //2     yFi  +  i^7 

w   =  ^+££  =  ¥,x  —  F^y 

^"      VT+7«      V2'7  +  i?  ' 

Für  eine  homogene  Function  findet  man 

nF 

^''  ~  VF'l  +  F^' 
Für  die  Länge  der  Tangente  findet  man 

r  —  ^  i/l  -J-  m'-2  —  ii  —  —  l^  Vf^  -I-  P^ 
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für  jene  der  Subtangente 


ST=l=y^  =  -y|*, 


» 


dy 


f\ 


für  jene  der  Normale 


N=  yVT+7^=^  y  |i  =  -y   Vi?  +  Fi, 


y- 


für  jene  der  Sabnormale 

a-KT         I         ^y  Fl 

SN=yy'  =  y^  =  -^ 
Es  ist 

3)  Zwei  auf  einander  folgende  Tangenten  bilden  den  Con 
tingenzwinkel 

^^        f^^y^f^y\        d^ydx  —  d^xdy 

''^  -  KdS)  "^  \dj) d^i 

4)  Ein  Kreis,  deV  drei  benachbarte  Punkte  mit  der  Curv( 
gemein  hat,  wird  ein  Krümmungskreis  genannt.  Man  hat,  wem 
Q  sein  Radius  und  6  der  Coordinatenwinkel  ist, 

gdt  =  ds 

.   ^  ds^  ds 

^  dxd^y  —  dy  d^ 


X 


ds« 


V(^  W + {*  w 


~  \/(d^  xy  +  (da  y)«  —  (d«  s)« 

=  ^  {^i'  +  -f2  —  2FiF,cosO}. 

Dabei  ist 

0  Fl  Fa 

Fl  Fii  Fi2 

Fa  Fi2  F,2 


z/  = 


=  FhF/  +  F„F,2  -  2Fi,F,F,, 


wobei 

Fiida;2  +  2Fisda;dy  +  F32di/2  ==  0    . 

ist.    Für  rechtwinklige  Coordinaten  wird  speciell 

Q  — 


d^/ 
dx'i 


d^y 

dx^ 
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nd  seine  Goordinaten  £  und  ti 

dj 

^  dy  /ds\^   dx 

^  ^  ds  \dxj    d^y 

d'x^ 

,       dx  ,    /ds\«     1 

dx^ 
iir  schiefwinklige  Goordinaten  hat  man: 

d y  -f-  cosO  dx 


1  =  X—  Q 


v  =  y  +  Q 


sin  O.ds 
dx  -\-  cosO  dy 


sinä,ds 

5)   Das  Bogendiiferential  crgiebt  sich  aus 
ds^  =  dx^  +  rfty«  -|-  2cosddxdy 
=  F?  +  F,'^2F,F,cosH  ^^,  _  F,^ -}- Fj  ^  2F,F,co^e  ^^, 

kraus  für  fi  —  90« 

ds^  =  dx^  +  dy«. 

Polarcoordinaten. 
1)   Die  Gleichung  der  Gurve  sei 

50  Wird 

dx  ^=  dQ  cosip  —  Q sin (p  dq> 

dy  =  d  Q  sin  (p  -\-  Q  cos  (p  d  (p 

Sei  T  der  Winkel,  den  die  Tangente  zum  Punkte  9,  (p  mit 
der  Polaraxe  einschliesst,  so  wird 

^   /  X         l    dg 

Die  Polargleichung  der  Tangente  im  Punkte  pi,  tpi  ist 

1    dg  pi  cos ((pi  —  (p)  —  Q 

Q   dq)  9iSin(q)i  —  q)) 

Sei  V  der  Winkel,  den  die  Normale  mit  der'  Polaraxe  ein- 
^^cWiesst,  so  wird 

f^gnCv  —  cp)  =r   —       — — 
^    ^         ^^  Q  d(p 

Laska,  mathem.  Formelutammlung.  3| 
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und 

1    dp  QiCOs(q)i  —  q))  —  p 

Q   dq>  9iSm(g)i  —  q)) 

die  Gleichung  der  Normale.  Seien  T,  N^  8T^  SN  die  Länge 
der  Polar- Tangente,  Polar -Normale,  Polar -Subtangente,  Polai 
Subnormale,  so  wird,  wenn  r  der  Winkel  zwischen  dem  Leitstral 
und  der  Tangente  ist, 


^   ^        '\ap/         cost        ^  dg 
\dq>/         Sin 


ds 

t        dip 

ST=Q^^  =  QtgnT 

SN  =  -j-^  =  p  cotgr. 
afp 

Für  die  Entfernung  des  Poles  von  der  Tangente   und  Nor 
male  findet  man: 

p2  ^  dw 


v^'+mr    vwfe)' 


Der  Krümmungsradius  ist  gegeben  durch 

da 


R  = 


!'■ + mi 


^     '       \d(pj        ^  W^ 
wobei 

ds  =  V(d  p)a  +  Q^  {d  q>y 
pdy  dp  Qdq> 


stn  n 


_,     cosn  =  -^,     tgnu  =  ^^- 


Q 

dabei  ist  u  derjenige  Winkel,  den  die  Tangente  der  Curve  mi| 
dem  Radiusvector  p  bildet.  Er  liegt  mit  der  Polaraxß  auf  der- 
selben Seite  von  p.  I 
Seien  y  und  ö  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunkte^ 
Man  setze 


i 
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dgy 

ign  d'  =■ 


0  wird 
erner 


\d(pj         -     rfg)« 


<?«  y  =  *^»  (fp  -\-  *). 


4(l^)'-^0]'+(l^)'[a'+'-J 


Hat  die  Cnrve  eine  Asymptote,  so  muss 

Um  p«  -T^-  =r  A  für  Ktn  p  =  oo . 
^    ap  '  ^ 

Rechtwinklige  Goordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 

■1 

QCOSq>  — 


|»'  +  (3f)'|  II? '»•"'  + »""''' 


''+^{^y-'j' 


i 


Q  sin  (f  -f" 


Sei  0  der  Winkel  zwischen  Radiusvector  und  Tangente,  if 
ener  zwischen  Radiusvector  und  Normale,  so  wird 

tqnO  =  -r-,    toni(>  =  —  -r^« 
^  dp^'    ^    ^  dy 

dy  p 

Man  hat  femer 

p  .    ,    dsinif 

4  =  ^**  +  -^?- 


Quadratur  ebener  Cjurven. 
1)  Die  Fläche  zwischen  zwei  Abscissen  Xi  und  X2  ist: 

Fl  =z  sind  I  ydxy    6  ist  der  Coordinatenwinkel. 

31* 
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Die  Fläche  zwischen   zweien  vom  Ursprung  an  die  Punkt 
(^iVO  ^^^  {^%y%)  gezogenen  Leitstrahlen  ist  gegeben  durch 


F,  =  \f[xdy-ydx\-^C. 


Ersetzt  man  die   rechtwinkligen   Coordinaten   durch    Polar 
coordinaten,  also 

a;  ==  r  cos  9>,    y  =^  r  sin  9, 
so  wird 


F,==^  fr»dq>-\-a 


2)  Der  Flächeninhalt  V  des  Vierecks  zwischen  den  heidei 
Krümmungsradien,  dem  Evoluten-  und  Evolventen-Bogen,  ist  ge 
geben  durch 

1'  +  (^)T ,  ,,  . 

jz — - —  dx  -\-  Const. 

dx^ 
wenn  y  =f(x)  die  Gleichung  der  Evolvente  ist. 

3)  Es  sei  i 

so  wird  der  Flächeninhalt  zwischen   der  x-Axe  und  den  Ordij 

naten  yo  •  •  •  2/*>  wenn  die  Differenz  Xn  —  Xq  =  h  in   n   gleiche 

Theile  getheilt  wird: 

1 
Fl  =-^hsine.(yo  +  yO 

Fi  =  j  hsinft.iyt^  -f  4yi  -f  y,) 

F,  =  jhsin6.(yo  +  3t/,  +  3i/, +  ^3) 

F4^-^.hsinO,(7yo-j-S2yi  +  12y, +  32^,  +  7y,) 


90 
Allgemein 


i<;- 


r  "  ^ 

nh  2j  ^*yx[  «*«ö. 


Die  Curveutheorie.  485 

Dabei  ist 


1 

0 


-/ 


Y   nx{nx  —  \),,,{nx  —  n) 

*^  nx  —  p 

p 


3Ip^  XpC  " 


Allgemein  ist 

Ap  =  An^p'    (Methode  von  Cotes.) 
Man  hat  auch  nach  Simpson 
Fl  2 


sinO        3      '^"    I    :^v    I     3 


4 


Vergl.  Integralrechnung,  §.  97. 


Rectification  ebener  Curven. 
1)  Die  Bogenlänge  s  ist  gegeben  durch 

=  Jdx\  1  +  (j|y,    wenn  y  =f(x) 


s 

Xq 


oder 


=  y   rfi/  y  1  +  (^)',    wenn  x  =  /(y) 


Vo 


oder 


-/"'Vc^y+Q". 


wenn 


In  Polarcoordinaten,  wenn  ^  als  Function  von  9  gegeben  ist 
s 


und  wenn  <p  als  Function  von  q  gegeben  ist: 


s  = 
9 
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2)  Der  zwischen  zwei  Punkten  einer  Evolute  gelegene  ßogei 
ist  gleich  der  Differenz  zwischen  den  entsprechenden  Knimmungs 
radien  der  Evolvente. 

3)  Sei  w  die  Sehne  und  ^ds  die  Länge  des  Bogens,  welcltei 
sie  unterspannt,  so  wird 


w  ^=  ^^  s  — 


l 


24  (>*'^  48 


+ 


1 


720 


3 


1 


8     ds 


Q 


d« 


(i)! 


^S^  + 


Dabei  ist  q  der  Krümmungsradius. 
Somoff,  Theoretische  Mechanik,  p.  G9. 

4)  Man  hat  näherungsweise 

Q  und  (f'  sind  die  Krümmungsradien  am  Anfang  und  Ende  Aei 
Bogens. 

Serret,  Cours  de  calcul  diflF.  et  int.     1868,  Tom.  L,  p.  396 

5)  Die  Länge  eines  Bogens  einer  Gurve  ist  annähernd  gleicl 

i  seiner  Sehne  vermindert  um  den  sechsten  Theil  der  Sumrai 
o 

der  Projectionen  der  Sehne  auf  die  in  den  Endpunkten  des  Bogens 

an  denselben  gelegten  Tangenten. 

6)  Sei  A  die  Sehne  des  ganzen,  B  jene  des  halben  Kreis^ 
bogens,  so  ist  genähert  der  Bogen 

SB  -  A 


Huyghens:    De  circuli  magnitudine  inventa. 

7)  Mit  der  Aufgabe,  rectificable  Curven  zu  finden,  hat  sich 
zunächst  Euler  (Com.  Acad.  Petr.  V  und  VI,  1730),  sodann 
Monge  (Mem.  d^l'acad.  1784),  beschäftigt 

Lösung  von  Euler. 

Es  ist 


y 


=  fdy  =  yx-fx^ 


x^ 


1) 


= /"» =/^^  V. + o 
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=^V.  +  (^)*- 


X 


dy  d^ 
dx  d  x'^ 


V' + m 


2) 


Setzt  man 


r    d 


d*y 


X 


Q- 


x^ 

dy    d^y 
dx    dx'^ 


so  wird 


y^+m 


3) 


dQ 


^x       VdP«  —  dQ* 


4) 


Seien  P  und  Q  zwei  beliebige  Functionen  einer  Variablen  t, 

d  \i 
so  bestimmt  man  durch  4)  -j^,  daraus  nach  2)   die   Länge   des 

u  X 

Bogens,  und  aus  1)  und  3)  durch  Elimination  von  t  die  Gleichung 
der  Curve. 

Lösung  von  Monge. 

Aus 

ds  =z]/dx'^  -\-  dy^ 
folgt  wegen 

1  =7  cos^  CO  +  sin^  o 

ds^  =  [cos Cd  dx  —  sin €9  dy]^  -\-  {sinca  dx  -f-  coscj  dy}*. 

Wird  nun 

siniSDdx -{- coßco  dy  =  0 1) 

so  folgt: 

ds  =  cos(odx  —  sinmdy 2) 

Durch  Integration  von  1)  und  2)  folgt: 

X  sin  o  -\-  ycosca  =  if  (co) 3) 

s  =  xcoscD  —  y sf n cj  -f-  9 (o)     ....    4) 
wobei  if  und  qp  noch  zu  bestimmende  Functionen  sind. 

Um  diese  zu  bestimmen,  differentiren  wir  die  letzten  Glei- 
chungen und  vergleichen  das  Resultat  mit  1)  und  2),  sodann  folgte 

xcoscü  —  ysincj  =.^'(o) 

'  •    .    •    •    •    • 

xsinm  -\-  ycoscn  =  9^'(ai) 


5) 
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oder  wegen  der  früheren  Beziehungen 

ip(w)  =  fp'  (cd) 
also 

Sodann  liefern  die  Gleichungen  5) 

X  =  ip'  (w)  sin  cj  +  9"  (a>)  cos  0 I. 

y  =  q)'  ((o)  COSG)  —  9"  (ö)  sin  & II. 

und  damit  aus  4) 

.s  =r  gj  (ö)  -f-  9"  (ö)   .     .     .  III. 

Man  hat 

dy  . 

Also  wenn  R  den  Krümmungsradius  bezeichnet,  wegen 

dx 
auch  wegen  III 

JJ  =  9'(o)  +  <p'"(a)) IV. 

wodurch  zugleich  R  bestimmt  ist.    Wählt  man  tp  (cj)  beliebig,  so 
liefert  die  Elimination  von  cd  aus  I.  und  II.  eine  Curve 

/(^J/)  =  0, 
deren  Bogenlänge  durch  III.  dargestellt  ist 


Parallele  Curven. 

Sei 

F{xy)r.--0 

die  Gleichung  einer  Curve, 

Fidx  +  F^dy  —  0, 
femer 

(S  —  x)dx  4-  (^  —  y)^y  ^  ^ 

(S  —  xy  +  (i?  —  yy  =  c\ 

f?  1/ 
Eliminirt  man  ^,  y,  -r^,  so  ergiebt  sich 

Cv  X 

/(l  n)-^o 

als  Gleichung  der  Parallelcurve.  Sie  ist  der  geometrische  Ort 
derjenigen  Punkte  der  Normalen  der  gegebenen  Curve,  welche 
von  der  Curve  gleichen  Abstand  c  haben. 
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Parallelcurven  haben  dieselbe  Evolute,  demnach  ist  die  Diffe- 
renz der  Krümmungsradien  der  entsprechenden  Punkte  gleich 
der  Entfernung  c  =  Ä'  —  i?. 

Die  Differenz  der  Bogen  zweier  Parallelcurven  zwischen  den- 
selben Normalen  ist  gleich  einem  Kreisbogen,  dessen  Radius  c 
und  dessen  Centriwinkel  der  von  jenen  Normalen  eingeschlossene 
Winkel  ^  ist.    s'  —  s  =  +  c  (^'  —  i/;). 

Der  Flächeninhalt  zwischen  den  Bogen  zweier  Parallelcurven 
und  zweier  Normalen  ist 

Trajectorien. 

Geschichte:  Johann  Bernoulli  war  der  erste,  der  sich 
mit  (orthogonalen)  Trajectorien  beschäftigte  (Acta  Erudit.  1697, 
p.  211  und  1698,  p.  472). 

Entstehung:  Ein  System  von  Curven  ist  gegeben,  dar- 
gestellt durch  eine  Gleichung,  in  welcher  ein  variabler  Para- 
meter enthalten  ist;  es  sollen  die  Curven  bestimmt  werden,  welche 
die  gegebenen  unter  einem  bestimmten  Winkel  schneiden. 

Ist  dieser  Winkel  ein  rechter,  so  nennt  man  die  Curven 
orthogonale  Trajectorien. 

Sei 

F{x,y,a)  =  0 1) 

die  Gleichung  der  Curvenschaar,  aus  ihr  findet  man 

^  =  g)(a;,y,«). 

Sei  femer  die  Tangente  des  Schnittwinkels  e  gleich  n  und 
J,  rj  die  Coordinaten  der  Trajectorie,  so  vrird 

^^  _  drj  —  (p(x,  y,  a)dS 2) 

dg  +  q>(x,  y,  a)di] 

die  Differentialgleichung  derselben.  Aus  1)  und  2)  eliminire  man  a, 
setze  sodann  x=  ^^  y  ^=  ri  und  integrire  die  so  entstandene 
Gleichung. 

Ist  B  =  90,  also  n  =  00 ,  so  vnrd 

die  Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorien. 


490 


Die  Carventheorie. 


Die  Elimination  des  Parameters  a  kann  manchmal  Schwierig 
keiten  verursachen,  lieber  reciproke  Trajectorien  siehe  Kliigel 
mathem.  Wörterbuch  V.,  S.  113. 

Ist  die  Gleichung  der  Curve  in  Polarcoordinaten  gegeben,  als< 

F(r,  9,«)  =  0 Ij 

so  sei  tgn  a  =  7i  und  es  ergiebt  sich : 


/    dF         dF\  dr  fdF   .         dF\       ^^  _ 

\     dq)  drj  dfp  \dq)    '  dr/ 


] 


Im  speciellen  Falle  £  =  — , 

^  .  ^  -  r«  —  =  0 
ötp    dtp  dr 

Daraus  die  Gleichung   der  verlangten  Curve    durch    Elimi- 
nation des  Parameters  u. 


2!j 


Einhüllende  Curven. 

1)  Man  eliminire  den  veränderlichen  Parameter  p  aus 

2)  Die  Gleichung  enthalte  zwei  Paratneter,  die  jedoch  einer 
Bedingungsgleichung  Genüge  leisten 

<)pOi,jPj)  =  0. 
Bildet  man  noch 

8/        8/ 


dpi      8i>3 
dq)       dq) 


=  0, 


dpi      dp2 

so  lässt  sich  px,  p.2  aus  diesen  drei  Gleichungen  eliminiren.    Eben- 
so, wenn 

/(^i  y,  PU  1>21  .  .  .  l>n)  =  0 

9x(Pi.  •  •  .  i?n)  =  0,    X  =  1,  ...  (n  —  1) 
gegeben  ist.    Man  bilde 

^  "    dPi    dpi      '  '  8l>n-i 

und  eliminire  aus  allen  diesen  Gleichungen  die  Gh^össen  jpi,  . . .  pn- 
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Fusspunktcurven. 

Lässt  man  von  einem  festen  Punkte  (^,  h)  Senkrechte  auf 
die  Tangenten  einer  gegebenen  Curve  F(x^y)  =  0,  so  bilden  die 
Fusspunkte  (u.  v)  die  Fusspunktcurve. 

Es  wird 

d  II  ^ 

•^        dx  ^ 

.  ~  Ä  =  -  ^  (it  -  g). 

Dazu  kommt  noch 

F{x,y)  =  0 

dx  ~^  dx  d y 
Aus  diesen  vier  Gleichungen  muss  a:,  y,  -f^  eliminirt  werden. 

Cv  X 


Evoluten. 

Geschichte.    Die  Evoluten  wurden  zuerst  von  Huyghens 
(Horologium  oscillatorium)  synthetisch  behandelt  (1673). 

Eine  Evolute  ist  der  geometrische  Ort  der  Krümmungsmittel- 
punkte. 

Sei 

dx      J'    dx*      •' 
and  I,  ij'die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes,  so  wird 

«  =  ,-!  +  £  .^ 

y 

EUminirt  man  aus  diesen  und  der  gegebenen  Gleichung 

F{x,  y)  =  0 

die  Grössen  x  und  y,  so  bleibt  die  Gleichung  der  Evolute  übrig. 
Die    Tangente    der  Evolute   ist  zugleich   die  Normale    der 

Evolvente  oder  der  Grundcurve. 

Die  Länge  des  Evolutenbogens  ist  gleich  der  Differenz  der 

beiden  ihn  begrenzenden  Krümmungsradien  der  Evolvente.    Die 
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Punkte  der  grössten  und  kleinsten  Krümmung  der  Evolvente  ent- 
sprechen im  Allgemeinen  den  Rückkehrpunkten  (auch  oo  fernen 
Punkten  [ausnahmsweise])  der  Evolute.  Die  Normale  in  einem 
Wendepunkte  der  Evolvente  ist  im  Allgemeinen  eine  Asymptote 
der  Evolute. 

Evolventen. 

Bewegt  sich  die  Tangente  ohne  zu  gleiten  auf  einer  Curve, 
so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  derselben  eine  Evolvente.  Eine 
Curve  hat  demnach  unendlich  viele  Evolventen,  die  einander  paral- 
lel laufen. 

Seien  x^  y  die  Coordinaten  der  Curve,  |,  ly  jene  der  Evolute, 

so  wird; 

f{x,y)  =  0 

(y-n^'il-^^-i  =  0    oder    §|'i|  +  l=0 

dx       dx  dy 

dy 
Aus  diesen  vier  Gleichungen  muss  rr,  y,  -^  eliminirt  werden. 

Jede  Evolvente  ist  eine  Roulette.  Die  rollende  Curve  ist  eine 
Gerade,  in  welcher  der  erzeugende  Punkt  liegt. 

Den  Wendepunkten  der  Evolute  entsprechen  im  Allgemeinen 
Rückkehrpunkte  der  Evolvente. 

• 

Tractorien. 

Geschichte:  Huyghens  war  der  erste,  der  diese  Cur- 
ven  betrachtete  (Acta  Erud.  1693,  p.  476). 

Tractorie  oder  Zugcurve  heisst  jede  Curve,  bei  welcher 
der  zwischen  dem  Berührungspunkte  und  irgend  einer  andere» 
gegebenen  Curve,  welche  Directrix  genannt  wird,  liegende 
Theil  der  Tangente  eine  constante  Länge  hat. 

Sei 

F(x,y)  =  0 1) 

die  Gleichung  der  Directrix  und  §,  iy  die  Coordinaten  der  Trac- 
torie, 80  wird 
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!l  -  U  =  p^  {:!■  -  ^) 2) 

und  wenn  T  eine  Constante  bezeichnet, 

T^  =  (^  -  S)2  -^iy-^rjy 3) 

Wird   aus  den  Gleichungen  1),  2),  S)  x  und  y  eliminirt,  so 
ergiebt  sich  die  Differentialgleichung  der  Tractorie.     Man  findet 


y  —  t]  -^ 


Tdf] 


diese  Grössen  hat  man  also  in  1)  einzusetzen,  um  die  verlangte 
Gleichung  zu  erhalten. 

Rollcurven  oder  Trochoidalcurven. 

Geschichte:  Die  erste  Abhandlung  über  diese  Curven  hat 
De  la  Hire  geliefert.    Paris,  Mem.  1706. 

Rollt  eine  Curve  Y  =/(X),  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  Curve 
// =  F{x)  als  Basis,  so  beschreibt  ein  mit  ihr  fest  verbundener 
Punkt  eine  Trochoide  r^  =  (p{^). 

Seien  (c,  d)  die  Goordinaten  des  Berührungspunktes  im  An- 
fange der  Bewegung,  so  wird: 

c  c 

Seien  (a,  b)  die  Anfangscoordinaten  des  Punktes,  welcher  die 
Trochoide  beschreibt,  so  wird: 

(A^  -  ay  +  (r  -  br  ==(!--  xy  -+  (ti  ~  yy 

Aus  1)  folgt 
macht  man  j:  =  X,  so  wird 

und  damit 

{i/.(X)|»  -  (s  -  X)«  +  (,1  -  x[x\y  -  0, 

daraus  durch  Differentiation 

I  -  X  +  {1?  -  x(X)\  x'(X)  4-  *-(X)t^'(X)  ^-  0. 


1 
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Eliminirt  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  X,  sd 
ergiebt  sich  eine  Beziehung  zwischen  |  und  17,  welche  eben  die 
Gleichung  der  gesuchten  Trochoide  ist. 

Oft  ist  es  bequemer  zu  verfahren  wie  folgt: 

Sei 

r=f(9) 2) 

die  Gleichung  der  rollenden  Curve 

y  =  F(x) 3.) 

die  der  Basiscurve,  sodann  ergiebt  sich 

fl  -  x)*  4-  (12  -  y)«  =  r* 

I  -  oj  +  (1,  -  y)  i|  =  0. 

Setzt  man  in  diese  drei  Gleichungen  die  Werthe  für 

dy        dr 

wie  sie  aus  2)  und  3)  folgen,  so  erhält  man  drei  neue  Gleichun- 
gen. Aus  diesen  eliminire  man  x  und  9  und  integrire  die  so 
entstandene  Gleichung.  Die  Constante  ist  durch  die  Anfangs- 
lage bestimmt. 

Die  Normale  in  einem  Punkte  einer  Roulette  geht  durch  den 
entsprechenden  Berührungspunkt  der  beiden  gegebenen  Curven. 

Kegelschnitte. 
1)   Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  sei: 
/  =  an  ar^  +  2  «12«^^  +  «1^2  V^  +  2  «n  a: je?  +  2  Oa»  y  £f  +  o^s  jer«  =  0. 
Sei  femer 

«11    ai2     «18 
—  z/  =    «12    022     0^23       Hesse'sche  Determinante 

^13       ^28        0^33 

"^  «11  (Om «22  «82)  +  «12  («12  «33  —  «13  «^s)  +  ^18  («31  «22 «32  «li  ) 

z/j,    =  «28  —  «22  «33?    -^22  =  «81 «88  «lli    ^33   ==  «12 «11  «22 

Z/i2  =  «12  «33 «18  «23 1  ^23  =^«28  «11 — «Ul  «31i  ^^13  =  «31  «22 «32  «IS- 

Sei  Ö  der  Coordinatenwinkel  und  es  werde 

2  0sm*ö  =  «11  +  ^2  —  2  «12  COS0 
gesetzt. 
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2)  Classification  der  Kegelschnitte: 

I-    -^  <  0    Elliptische  Kegelschnitte. 

Oji^i  oder  «22-^  !>  0     1)  reelle  Ellipse 

-<  0     2)  imaginäre  Ellipse 
=  0     3)  Punkt 

II.   z/s3  =  0  Parabolische  Kegelschnitte 
^/  ^  0    Parabel 

1-^22  >  0  4)  zwei  parallele  reelle  Gerade 

=  0  6)  zwei  zusammenfallende  Gerade 

<C  0  6)  zwei  parallele  imaginäre  Gerade. 

III.    -^-~77  >  0    Hyperbolische  Kegelschnitte 

zl  ^  0     7)  Hyperbel 

z/  =  0    8)  zwei  sich  schneidende  reelle  Gerade. 

Specielle  Formen: 

Uli  =r  Oja,    ai2  =  »11  cos  ö,    Kreis 

0  =  0,    gleichseitige  Hyperbel 

Der   Winkel  9  zwischen  den  beiden  Geraden  in  8)  ist  ge- 
geben durch 

tgn(p  = 


V-^33 


Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  für  1)  und  7) 

-^83  -^38 

3)  Die  allgemeine  Gleichung  des  Kegelschnittes  sei: 
Ax^-{'2Bxy  -{-  C//a  +  2I)x^2Ey^  F=0, 

so  ergiebt  sich  Folgendes: 
a)  Ist  i^  =  0,  so  geht  die  Curve  durch  den  Coordinatenanfang, 
ß)'  JD^  —  XF  =  0,  so  berührt  die  Curve  die  X-Axe, 
jB2_CJF=0,  n        «         «        «       «     r-Axe. 

4)  Seien  (aj^y«),  x  =  1,  2,  3,  4,  5  diejenigen  fünf  Punkte, 
durch  welche  eine  Curve  zweiten  Grades  gegeben  ist,  so  ist  die 
letztere  selbst  gegeben  durch 
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a;« 

x,^ 

xi 

^i 

xl 

'^l 

xy 

351^1 

^iVi 

^3  Vi 

^ty* 

a^sJ/s 

y 

yl 

yl 

yl 

yl 

y/ 

X 

Xi 

a-a 

«» 

Xt 

«5 

y 

Vi 

Vi 

ys 

yi 

y* 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

5)  Die  Gerade 

' 

=  0 


y  =  Mx  -f-  n 
hat  mit  dem  Kegelschnitt  zwei  Punkte  gemein.    Sei 
^  =rr{Bn  +  D)^-^  EM{EM^  2Bn)-\-2DMiE-\-  Cn) 

-  An(Cn  4-  2E)  -  F(A  +  2BM'j-  Cm\ 

so  werden  diese 

reell,  wenn  z/  >-  0, 
fallen  zusammen,  wenn  z/  =  0, 
sind  imaginär,  wenn  J  <^Q. 
0)   Sei  gegeben 
Ax^  -{-  2Bxij  -\-  Cy^  +  2Dx-\-2Ey  +  F=0, 
so  lautet  die  Gleichung  dieser  Curve  in  Liniencoordinaten : 


=  0. 


CE 
EF 

M»  +  2 

DF 
BE 

UV  -\- 

AD 
DF 

BD 

CE 

M     +  2 

BE 
AD 

V  -\- 

AB 
BC 

+  2 

7)  Sei  gegeben 

Au^  -j-  2Buv  -]-  Cd» 
Sei  ferner 


2Du  -t-  2Ev  -j-  F=  0. 


A 
B 
D 


B 
C 
E 


D 
E 
F 


so  stellt  die  gegebene  Gleichung 

«)  eine  Ellipse  dar,  wenn  Fx  ^  >•  0 

ß)  eine  Parabel,  wenn  J*,  =  0,    ^ 

y)  eine  Hyperbel,  wenn  F^^  <Z0. 

Wird  ^  —  0  und 

A    B 


0 


B    C 


<0, 


AB 
BC 

0, 

AB 
DE 

-0, 

AD 
DF 
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90  stellt  die  Gleichung  zwei  Punkte  dar.    Ist 

=  0, 
so  entspricht  die  Gleichung  einem  einzigen  Punkt. 

Allgemeine  Sätze  über  Kegelschnitte. 

1)  In  jedem  Sechseck,  welches  einem  Kegelschnitt  umschrie- 
ben ist,  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  gegenüber- 
liegender Ecken  in  einem  Punkte.    (Satz  von  Brianchon.) 

(Joum.  de  l'ecoL  polyt.  1806,  Gab.  13.) 

2)  In  jedem  Sechseck,  welches  einem  Kegelschnitt  einge- 
schrieben ist,  liegen  die  drei  Schnittpunkte  gegenüberliegender 
Seiten  auf  einer  Geraden.    (Satz  von  Pascal.) 

(Essai  pour  les  coniques,  1630.) 

3)  Tangente  und  Normale  für  irgend  einen  Punkt  eines 
Kegelschnittes  halbiren  die  Winkel,  welche  von  den  beiden  Leit- 
strahlen gebildet  werden. 

4)  Durchmesser,  von  denen  jeder  die  Sehnen  halbirt,  die  mit 
iem  anderen  parallel  laufen,  werden  conjugirte  Durchmesser 
genannt 

5)  Die  Diagonalen  eines  einem  Kegelschnitte  umschriebe- 
aen  Parallelogramms  bilden  zwei  conjugirte  Durchmesser. 

6)  Die  Seiten  eines  jeden  einem  Kegelschnitte  eingeschriebe- 
nen Parallelogramms  sind  parallel  zu  zwei  conjugirten  Durchmes- 
sern. Die  Diagonalen  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  der  Gurve, 
)der  anders  ausgedrückt:  zwei  Sehnen,  welclie  irgend  einen  Punkt 
les  Kegelschnittes  mit  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  ver- 
binden, sind  parallel  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  dieses 
Kegelschnittes.  , 

7)  Die  Berührungspunkte  des  umschriebenen  Parallelogramms 
bilden  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Seiten  mit  den  Diago- 
nalen des  ersten  parallel  sind. 

8)  Die  Tangenten  in  den  Eckpunkten  eines  eingeschriebenen 
Parallelogramms  bilden  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Diago- 
Balen  den  Seiten  des  ersten  parallel  sind. 
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Pole  und  Polaren  der  Kegelschnitte. 

1)  Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  sei 

Setzt  man 

und  entwickelt  nach  A,  so  wird 

/oo  +  2  Xf,y  +  A«/n  =  0. 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  liefern  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitte.    Es  wird,  wegen  der  Homogeni- 
tät der  Function: 

2/oo  =  2/(0^0  yo^o)  =  ^o/(a?o)  +  yo/'(!/o)  +  ^o/C^o) 
2/n  =  m^iVi^i)  =  ^i/'(^i)  +  Vif  (Vi)  +  ^if'i^i) 
2/oi  =  x,f{x,)  +  yo/'(yi)  +  ^ofM 
=  xj[{x,)  +  y,/(yo)  +  ^i/(i^o), 
dabei  ist 

etc. 

2)  Zwei  Punkte  werden  harmonische  Pole  des  Kegel- 
schnittes genannt,  wenn  ihre  Verbindungslinie  den  Kegelschnitt 
in  zwei  Punkten  schneidet,  die  harmonisch  sind  zu  den  beiden 
Punkten.    Die  Bedingung  für  ein  hannonisches  Polenpaar  0  und 

1  ist  I 

^/'(^o)  +  y/'(yo)  +  ^/'(^o)  =  0, 

dabei  sind  a;y;sr  die  Coordinaten  von  1.  Ist  der  Punkt  0  gegeben, 
so  müssen  die  Coordinaten  von  1  dieser  Gleichung  genügen,  siej 
stellt  eine  Gerade  dar,  auf  welcher  der  Punkt  1  beliebig  an- 
genommen werden  kann.  Diese  führt  den  Namen  Polare  des 
Punktes  0.    Es  gelten  nun  folgende  Sätze. 

1)  Die  Polaren  aller  Punkte  auf  einer  geraden  Linie  schnei- 
den sich  in  dem  Pole  der  geraden  Linie. 

2)  Wenn  eine  gerade  Linie  sich  um  einen  Punkt  in  ihr 
dreht,  so  beschreibt  der  Pol  die  Polare  des  Drehpunktes. 

3)  Wenn  der  Pol  auf  dem  Kegelschnitte  selbst  liegt,  so  wird 
seine  Polare  Tangente  des  Kegelschnittes  für  den  Pol 
selbst  und  der  Pol  der  Tangente  ist  ihr  BerührungspunkL 
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4)  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes. 

5)  Je  zwei  Linien,  welche  durch  den  Brennpunkt  gehen  und 
auf  einander  senkrecht  stehen,  sind  conjugirte  Polaren 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt. 

6)  Die  Directrices  eines  Kegelschnittes  sind  die  Polaren 
seiner  reellen  Brennpunkte. 


Ellipse. 
1)  Mittelpunktsgleichung 

Gleichung  in  Polarcoordinaten 

6«  a«  ft« 


r»  = 


s  wird  die  numerische,  as  die  lineare  Excentricität  ge- 
nannt.   Es  ist 

i«  =  a«(l  —  €>)  =  ap 


Abstand  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkte  :=  a«;  von  einem 
der  Scheitel  a(l  ±  c). 

Die  Directrix  ist  die  Polare  des  ihr  zunächst  liegenden  Brenn- 
punktes;, ihre  Gleichung  ist  «  = ,  ihr  Abstand  vom  Scheitel 

a  H oder a. 

'       £  £ 

2)  Scheitelgleichung 

yi  =  2px^-^xK 

3)  Polargleichung  (Pol  =  Brennpunkt) 

T  =  z — I • 

l  -f-  s  cosq) 
Für  die  Leitstrahlen  von  den  beiden  Brennpunkten  findet  man : 

rj  =  a  ~|-  £  ar,    r2  =  a  —  £  rr, 

32* 
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also 

4)  Gonjugirte  Durchmesser  als   Axen.     Seien   a  und  ß 
die  Winkel  der  conjugirten  Durchmesser  mit  der  a:-Axe,  so  wird: 

6« 


Sei  femer 


also 


tgnatgnß  =  '-  ^, 


1   cos^u    ,    sivil^a 


a  ft  =  Ol  Ji  sin  (/J  —  a) 
a»  4-  6«  =  ai*  4-  6l^ 
so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  in  Bezug  auf  die  conjugirten 
Durchmesser : 

Die  Tangeuten  in  den  Endpunkten  des  einen  Durchmessers 
sind  dem  conjugirten  Durchmesser  parallel.  Die  Supplementär- 
sehnen  laufen  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel. 

Supplementarsehnen  sind  solche,  die  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ellipse  nach  den  Endpunkten  der  grossen  Axe  ge- 
zogen werden. 

5)  Gleichung  in  Liniencoordinaten : 

a«M2-f  ft»v«  —1=0. 

6)  Gleichung  der  Tangente  (beziehungsweise  der  Polare): 
Gleichung  der  Normale 

Man  findet  femer: 
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a 
Gleichung  der  Brennstrahlen  für  den  Punkt  f  i^: 

Seien  ri  und  rj  zwei  auf  einander  J_  stehende  Radien,  so  wird 

r»  "•"  r«  ~"  a*  "'"  6»' 

Sind   Si   und  s,   zwei  Sehnen,  die   durch  den  Brennpunkt 
gehen  und  auf  einander  J.  stehen,  so  wird: 

-   +    -   =    —    +   —. 

Si    '    S2        2^?    '    2tt 
7)   Die  Coordinaten   des   Krümmungsmittelpunktes  und   der 
Krümmungsradien  q  sind  gegeben  durch: 

^       o»  —  ft«    ,  a2  —  6« 


_        l/(a^  y'''  +  b^  x^Y 
^~  a^b* 

Gleichung  der  Evolute: 

(   f^  \t  +  ^_ii_\i _  1 

Va3  ^  h^)    ^  \ai  -  by   ~ 
Gleichung  der  Fusspunktcurve : 
\u{u  —  g)-{-v{v  —  A)}*  =  a'^{u  —  gY  +  6»  (v  —  Ä)». 

Rectification  der  Ellipse.    Sei 

X  =  a  sin  q),    y  =  b  cos  qp, 
die  Gleichung  dieser  Curve,  ferner 

=  «1 

a 

so  wird  der  Bogen  0  bis  <p 


-  r^ 


6«  stn'  <jp  =  a  jB  (a,  qp). 


Für  einen  Ellipsenquadranten  q  hat  man  speciell 
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Sei 
Po  =  (p,     Pn= -[(n  —  l)Pn-2  —  sin^'^<p.cosq>], 

so  wird 

{Tk  Pi         «  1      -^4         A  1.3     X  £         ^ 

«      f,        /IV«*        /1.3\»«*        /1.3.5\»c« 

« =  2  «l^  -  VTJ  T  -  Vo;  3  -  viTo;  t 

Es  ist  näherungsweise: 

Die  über  einer  Abscisse  x  der  Mittelpunktsgleichimg  stehende 
Fläche  ist: 


oder 


F  =  ?r-  U  Vci^~^-^  4-  a'  afc  sin  — l 
2a  l  '  aj 

t:,      xy   .    ab  ,    X 

F  =  -^  4-  -rr-  arc  stn  — 
2     '     2  a 

Der  Inhalt  der  ganzen  Ellipse 

J=  abn. 


Hyperbel. 
1)   Mittelpunktsgleichung : 

a«        6«  ^' 

Gleichung  in  Polarcootdinaten 

—  ft«  —  asft« 


r»  = 


1  —  e^cos^q)       a^sin^q)  —  b^cos^q)'* 
dabei  ist 

6«  =  a2(6«  —  1)  =  pa. 

Abstand  des  Brennpunktes  vom  Mittelpunkte  ±  a  c 
Gleichung  der  Directrix  a;  =  +  — 

Gleichung  der  Asymptoten  y  =  Ji  —  x. 
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2)    Seien  a  und  ß  jene  Winkel,  die  zwei  conjugirte  Durch- 
messer mit  der  a;-Axe  einschliessen,  so  wird: 

cos  a  cos  ß       sin  a  sin  ß 


oder 


Sei  femer 


o» 

ft» 

ign 

« i^/J  — 

6» 

cos'*a 

sin*  tt 

1 

cos^ß 
a» 

sin'  ß 
h*     ' 

1 

~6! 

=  0 


wobei 

ab  =  aibi  sin(ß  —  «) 

a«  —  bi«  =  a«  —  62 

a?  +  b?  =  ''''^;  +  ^\(a^  +  b^). 
^    '     ^        stw(p  —  a)  ^ 

80  lautet  die  Gleichung  der  Hyperbel  bezogen  auf  zwei  conjugirte 
Durchmesser 

f!  -  1^  _  1  =  0 

3)  Polargleichung  für  einen  Brennpunkt  als  Pol 


1  -j-  scosq>^ 

Scheitelgleichung : 

6» 

d 

Asymptotengleichung : 

xy  =  ^  (a»  +  b^y 


y^  =  2px^'^x\ 


4 

4)  Für  zwei  Strahlen  ri,  r,  vom  Brennpunkte  nach  {x  y)  fin- 
det man: 

ri  =  a  +  «a;,    r,  =  —  a  +  bx, 

also 

rj  —  r^  =  2  a. 

5)  Gleichungen  zweier  Supplementarsehnen : 


1 
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6)  Gleichung  in  Liniencoordinaten : 

a«ti«  —  6»t;2  —  1  =  0. 

7)  Gleichung  der  Tangente,  beziehungsweise  der  Polare: 

£l_^_  1  — n 
Gleichung  der  Normale: 

y  -  ^  =  -  ft?  y  (^  -  «)• 

Man  findet  ferner: 

a 

8)  Für  zwei  Sehnen,  die  sich  rechtwinklig  schneiden    und 
durch  den  Brennpunkt  gehen: 

1  J-   1   _2  —  6^ 
Si    '    Sa  ^P 

9)  Die  Goordinaten  des  Krünimungsmittelpunktes  sind 

a»  +  ft»    , 
Der  Krümmungsradius 

Gleichung  der  Evolute 

wobei 

a  = ! ,    ß  =  — -L. — 

a  b 

gesetzt  wurde. 

Gleichung  der  Fusspunktcurve 

{u(u  —  (/)  +  v(v  -  A))«  =  a^(u  —  gy  ~  b^{v  ~  h)K 
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Rectification  der  Hyperbel.    Sei 

50  wird,  wenn 

btgnq> 

a     l/T        a*  sin*  fp 
cos  9>  '  a*  +  6* 

die  Gleichung  dieser  Üurve  ist, 


s 
oder 


_  b^    / djp 


b'    r. 


s  =  —  F{k^tp)  —  cE (fc, q))  -|-  6* tgn q>  Vi  —  k^sin^<p. 
c 

Ersetzt  man  die  Gleichung  der  Curve  durch 

X  =  usec(p^    y  =  b tgn 9, 
80  wird 


s 
oder 


k  J  ^  cos^  <p 


wobei 

Co  =  9>,     Qn  =  —  \(n  —  1)  §„-.a  +  cos""-^  q>  sin  tp] 

n  ) 

oder 

s  =  a  l-r-  *5fn  9  —  ^0  9  —  ^2  siw  2  9  —  ^4  s*»*  ^  y 1 

wobei 

4  =  i-  jfes  _|_  i.  jfes  _!_  i?5^  jfcT  4. ... 

*  32       ^  64      ^  3072      ^ 

*  ^12^  3192       ^ 
'       24576       ^ 
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Für  die  Fläche  der  Hyperbel  von  xr=ahis  x  =  x  findet  man 


oder 


■r,        b    i    1/-^ 7        o7     x  +  Vx^^a^ 

F  =  -—  {xVx^  —  a^  —  a^hg     ^  \ 

2a  l  "  a 

^  -  -2"  +  T  ^^  U      ■& /• 


Wird 


«^  +  **       i.t 
xy  =  -— J—  =  fc« 


die  Gleichung  der  Hyperbel,  so  folgt: 

Xq 


Parabel. 

1)  Scheitelgleichung 

y«  =  2px. 
Polargleichung,  Brennpunkt  als  Pol 

^         P         ^       P 

^  1   —  COSCp  o      •    •    9 

^        2  stn«  -^ 

Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel   und  zugleich  der 
Directrix  =  — -  j>. 

Gleichung  der  Parabel  in  Liniencoordinaten: 

pv^  —  2w  =  0. 

2)  Die  Parabel  bezogen  auf  conjugirte  Durchmesser 

wobei 

tgnß=^,  I 

dabei  ist  b  eine  beliebige  Ordinate  der  Parabel. 

Alle  Durchmesser  der  Parabel  sind  zur  Axe  parallel.  Jeder 
Durchmesser  halbirt  die  Sehnen,  welche  zu  der  durch  seinen  An- 
fangspunkt gelegten  Tangente  parallel  sind. 

3)  Gleichung  der  Tangente  und  zugleich  der  Polare: 
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oder 

y  -  v  =  ^i^  —  i)' 

Gleichung  der  Normale 

y  -  ij  =  -  |.  (a;  -  I). 
Man  findet  femer: 


iSr=2| 

.V=V2i)(|  +  ii,) 

4)   Goordinaten  des  Kriimmungsmittelpanktes : 

i  =  Bx-j-p 

der  Krümmungsradius:  

p9 
Gleichung  der  Evolute 

27j)i2*  =  8{'    (Semicubische  Parabel). 

Fusspunktcurve : 

u(u  —  gy  -{-  (u  —  g)(v  —  h)v  -j-  a(v  —  hy  =  0. 

Ein  zwischen  dem  Scheitel  und  dem  Punkte  x^y  enthaltener 

Bogen  s,  wenn 

x^ 

die  Gleichung  der  Parabel  ist,  hat  die  Länge 


1  ix  Vä«  -f-  a?>    ,    ,  ,     x+Vh^A-  x^ 


2 


'  • 


2 
Der  Flächeninhalt  eines  Parabelsegments  beträgt  -r-  des  über 

seine  Sehne  errichteten,    dem   Segment  umschriebenen   Paralle- 
logramms. 
Sei 

P 

f  r=:  = 

l  -{-  cos<p 
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die  Gleichung  der  Parabel,  so  ist  der  Flächeninhalt  zwischen  Axe, 
Leitstrahl  vom  Brennpunkte  und  Bogen: 

Ferner  ist  der  Flächeninhalt  zwischen  Sehne  und  Bogen 

fyt  —  y-iY 

12p 

Cyklische  Curven. 

Geschichte:  A.  Cykloide.  Mersene  und  Galilei  waren 
die  ersten,  die  sich  mit  dieser  Curve  beschäftigt  haben,  letzterer 
fand  auch  eine  geometrische  Quadratur,  welche  Roberval  1634 
analytisch  bewies. 

B.  Epi cykloide.  Für  den  Erfinder  der  Epicykloiden  gilt 
der  bekannte  dänische  Astronom  Olaf  Roemer,  der  sie  im 
Jahre  1674  bei  der  Untersuchung  der  besten  Form  der  gezähn- 
ten lläder  zur  Anwendung  brachte. 

Ueber  die  cyklischen  Curven  vergleiche:  Weissenborn, 
„Die  cyklischen  Curven",  Eisenach  1856. 

Entstehung:  Wenn  auf  einer  Geraden  ein  Kreis  mit  dem 
Radius  r  rollt,  so  beschreibt  ein  Punkt  auf  einem  Radius  9 

1)  eine  gedehnte  Cykloide,  wenn  q  <ir, 

2)  eine  gewöhnliche  Cykloide,  wenn  p  =  r, 

3)  eine  verkürzte  Cykloide,  wenn  9  >►  r. 

Wird  die  Basis  nicht  eine  Gerade,  sondern  wieder  ein  Kreis, 
so  entsteht  eine  Curve,  die  Epicykloide  oder  Hypocykloide 
genannt  wird,  je  nachdem  jener  Kreis  auf  der  äusseren  oder 
inneren  Seite  des  festen  Kreises  rollt.  Diese  Curven  werden 
gedehnte  oder  verkürzte  genannt,  je  nachdem  der  beschrei- 
bende Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Peripherie  des 
bewegten  Kreises  liegt. 

Sind  die  beiden  Radien  gleich,  so  wird  die  Epicykloide  za 
einer  Cardioide. 

Ausführlicher  als  es  hier  möglich,  findet  man  diese  Curve 
in  L.  A.  Soncke^s  ^Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Diffe- 
rentialrechnung^, Halle,  i.  Aufl.,  behandelt. 


ider 
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A.   C  y  k  1  o  i  d  e. 

Sei  r  der  Radius  des  rollenden  Kreises,  so  wird 

a;  =  r  <jp  —  (r  -\-  d)sinq> 

X  =  arc  cos  ^      _i  T  ^  ""  V2  (r  +  d)  y  —  y« 


md  die  Differentialgleichung 

V2(r  +  d)y  — y« 
Wird  <I  -|-,  so  entsteht  eine  verkürzte, 
d  =  0,  eine  gewöhnliche, 
d  — ,  eine  gedehnte  Cykloide. 
Man  hat 

dy        V2(r  +  d)y-y8 

^PM^i^Mto  ^^^^  IIB   ■         ^     I      I       ■  1.^ Mll  ■■■■■  ■  fcl 

dx  y  —  d 

d*y ry-|-rd-f-d« 

di»~  (y  —  rf)8 

Die  Gleichung  der  Tangente: 

(y  -  cZ)  (i;  -  y)  =  V2(r  +  d)y-y«(l  -  a;), 
diejenige  der  Normale: 

V2(r  +  d)y-y«('J  -  y)  =  -  (y  -  d)«  -  «)■ 
Man  hat  femer 

^_      yV2ry  +  <^* 
V2(r  +  d)j^-y« 

y(y  —  <0 


ST=  — 


y2(r-\-d)y  —  y* 


jf^yV2ry-\-d* 
y  —  d 


y  —  d 


Kriimmangsbalbmeaser  p 


(2ry  +  d»)' 
'^       ry  +  rd  +  d» 
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Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

^ d^  -\-  ryd  —  ry^ 

ry  -^  rd  -\-  d^ 

«  =  arcos  ^  +  ^-"y  +  r(y-d)V2(r  +  d)y^y» 

r -\- d        "^  ry-\-rd'{-d^ 

Für  die  gewöhnliche  Cykloide  findet  man 

X  =  rare  cos —V^ry  —  y*. 

Flächeninhalt  eines  Stückes  zwischen  yi  und  y^ 
=  -^^'V2ry,-y,^+    ^J^V2ry,  ^  y,^ 

+  |-r«arccos-^[(r~yi)(^--ys)  +  V2ryi-yi*V2ry,— y«]. 

Der  ganze  Raum,  der  bei  einer  vollständigen  Umwälzung  er- 
zeugt wird,  beträgt  Sr^x. 

Die  Länge    des   zwischen   denselben   Ordinaten  enthaltenen 
Bogens 

=  2  V2r  V2r  —  yi  —  2  V2r  1/2 r  —  y^. 
Die  Länge  der  ganzen  Cykloide  =  8r. 


B.   Epi-   und    Hypocykloiden. 

Das  obere  Zeichen  bezieht  sich  auf  die  Epicykloide,  das  un- 
tere auf  die  Hypocykloide. 

/     I      \  -r-  r  +  Q 

X  =  {r  ±  Q)cosg)  ip  Q  cos     ^  ■  g> 

y  =  (r  ±:  Q)stn  (p  —  gstn 9, 

dabei  ist  r  der  Radius  des  festen,  und  p  der  des  rollenden  Kreises. 
Man  findet 


^  .     r+2p  rcosw  —  X 

=  n:  tan  —= — -  w  = 7—^ 

^  ^        2  Q      ^  rsinq>  —  y 


dy 

dx 

d^y  _    r  ±2q 1 

dx^  ~  2Q(r  ±  q)[      r  ±2q 


r       r  4-  2  p     V    .     r 
und  daraus  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Normale. 
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Femer  wird 

T  =  y  cosec  — ^^ — ^  w 

ST=±ycotg'^±^q> 

N  =  ysec      ^^^  (p 

8N=+  ytgn—^—^fp. 

Der  Krümmungsradius  wird 

_  2p(r±p)  r 

-     r±2p     '^**279'. 

Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 


r 


Ur  ±q)cos(p  ±cos  ^~^  (p\ 


-~r±2p  Lv-^/  — ^-—      ^ 
Diese  liefern  zugleich  die  Gleichung  der  Evolute. 

Wird  r  =  p,  so  entsteht  die  sogenannte  Gardioide.  Ihre 
Gleichung  lautet  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

(ar«  +  y«)»  —  6r^(x^  +  y«)  +  8r^x  —  3r*  =  0. 

Ihre  einfachste  Gleichung 

ti  =  2r  (1  -(-  sfnO- 

Die    Spiralen. 

A.   Spirale  des  Archimedes. 

Entstehung.  Rotirt  eine  Gerade  gleichförmig  um  einen 
festen  Punkt,  so  beschreibt  ein  auf  ihr  sich  gleichförmig  be- 
wegender Punkt  eine  Spirale  des  Archimedes. 

Gleichung  der  Gurve: 

rw 

Vx^  +  y'  =  aartgn  -^. 

Man  findet 

dy asinfp  -{-  ucosq) 

dx       aco8q>  —  u  sin  q) 
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und  damit  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Normale. 
Man  hat  femer: 


sin  (p  -{-  ip  cosq) 

^rp u sin  q>  [cos  y  —  y  sm  y } 

sin  Kp  '\'  (p  cosq> 

-^ u  sin  qp  \/l  -|-  y* 

cos<p  —  y  sin  y 

^^j  u  sin  y  (sin  y  -|-  y  cosq>) 

cosy  —  ystwy 

Der  Krümmungsradius  wird 

y(y2  +  2) 
und  die  Goordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

a u  {y  gm  y  -[-  (1  -[-  y») cos  y } 

P-  y  (y «  +  2) 

tifycosy  --  (1  4-  ^^)sinq>} 

"-  9>  (<P«  +  2) 

Man  findet  femer 

Die  Polartangente        =  a  y  Vi  -|-  y«  =  m  Vi  +  ^*  ^* 
„     Polarsubtangente  =  a 

„    Polarnormale        =  a  Vi  -|-  y*  =  Vw*  -[-  a* 
„    Polarsubnormale  =  a. 

Der  Flächeninhalt  eines  zwischen  zwei  Leitstrahlen  entlial- 
tenen  Sectors  wird 

Die   Länge  eines  zwischen    diesen   Leitstrahlen   enthaltenen 
Bogens 


»•  i.„  i-  y»  +  Vi  +  y/l 


--r-iog 


in         


V,  +  Vi  +  9/ 
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B.  Die  allgemeinen  Spiralen. 

Ihre  Gleichung:    u  =  aq>^. 
Specielle  Fälle: 

ti  g?  =  a,      die  hyperboUsche  Spirale, 
w*  =  a*  q>,  die  parabolische  Spirale. 
Man  findet 


«, ti  sin  q>  Vw'  +  9* 

n  sin  9  -f-  ^>cosq> 

o m 14 sin q>  {neos (p  —  (psinq>\ 

n  sin  9  -(-  9  cos  y 

ncosg)  —  9  sin  (p 

nco^g)  —  fpsinq> 
Der  Krümmungsradius 

gj  (qp^  -|-  w*  -|-  n) 
Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

a n u  \q>sin  y  -f'  (^'  "h  yO ^^^  ^ } 

'^  ~  9{9?»  +  w2  4-  n} 


« 


g)  J9'  +  w'  +  w} 

/; 


Die  Polartangente  wird  =  w  j,   1  -j-  m^  T^  j   =  —  9"  V'w^-fqp: 


„    Polarsubtangente     =  w*  y^  =  —  g)*-i 


„    Polamormale  =  ^  w«  -(-  ( j-)  =  a  y*»-^  Vw^  -f-  91 

-    Polarsubnormale      =-5— =  waflp''-^ 
"  dg)  ^ 

C.    Die  logarithmische  Spirale. 

Ihre  Gleichung:  u  =  a'''. 
Sei  X  -^loga^  so  wird: 

Latk»,  VAthem  Fonn«liisaniinlung.  33 


1 
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w  Vi  —  cos^  q>  -f-  <^os*  q>  -]-  2X  sin  9  cos^  9?  -J-  A*  (1  —  cos*  (f- 


ST  =  u  sin  q) 


k  siv  €p  -j-  cos  q) 
kcosq)  —  sin  9 


N 


A  sin  <p  ~\-  cos  (p 
w  Vi  —  cos*  (p  —  2X  sin  q>  cos*  q)  -\-  k'^(l  —  cos*  q>  -|-  cos*  qi 


A  cos  q>  —  sin  qp 


d-KT  .        k  stn  o)  A-  cosq> 

SN  =  —  Msmop  -. -^ — ■ — :— ^• 

l  cos  q)  —  sin  q) 


u 


Die  Polartangente  wird  =  —  Vi  +  ^''^ 


ti 

Polarsubtangente      =  — 


^     Polarnonnale  =  u  Vi  -\-  A* 

„     Polarsubnormale       =  Ai* 


Krümmungshalbmesser    =  t«  Vi  -j-  XK 
Goordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

a  =  —  Xa^  sin  <jp 
/3  =  A  a^  cos  9, 

(ileichung  der  Evolute 


,^^,V«M^* 


=  ardgn  ^—  ~| 


Demnach  ist  die  Evolute  wieder  eine  logarithmische  Spirale. 
Der  Flächeninhalt  eines  Sectors 

1  a2T«  —  a^n 

4  A 

Die  Länge  des  zugehörigen  Bogens 

=  Vi  +  A« 


fflt9'«  —  a^i\ 


Geschichtliche  Anmerkung. 

Conon,  ein  Zeitgenosse  des  Archimedes,  hat  die  archi- 
medische Spirale  entdeckt.  Archimedes  hat  eine  Schrift  über 
sie  geliefert.  Die  logarithmische  Spirale  hat  zuerst  Descartes 
betrachtet. 

Die  hyperbolische  fand  Joh.  Bernoulli,  der  sich  überhaupt 
viel  mit  Spiralen  beschäftigt  hat. 
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Die  parabolische  rührt  von  Jac.  Beruoulli  her  (Act.  Erud. 
1691). 

Quadratrix. 

Allgemeine  Definition.  Quadratrix  ist  eine  Curve,  die, 
über  derselben  Axe  mit  einer  gegebenen  Curve  beschrieben,  durch 
ihre  Ordinaten  die  Flächenräume  dieser  angiebt. 

Geschichte.  Die  älteste  Quadratrix  ist  die  des  Dinostra- 
tus,  eines  Zeitgenossen  des  Plato.  Der  allgemeine  Begrifif 
stammt  von  Newton  (Opuscula  I,  p.  102). 

Quadratrix  des  Dinostratus:  Sei  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  gegeben.  Es  bewege  sich  eine  Gerade  r  um 
das  Centrum.  Denkt  man  sich  nun  auf  dieser  Geraden  in  irgend 
einer  Lage,  die  durch  die  Coordinaten  des  Endpunktes  xy  be- 
stimmt sein  mag,  einen  Punkt  so   bestimmt,  dass  der  bis  dahin 

beschriebene  Bogen  sich  zum  Viertelkreis  verhält  wie  r  —  y  :  r, 
so  gehört  dieser  Punkt  der  Quadratrix  an. 

Gleichung  der  Curve 

2  r     ^> 

n    sinq) 

Diese  Curve  hat  unendlich  viele  Asymptoten. 
Es  wird 

y  =  — ^  r,    X  =  X  tgn  9, 

daraus  lassen  sich  leicht  die  Tangenten  und  Normalen  ableiten. 
Es  wird  femer 

2  f  Cp       m/ : 

T  =  — r-~—  ysin'^  w  —  2q>Sfnw  cos  w  -\-  w^ 
ST  =  — r-f—  (s'f w  qp  cos  cp  —  cp ) 


^ 2 r 9  Vsin^(p  —  2  (p  sinq)  cos <jp  -f-  q>'^ 

7t  sinq)  cosq)  —  qt 

X     sinq)  cos  q)  —  q) 
Krümmungshalbmesser  wird 

r  [s?'w*  q)  —  2q)  sin  q)  cos  q>  -+-  q)^Y 

n  si7i^  q)  {si)i  q)  —  q)  ros  q)) 

33* 
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und  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 
r  sin^if  —  49  sinq>  costp  -}-  9*(1  +  2cos^(p) 

Ci=  —  ' : j—. r 

n  sm  q)  {stn  q>  —  9  cos  q>) 

^ r  sin^(pcos(p-\-q)sin^<p(l  —  q> cos^(p)-\-(p^fiinq) cosq)(l-\-2cos^ip)-\-^ 

7t  sin*  q)  (sin  tp  —  9  cos  tp) 

Der  Flächeninhalt  eines  Sectors   zwischen  den  Amplituden 
(pi  und  9^2 

Vi 

=  — j-  j  <p^  cotg  (f  —  2q)  log  sin  9?  1  -| I  log  sin  q>  dip^ 


Vi  V»i 


von  0  bis  -^  wird 


2r* 
J=^-!-log2. 

3t 


Aehnlich  ist  die  Quadratrix  von  Tschirnhausen 

2  <r  ny 

y  =  — ^  r,    X  =  rcos  w.    x  =  rcos  ^ 

zu  behandeln. 

Ueber  die   Asymptoten   der  Quadratrix  von  Dinostratus 
vergleiche  Kästner,  Geometrische  Abhandl.  II,  S.  218  bis  241. 


Gonchoide. 

Geschichte.  Von  Nicomedes  etwa  im  2.  Jahrh.  v.  Chr. 
bei  Gelegenheit  des  Deli' sehen  Problems  entdeckt.  Newton 
gebraucht  sie  zur  geometrischen  Auflösung  der  Gleichungen  drit- 
ten und  vierten  Grades  (Arithm.  univ.,  p.  115).  Ueber  Conchoiden 
auf  beliebiger  Basis  vergl.  De  la  Hire  (Mem.  de  TAcad.  des 
Seien.  1708). 

Entstehung.  Denkt  man  sich  eine  horizontale  Linie  und 
unterhalb  derselben  einen  Punkt,  zieht  man  durch  diesen  Pol 
eine  beliebige  Gerade  und  beschreibt  in  jenem  Punkte  der  Hori- 
zontale, in  welchem  die  Gerade  jene  trifft,  mit  einem  Radius 
=  a  einen  Kreis,  so  trifft  dieser  die  Gerade  in  zwei  Punkten 
der  Gonchoide. 
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Gleichung  der  Gurve: 

(y  +  6)»  +  y 

(b  ist  die  Entfernung  des  Poles  von  der  Horizontalen),  oder  auch 
^  _j_  26j/»  +  (x*  4-  6»  —  a*J  1/"  —  2a'6 1/  —  a«6»  =  0 

dp  ^     y*Va'  —  y^ 

dx  y^  +  a*6 

Wird  6  •<  o,  so  hat  die  Curve  eine  Schleife.     Die  Horizon- 
tale ist  zugleich  eine  Asymptote. 

Man  hat:  

y  Va»  —  y» 


1/3  + a26 

j/3  -(-  a*6 
Der  Krümmungshalbmesser  ^  und  die  Coordinaten  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes a/3  werden 

^  ""y3{2a'6  —  y^  —  3fti/«} 

&(2y4-  3fc)(a«-yy» 
**""  y(2a^b  —  y^—  3&y») 

_  6[a4fe«  -  yHy»  —  3a2y  —  Sa'Ä^)! 
^  ""•  y3[2a26  —  y»  —  36y^J 

Die  Bestimmung  eines  Bogens  führt  auf  ein  hyperelliptisches 
Integral;  die  zwischen  zwei  Ordinaten  yi  und  ya  enthaltene  Fläche 
wird: 

=  ^[y  Va»  -  y^]  +  ab  [lagay  +  y  Va^  -  2/^J 


Vi 


1     ,  .    y«  Va«  ->  yl  —  y,  Va'  —  yl 


5 1 8  Lemniscate. 

Lemniscate. 

Geschichte.  Zuerst  von  Jac.  Bernoulli  (Act-a  Erud.  1694. 
Opera  I,  Nr.  LX)  entdeckt.  Ueber  die  Geschichte  dieser  sehr 
interessanten  Curve:     Ennepper,  Elliptische  Functionen. 

Entstehung.  Fällt  man  vom  Mittelpunkte  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  auf  die  Tangenten  Perpendikel,  so  ist  sie  der 
geometrische  Ort  der  Fusspunkte. 

Gleichung: 

p«  =  a^cos2(p 

dg  asin2(p      l   dg  _       .  ^^^ 

j —  =  —  ,  /  ,    —  j —  =  —  ton  Z  op 

d<p  Vcos2ip      ^  »9> 

dj/  _  £  gg  —  2  a:»  —  2t/g 
dx~  Ij  a^i  -j-  2x^  -\-  2 y^' 
Daraus  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Nonnale.    Die 
Curve  hat  im  Anfangspunkt  einen  Doppelpunkt  mit  den  Tangen- 

13 

tenwinkeln :  —  n  und  —  n.    Die  Form  der  Curve  oo . 

4  4 

Man  findet: 

j, a^rj  Vt;3  4-  1'^        <t>  sin  q)  Vcos  2  q) 

~  S(a2  —  2|2  —  2rj'^)  "  cos(p\l  —  2cos2<p\ 

S  '  a*  -  2^^  — 27^2 

asin^w     1  +  2cos2op  ,/ — r — 

=  — •  -^ ^-75 ^  Vcos  2  (p 

cosip       1  —  2  cos  2  (p  ^ 

y_       a^V^^  +  ri^      _    aVcos2(p 
"    "~  a2  +  2  ^2  +  2  r/2  ~"  1  +  2  cos  (p 

CAT        S(a2  —  2^2  __  2 1?2)  l— 2C059?,> — - 

a2  -f-  2  f 2  -|-  2 1^2  ^    l  -j-  2cos(p  ^ 

Krümmungshalbmesser 

H  =  ^^  —        /^  =  ^ 

3V|2-f-i^2        3  Vcos  2  9        3q' 

Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes 

_  g (g»  4-  1^  4-  V'^)  _  2acosUp 
3  (g2  +  ri^2)       -  3  y^^J^ 

ß  _  _  n  fa'^  —  1^  —  ^^)  __  _    2  g  sm3  y 
'   ~  3(1-' -f  ^2;        -       ^^=J^- 
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Gleichung  der  Evolute 

(2  •2n  /  a-  a\  1 

«8  4-  ß^)  (a5  _  ß3)2  =  2  a. 

Flächeninhalt  eines  Sectors 

Der  ganze  Kaum  der  Fläche  ist  =  a*^. 
Die  Länge  eines  Bogens  ist 

Q 


=  '/vi-L,..»=i^^<*'' 


wobei  sm  g?  =  -j-  sin  ^>  und  jF  das  elliptische   Integral   erster 

Gattung  mit  dem  Modul  =  y  -^  ist. 

Der  Inhalt  des  durch  die  Rotation  einer  Lemniscate  entstan- 
denen Körpers  ist  gleich 

71  a^ 


j  +  V^%(i  +  ^2) 


Zur  Tangentenconstruction  beachte  man,  dass  der  Winkel, 
den  die  Normale  mit  dem  Radiusvector  einschliesst,  =  29  ist. 
Die  Lemniscate  ist  ein  specieller  Fall  der 


C  a  8  8  i  n  0  i  d  e. 

Geschichte.  Von  Dom.  Cassini  (Montucla  hist.  des  Math. 
Xouv.  ed.  Tom.  II,  p.  563)  erfunden,  welcher  durch  sie  die  Be- 
wegung der  Erde  um  die  Sonne  genauer  darzustellen  glaubte. 

Entstehung.  Das  Product  der  Entfernungen  von  zwei  con- 
stanten  Punkten  in  der  Entfernung  2  a  ist  constant  und  gleich  b\ 

Gleichung: 

(^^  +  i/*)*  —  2  a' (^2  —  f)  =  6*  —  a\ 
oder  in  Polarcoordinaten: 

Q^  —  2a'^Q^cos2qi  ==  6*  —  a^ 

für  6  =  a  wird  die  Curve  zu  einer  Lemniscate. 

Discussion  in  Schlömilch's  Uebungsbuch  I,  S.  96. 
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G  i  s  s  o  i  d  6. 

Geschiebte.  Stammt  von  Diokles,  der  sie  bei  der  Auf- 
lösung des  Deutschen  Problems  benutzte.  Soll  nach  Gemiuus 
von  xioöog^  Epheu,  stammen. 

Vergleiche  Reimer:  historia  duplicationis  cubi.  Göttingae 
1793.  Cantor,  Vorlesungen  über  Gesch.  der  Math.  1880,  L 
S.  302,  306. 

Entstehung.  (Newton,  Arithm.  univ.,  p.  231.)  Seien  zvrei 
sich  J_  schneidende  Gerade  gegeben  gi  g^.  In  der  Entfernung  a 
vom  Schnittpunkte  befinde  sich  auf  der  Geraden  gi  ein  Punkt  P. 
Durch  diesen  soll  beständig  der  eine  Schenkel  eines  rechten 
Winkels  gehen,  dessen  anderer  Schenkel  von  der  Länge  2a  be- 
ständig sich  auf  die  Gerade  g^  stützt.  Der  Halbirungspunkt  dieses 
zweiten  Schenkels  beschreibt  bei  der  Bewegung  die  Cissoide. 

Gleichung: 

x^  =  y^{2r  —  x)  oder  {x'^  -\-  y^)x  =  2ri/». 

Setzt  man 

uy  =  x, 
so  wird 

2r  2r 


^  =  11  ..n^  y 


Ueber  die  Theorie  der  Cissoide  auf  Grund  eines  rationalen 
Parameters  siehe  Grunert's  Archiv,  Bd.  56,  S.  144. 
Wir  haben 

d//  _     3 x^  -f-  y'^ 

dx  ~~  2y(2r  —  x)' 

daraus  ergiebt  sich  leicht  die  Gleichung  der  Tangente  und  Nor- 
male. 

a;  n=  0  ist   ein   Rückkehrpunkt    erster  Art,    x  =  2r    eine 
Asymptote,  die  Curve  kehrt  stets  ihre  convexe  Seite  der  a;-Axe  zu. 

Wir  haben  femer: 


rr_       ^^      l/8r-3g 
3r-g 
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^_r|Vg(8r-3|) 
-"  -       (2r  -  D« 

QjT_l'(3>--|) 
^^-   (2r-|)«- 

Für  den  Krümmungsradius  i2  und  die  Coordinaten  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes a,  ß  findet  man: 

8 

5 


p_rKg(8r~  3g) 
3(2r-|)« 

rg(12r-5g) 


3  V2r-  I 
Gleichung  der  Evolute 

21  ß*  4-  1152r/3a  +  4096 r3a  =  0. 
Allgemeine  Gleichung  der  Cissoidalcurven 
(ax^  -^  b X y -\- cy^){m X  '\-  ny  -{- p)  —  (m X  -{' ntj)(d X -{- c y)  =  0 
oder 

Eine  jede  derartige  Curve  hat  einen  Doppelpunkt. 
Der  über  der  Abscisse  stehende  Theil  der  Fläche  hat  den 
Inhalt 


^     "  ^       ^  —■L(Sr  +  x)V2xr-x^. 


r*  arc  cos 


2      r  2 

Der  gesammte  zwischen  der  Curve  und  ihrer  Asymptote 
liegende  Flächenraum  beträgt  das  dreifache  des  erzeugenden 
Kreises. 

Ueber  einer  Strecke  AB  =:  2r  beschreibe  man  einen  Kreis 
und  lege  in  B  eine  Tangente  an.  Durch  Ä  ziehe  man  eine  be- 
liebige Gerade,  welche  den  Kreis  in  M  und  die  Tangente  in  N 
schneidet.  Wird  hierauf  von  N  auf  AMN  eine  Strecke  =  MN 
aufgetragen,  so  ist  der  so  entstandene  Punkt  P  ein  Punkt  der 
Cissoide.    Das  Wesen  des  erzeugenden  Kreises  ist  hiermit  klar. 

Wird  der  Bogen  vom  Coordinatenursprung  aus  gerechnet, 
so  ist  seine  Länge  s 

\*      r  -X  -^  (2  -j-  V'i)Vr  I 
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Durch  die  Umdrehung  der  Cissoide  um  die  j;-Axe  entsteht 
ein  Körper,  der  von  a?  =  0  an  gerechnet  den  Inhalt 

V=n  [srHog  {^^)  -  x  J4r«  +  rx-  +i  x«j] 

hat.    Rotirt  die  Cissoide  um  ihre  Asymptote,  so  wird 

Tr  f  o  ^  —  ^        3  ^*  —  5  r  X  +  Jt* *^  1  /T 

V  z=L  n    r^arc  cos ■ k2  ra?  —  x» 

l  r  3 

daraus  der  Inhalt  des  ganzen  Körpers 

Vz=  2r»3r2. 


Kettenlinie. 

Geschichte.  Schon  Galilei  hat  die  Gleichgewichtsform 
eines  biegsamen  Fadens  untersucht  und  irrthümlicher  Weise  fiir 
eine  Parabel  angesehen.  Die  Kettenlinie  wurde  von  Jac.  Ber- 
nouUi  1691  entdeckt 

üeber  ihre  Theorie  vergl.:  Theorie  der  Potentialfunctionen 
von  Gudermann,  Berlin  1833.  Kulik:  Theorie  und  Tafeln  der 
Kettenlinie,  Prag  1832. 

Gleichung: 


oder 


1       /-^    ,     -*\ 


m 


Man  hat 


u  =  m  cos  hui)  — 


du         .    ,       X 
--^  --  Sin  hup  — 
(Ix  "^     m 


T  =  m ^cos hyp  ^j  [cotg hijp  ^ 


X  y 


X 

S  T  =  —  m  cotg  hup  — 

jS  =  in  l  cos  hyp  —  J 

SN  =  -^  m  sin  hyp 

2  ^^  m 
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Krümmungsradius  =  iV,  die  Coordinaten  des  Krümmung^- 
ittelpunktes 

a  =  X  —  m  [cos hm  —  i    =  x  —  -^ 

\       "^^  m)  m 

X  I 

ß  =  2mcos  hyp  —  =  2  y. 

Gleichung  der  Evolute 

j8«  ß 

7- 1-  a  =  ?w  Are  cos  hyp  ^^ 

Der  Flächeninhalt  des  zwischen  zwei  Ordinaten  liegenden 
»tückes 

J  ^=:  m^  (sm  hyp  —  j   . 
Länge  des  Bogens  zwischen  denselben  Ordinaten 

=  w  ( sin  hyp  —  1   . 

Logarithmische  Curve. 

Geschichte.  Der  Erfinder  ist  unbekannt  Huyghens  gab 
hr  den  Namen,  sagt  aber,  dass  sie  schon  von  Anderen  unter- 
ucht  sei  (Diss.  de  causa  gravitatis). 

Gleichung: 

T  dy        m  - 

y  =  m.logx,    ^  =  — ,    ^  =  e- 


ST=  —  xlogx 


m 


N=  —  Vm«  +  x^ 

X  ' 


V 


X 

Die  Subtangente  in  Bezug  auf  die  F-Axe  ist  constant. 
Krümmungsradius  und  Coordinaten  des  Krümmungscentrums 

mx 

2  X«  4-  m«      ^                ?h3  -4-  aj» 
«  = ! ß  =  y 
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Die  Länge  des  Bogens  zwischen  zwei  Äbscissen  x^  und  /j 

=    \/m»  +  x^  —  mlog  {x  Vm*^  +  ^«  -f  ^^]  1    • 
Der  Flächenraum  nach  der  X-Axe: 

=  IwxZoy mx\   , 

der  Flächenraum  nach  der  Y-Axe: 

=  m{x^  —  Xi). 


Analytische  Geometrie  des  Raames. 


§.  164. 

Analytisohe  Geometrie  des  Punktes. 

Cartesische  Coordinaten. 

1)  Die  Entfernung  zweier  Punkte  (iPiyiXfi),  ipc^y^z^)  ist  ge- 
geben durch 

d  =  V{x,  -  x,y  +  (y,  -  y,y  +  {z,  -  z,y 
mit  den  Richtungscosinussen 


cosa  = 


X\   —  iC2 


cos/j  =  yL^ 


cosy  = 


^1  —  ^2 


2)  Die  Coordinaten  desjenigen  Punktes,  welcher  die  Entfer- 
nung zwischen  diesen  Punkten  im  Verhältniss  m  :  n  theilt,  sind 


X  = 


mxi  -^  nx^ 


y  —  :  *     * 


m  -\-  n     '^  w-f-w     '"  w-|-w 

3)  Das  sechsfache  Volumen  des  durch  die  tier  Punkte 

{x^yxZx^    X  =  l,  2,  3,  4 
gebildeten  Tetraeders  ist  gegeben  durch 

Xi    yi    Zi     1 
x^    y^    Zi     l 

^i     Va     ^3      1 
X^      2/4      ^4       1 

Ist  F  =  0,  so  liegen  die  vier  Punkte  in  einer  Ebene. 

4)  Die  drei  Punkte 

(oc^  Vh  ^x),    X  =  1,  2,  8 


6F  = 
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Der  Funkt  im  Baume. 


liegen  in  einer  Geraden,  wenn  zwei  der  folgenden  DeterminauU 
erfüllt  sind 


=  0. 


^\  Vi  1 

ari  e^  1 

yi  ^1  1 

^2    »2    1 

-0, 

^2    ^2     * 

-0, 

»2  ^2    1 

^3  y^  1 

rTj  z^  1 

3^S    ^3    1 

§.  165. 

Analjtisolie  Geometrie  der  Oeraden. 

1)  Der  Winkel,  den  zwei  durch  die  Winkel 

oc/Jy,    a'jS'/ 
gegebene  Richtungen  mit  einander  einschliessen,  ist 
cos  Ol  =  cosaeosa!  -|-  cosß  cosß'  -}-  cosy  coS'/ 


Sinei)  = 


cosß  cosy 
cos  ß'  cos  y' 


+ 


cosy  cosa 
cos  y'  cos  a! 


+ 


cosa  cosy 
cosy'  cosß* 


Stehen  die  Richtungen  auf  einander  senkrecht,  so  wird 

cos  ce  cos  a'  -|-  cos  ß  cos  ß*  -f-  ^^s  y  cos  y'  =  0. 

Die  Richtungscosinusse  der  Normalen  sind 

,       cos  ß  cos  y'  —  cos  ß  cos  y* 

cos  k  =  — ^—. — 

sincD 

cos  y  cos  «'  —  cos  «  cos  y' 

sin  CS) 

cos  a  cos  ß*  —  cos  ß  cos  a' 


cos  IL 


cos  V  = 


smo 


Geht  die  erstere  Richtung  durch   den  Punkt  (xiffi^i)^  to 
zweite  durch  (pr^y^z^),  so  ist  der  kürzeste  Abstand 

d  =  {xi  —  X2)  cos  A  -(-  (yi  —  2/2)  cos  (t  -f-  (jgf,  —  z^)  cos  v. 
2)  Gleichung  einer  Geraden: 

I.  X  =^  mz  -^  a^    y  r=  nz  -\-  b 

z  —  Zi 


jj    a;  —  a?i  _  y  —  yi 
cos  «  cos  ß 


cosy 


Diese  geht  durch  den  Punkt  {Xi  yi  Zi)  und  bildet  mit  deii 
Axen  die  Winkel  a,  j8,  y, 

III.  Ax  '\'By  -\-  Cz  '\'  D  =  0 


Die  Gerade  im  Baame. 
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Sei 
so  sind 


B  B' 

i 

C  A 

a 

A  AI 

C  C 

+ 

CA' 

+ 

B  B' 

=  ^,^  +  ^i  +  ^/, 


^l 


die  Richtungscosinusse  dieser  Geraden. 

3)  Sei 

X  =  m0  -\-  a^    y  =:  nz  -j-  b 

eine  Gerade,  femer 

Ax-i-  By+  Cz-\-  D  =  0 

eine  Ebene.    Sei  ferner 

L,  =  Aa-{^Bb  +  D 
La  =  Am-^Bn-^-C. 

Wird  La  =  Ol  so  ist  die  Gerade  der  Ebene  parallel,  wird 
auch  noch  La  =  0,  so  liegt  sie  ganz  in  der  Bi)ene 

Ax-^-By-^  Cz  -j-  D  =  0. 

4)  Die  Gerade 

X  —  a y  —  6 0  —  c 

1  m  n 

macht  mit  der  Ebene 

Ax-^-  By-^  Ce  +  D  =  0 

den  Winkel  6  und  es  ist 

.   ^  Al-\-  Bm  +  Cn 

yp  +  m2  +  w2  VA^  +  i^«  +  (> 

5)  Zwei  Gerade 

a?  =  mjSf-|-a,    y  -=  n  z  -{-  h 
X  =  m^z  -[-  a,    y  =1  n'  z  -[-  b 
schneiden  sich,  wenn 

a  —  a\    m  —  m! 
b  —  6',     n  —  n' 
und  es  ist  sodann 

(n  —  n'){x  -^  mz  —  a\  =  {m  —  m')(3/  —  nz  —  b) 
die  Gleichung  ihrer  Schnittebene. 


=  0 
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6)  Gleichung  einer  Geraden  durch  zwei  Punkte 

(iPi  Vi  ^i)    (^  Vü  et) 

g  —  a^i  _  V  —  yi  _  t  —  ^1 

^t  —  ^1      y%  —  Vi     ^2  --  ^1 

oder 

jgr  =  ;8fi  +  A(ir,  —ex). 

Dabei  ist 

A 

V 

wenn  (a^it/i;?!)  (rcy^)  die  Entfernung  dieser  beiden  Punkte   be- 
zeichnet. 

7)  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch  den  Punkt   (XiyiZi) 
und  parallel  der  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen 

ax-^-by-^-ce-j-d^nO 

^a'X'\-b'y'\-cfg-\-ä=0 


ist,  lautet: 


X  —  X 


1     _     y  —  Vi     _     ^  —  ^1 


bc'  -^  cV       Ca*  —  ac*       ab'  —  ba' 


§.  166. 

Analytisohe  Geometrie  der  Ebene. 

Cartesische  Coordinaten.     . 

1)  Die  Gleichung  einer  Ebene  ist 

Ax-[-By-\-  Cz  -\-  D  =  0. 

Schneidet  sie  die  Axen  in  den  Entfernungen  a,  6,  c  vom  An- 
fangspunkte, so  ist  ihre  Gleichung 


Ihre  Normalform  lautet 

xcosa  4"  ycosß  -\-  iscosy  —  ?  =  0, 


wobei 


Die  Ebene. 
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COSd  = 


a 


cosy  = 


±    a2  -f  6«  +  c2  ^ 
c 


cosß  = 


Z  = 


±Va2  +  62  _|_  c> 
-  d 


Der  Abstand  p  eines  Punktes  (a:i  yi  ^stj)  ist 

2)  =  ±  {xi  cos  a  -\-  yi  cos  ß  -{-  z^  cos  y  —  /}, 

jr>  ist  +,  je  nachdem  der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
und  der  Punkt  (xi  y^  Zy)  sich  auf  verschiedenen  oder  gleichen 
Seiten  der  Ebene  befinden. 

2)  Geht  die  Ebene  durch  den  Punkt  (x^yiiSi)^  so  ist  ihre 
Oleichung: 

A{x  ^  X,)  +  B{y  -  y{)  +  C{z  -  z,)  =  0. 

3)  Geht  die  Ebene  durch  die  Punkte 


{x^ynZ^),     X  =  1,  2,  3, 


so   ist  ihre  Gleichung 


(r  —  Xi) 


oder 


rr 


+  (y  -  Vi) 


Zi  Xi  1 
Z2  ^3  1 
^3  ^Z  1 


a;i»ii 

+  (^    ^l) 

arjy,  1 

3^3  ysl 

=  0 


»l^ll 

Ä^i  .^1 1 

^i2/il 

^i  Vi  ^1 

y«^«l 

+  2/ 

£^2^:2 1 

+  ^ 

^yji 

: 

^2  2/2  ^2 

»3-2^3! 

z^  x^  1 

^3  J/3  1 

^3  2/3  ^3 

Ist  einer  der  Punkte  Anfiingspunkt  des  Coordinatensystems, 
so    wird: 

i-Ts  y2    —   2/3^2)^  +  (^3^2    —    ^2^3)2/  +   ('2/3'2'2    —   ^zV'l)^  =  0 

die    verlangte  Gleichung  sein. 
Sei  die  Gerade 

az-\-hy-\-eX'\-\r=zO^ 

«1  ^  +  61 2/  +  ^1  ^  +  1  =  Oj 
nnd   der  Punkt  x^^  j/i,  ^Tj  gegeben,  so  ist  die  Gleichung  derjenigen 
P2!>ene,  welche  diese, beiden  Gebilde  enthält: 

gjz    -\-by  -\-  ex   +  1  _  Ol g  -]-hxy  -\-  CyX   +1 
_«^i  +  hyi  +  ca^i  +  1  "■  «i^i  +  «'12/1+  ^1^1  +  l' 
4)    Gehen  zwei  Richtungen  (a  ß  y),  («i  /3i  y^)  durch  den  Punkt 
(x  Vi  ^1)'  ^^  liegen  sie  in  der  Ebene 


«  ^  n  li.  a  t  mathem.  Formelntaminlaiig. 
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ISO 


Die  Ebene. 


(X  —  Xi) 


cosß  cosßi 
cosy  cosyi 


+  (^  -  Vi) 


cosy  cosyi 
cos  a  cos  «i 


cosa  cöscci 
cos  ß  cos  ßi 


X  :=  a'  z  -\-  a* 


Zwei  Gerade 

X  ^=  az  -{-  a 
y  =  ßz  +  b 
liegen  in  einer  Ebene,  wenn 

(a'  __  a)  (h'  -  b)  —  (a'  -  a)  {ß'  -  /3)  =  0 

ist. 

5)  Die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  dreier  Ebenen 

E,  =  A,x  +  B,y  +  az  4-  i5x  =  0,    x  =  1,  2,  3 
sind 

~  ±  (D,  Ih  C\)  V  ±  (.4, 1),  C,) 


X  =  — 


2  ±  (^1  ^3  ^0 


±  {A,  B,  A) 


Ist  2  +  (-41-^2  ^a)  =  0,  SO  schneiden  sich  die  Ebenen  it 
parallelen  Geraden. 

Ist  2  i  (^1-^2  f^i)  =  0,  und  sind  ausserdem  zwei  Zähler 

determinanten  gleich  Null,  so  schneiden  sich  die  Ebenen  in  der- 
selben Geraden. 

Es  giebt  sodann  drei  Zahlen  A,  für  welche 

G)   Der  FLächeninhalt  F  der  von  den  vier  Ebenen 

E^  =  0,    X  =  1,  2,  3,  4 
gebildeten  Pyramide  ist: 

[^±(AB,C,D,)Y 

Demnach  schneiden  sich  die  vier  Ebenen  in  einem  Punkte, 
wenn 
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Dann  giebt  es  immer   vier  numerische  Factoren  A^A^fAs,^« 
fiir  welche 

Ai^i  +  Aj/s'a  +  ^3^3  +  A,^,  ^  0 
wird. 

7)  Die  Ebenen  Ei  =  0^  E^  =  0  schliessen   einen  Winkel  Ö 

mit  einander  ein,  für  diesen  ist: 


cosO  =  A  A, -j- B, B, -\- C,  C, 


V^ /  +  B^  +  C-"  VA^  +  If /  +  C\' 

'  «  "  -  (^ «  4.  5^»  +  c/)  (A?  +  Bi  +  6'/) 

Die  Ebenen  sind  demnach  zu  einander  J_,  wenn 

Ji^  +  Sil?,  +  CiC  =  0, 
und  unter  einander  ||,  wenn 
Ai  Bi  —  BiA^  =  0,    ^1  C\  —  C\  B,  =  0,    6\  ^  —  6\^i  =  0. 

8)  Seien 

A  ^  xcosa  -f-  j/  cos  ß  -\-  2:cosy   —  |) 

-4i  ^  xcosai  -f-  ycosßi  +  zcosy^  —  i^i 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen  in  der  Normalform,  dann  ist 
A  ±  ^1  =0  ^ie  Gleichung  derjenigen  Ebene,  welche  die  Nei- 
gungswinkel der  gegebenen  halbirt.    Die  Gleichung 

A^  Ai  —  IA2  =  0 
stellt  eine  beliebige  Ebene,  die  durch  die  Schnittlinie  von  Ai  und 
A2  geht,  und  es  gilt  die  Beziehung: 

.  sinjAAi) 

sin(AA2) 

Man  vergl.  §.  161,  B.,  10),  11);  §.  162,  A.,  8)  bis  10). 

9)  Die  von  dem  Punkte  Xi  y^  z^  auf  die  Ebene 

Ax-^-By  -{-  C^  +  D  =  0 
gefällte  Normale  ist  durch 

a?  —  ^1  _  y  "  Vi  _  z  —  Zi 
A      ~      B      ~       C 
gegeben. 

10)  Die  durch  die  zwei  (parallelen)  Linien 

X  —  x'  y  —  y'  z  —  z' 

cosa  cosß  cosy 

a:  —  ic"  _  y  ""  .V ^  —  ^" 

cosu  cosß  cosy 


^32  Diö  Ebene. 

bestimmte  Ebene  hat  zur  Gleichung 


X 


y'  —  y"  c^^  ß 

s'  —  z"  cos  y 


+  ?/ 


j/ 


z    cos  y 


^11 


+ 


cosa  -f- 


X  —  X  COR  a 


4-^ 


oif  —  x"  cosa 
y'  —  y"  coüß 


z'x' 


z"  .•»•" 


/    *.' 


X  y 
x"  v" 


coi>  y. 


11)   Es  sei 

E^  =  A^x  +  B^y  +  C^z  +  D^  =  0. 
So  ist  die  durch  die  Gerade  E^  =  0,  E.^  =  0  gehende  und 
zur  Ebene  JB3  =  0  normale  Ebene 

{A,A,  +  ^2^*3  +  C,  C,){A,x  +  B,y  +  6\^  +  i>ij 
=  {A,A,  +  J»iB,  +  C,  a^{A,x  +  Ä,i/+  C,^  +  DA 
Ist  dagegen 

;r  cos  a  -\-  ycosß  -^  zcosy  •=  p 

x  —  x^ .V  —  y' z  —  z' 

cos  a'  co,s  ^'  ros  y' 

gegeben,  so  wird 


{X  -  x') 


cosß  cosß' 
cos  y  cos  y' 


+  (y  -  y') 


cosy  eosy' 
cosa  cosa* 


cosa  cosa 
cosß  cosß' 


+  (^  "  ^') 

12)  Seien 

ax  -\-by  -{-  cz  -^^  d  =  0 

ax-\-hy-[-cz-\-d'  =  0 
die.  Gleichungen  zweier  parallelen  Ebenen,  so  ist  ihre  Entfernuug 
gegeben  durch 

d'  —  d 


X 


± 


Vt/.2  -|-  62  -f-  C'i 


§.  167. 

Transformation  der  Coordinaten. 

I.  Es  gelten  folgende  allgemeine  Transformationsformeln  für 
die  Transformation  eines  rechtwinkligen  Systems  in  ein  anderes 
mit  demselben  Mittelpunkt. 


Coordiuateut  ransformatiou . 
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1) 


X 

y 

z 

J^ 

m 

n 

V 

'  \f 

i»i 

»1 

Vi 

z' 

»«2 

wa 

P'i 

1 

4)    X2  +   1/3  +  ^3  =  x'^  Jj-  y'2  J^  /i 


5)  m'^  -\-  n^  -}-p^  =  l 

<  +  n'i  +  i^i^  =  1 

<  +  w|  +  pi  =  1 

7)   »^1  nti  +  'H  ^2  +  Pilh  =  ^ 
m.2  m  -[-  thi  n  -{-  piP  =  0 
mnii  -\-  ntii  -^ ppi  =  0 


6)   m2  +  mj^  +  m?,  =  1 

W'  +    <    +    ^^2^    =    1 
P'  +    />i^    +  i>/    =    1 

8)  np  -f-  ^hPi  +  ^^-21^2  =  0 
mp  -{-  Pi  nii  -f-  i>s^>^2  =  0 
m  n  -f-  nii  Wi  -(-  wi.j  »i^  =  0 


0)  (f»2  -^  nif  -|-  ^;j^)  (m./  4-  n.^  -\-  p^)  —  (m^  m^  +  Wi  Hj  +  pa)^y 
=r  (»2  pi  —  H,  jj-J*^  +  (w«i  i>.i  —  Pi  nhV  +  (»1  ^^2  —  Wii  w.^)-« 

10)  +  m  =  j>i  Wa  —  '*i  i^2 
+  w  =  /«i  i>.i  —  Pi  fn.2 
+  j;  =  m  ni2  —  yui  «2 

11)  i  mi  =  |}2^*  —  "  P  12)  +  m,  =  ^)  Wi  —  n  p^ 
-¥  rii  •=  m^p  — p.ifn  i:  n^  =  mj^i  —  pnii 
+  p^  =  n^i^n  —  w»2 »^  +  Pi  =  nnii  —  m  tti. 

Die  Grössen  m,  «,  j>  sind  Cosinusse,  und  zwar  m  =  cos(xx'), 
Hl  =  COS  (y  1/'),  mi  =  C06*  (x  y')  etc.    Man  merke  noch 

fUi  n   p 

=  +  1  =  X. 


13) 


nii  Hl  pi 
m.i  n.2  ih 


Die  Coordinatensysteme  sind  congruent,  wenn  x  =  -|-  1, 
symmetrisch,  wenn  x  ==  —  1. 

IL  Schiefwinklige  Coordinaten.  Seien  mx,nx,pi  die  {xy)- 
Coordinaten  der  auf  x*  aufgetragenen  Längeneinheit,  analog 
Wj,  W2,  ih  fiir  y\  Ms,  nj,  i^g  für  z\  so  wird 
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Coordinatentransformation. 


1)   x  =  mi  x'  -\-  m^  y'  -(-  W3  z'     2)  Qx*  =  MiX  -{- Niy -^  JPi  ^ 
y  =  ni a/  +  ^2 y'  4-  r^a  y  Öy'  =  -M2 a?  +  iV« 2^  +  jP^  - 

dabei  ist 

Wi  mj  W3 

=  ilfi  mi  +  ^1  J^i-\-PiPi  =  Wi  Ml  -j-  nii  Mi 


V  Q  = 


fli   %   ^3 
i>l   1>3  B 


+  m3Jlf3  =  .  ■  . 

3)  mj^  -\-  n'l  +  i^i*  +  2  Wj 2>j  cos  {yz)-\-2  nii pi  cos  {x z) 

-f-  2mini  cos(xy)  =  1 
m^  +  wj*  -{'  P2  +  2  ^«3  2>,  cos  (j/  if)  +  2  m-iPt  cos  (x  z) 

+  2m2fhCOs(xy)  =  1 
W  +  ^>3*  +  i^^"*  +  2  fhPi  cos  (2/  ^)  4-  2  ma  2>3  cos  (x  z) 

-f-  2  W3  W3  cos  (Xy)   =r    1 

4)  X  +  ycos(xy)  -j-  zcos{xz)  =  x* cos{xx*)  -f-  if  cos{xif) 

-[-  -3^'  COS  (o;  w') 
.V  +  a;cos(^?/)  +  zcos(yz)  =  x^cos{yoif)  +  i/cos(yy') 

+  s*cos(yz') 
z  -\-  xcos{xz)  -{-  y  cos  (//  ^)  =  j;'  cos  (-?  a;')  +  2/'  cos  (^  f/') 

+  -f'  cos  (^  ^'). 

5)  Seien 

w«,  Wy,  w,  die  Normalen  auf  die  Ebenen  zy^  xz^  xy^ 

wi,  n'y,  n'z  jene  auf  ä'  y\  a;'  ^',  o;'  y', 
80  wird 

x  cos  (x  tix)  =  ^  cos  (pi  Hg)  -|-  y*  ^^^  (y'  ^^x)  +  z*  cos  (z'  fix) 
y  cos  (y  riy)  =  x'  cos  (x'  Uy)  -f-  y'  cos  (y'  Uy)  -f-  z'  cos  {z'  Hy) 
z  cos  (z  w,)  =  x^  cos  {x'  7tg)  +  y'  cos  {y'  n«)  +  z'  cos  {z*  n,) 

x!  cos  (x'  n'x)  =  X  cos  (x  n^)  +  y  cos  (y  r4)  +  ^  cos  (z  nl,) 

\J  cos  {y*  Wy)  =  X  cos  (x  n'y)  +  y  cos  (y  n'y)  +  z  cos  (z  n'y) 

*       z*  cos  {ß  wi)  =  X  cos  (x  n's)  -\-  y  cos  (y  ni)  -\-  z  cos  (js  wi), 

IIL  In  der  Praxis  wird  häufig  folgendes  Coordinatensyst-em 
angewandt  Seien  {xyz)  und  (x*  y' z')  zwei  rechtwinklige  Coor- 
dinatensysteme  mit  gemeinsamem  Coordinatenanfang.  Die  Schnitt- 
gerade der  Ebene  (xy)  mit  (x' y')  bezeichnen  wir  mit  g  und 
setzen 
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und  bestimmen  die  -f-  Axenrichtungen  ./•,  x\  so  dass  alle  drei 
Winkel  spitz  werden.  Nehmen  wir  femer  die  -f-  z  Richtungen 
so  an,  dass  sie  in  Bezug  auf  die  (a://)- Ebenen  auf  denselben  Seiten 
liegen;  die  -|-  y  Seiten  so,  dass  0  im  -\-  Theile  der  (^//)-El)ene 
sich  befindet. 

Alsdann  wird 

1 )  X  -=  x'  {cos  0  sin  t^  sin  <p  -\-  cos  ^  cos  q)) 

-\-  ij  {cos  0  sin  t  cos(p  —  cos  ifj  sin  (p) 

—  y  {sin  0  sin  ^) 

y  =  —  x'  {cos  0  cos  ilf  sin  (p  —  sin  ^  cos  g?) 

—  y'  {cos  0  cos  t  cos<p  -\-  sin  tp  sin  qp) 
-f-  *'  {sin  0  cos  ^') 

z  ==  x'sinO  sin^  -|-  yUostp  sinO  -(-  2'  cosO 

2)  x'  =•  x{cosO  Sinti;  sintp  -j-  cosp  cosq>) 

—  y  {(^os  0  cos  i;  sin  (p  —  sin  0  cos  9?) 
-f-  z  {sin  0  sin  (p) 

y'  =  X  {cos  li  sin  ij;  cos  (p  —  cos  ij;  siti  (p) 

—  y  {cos  0  cos  f  cos  <p  -\-  sin  \\j  sin  q>) 
-|-  ^  sin  0  cos  (p 

/  =  —  xsinO  sini;  -\-  ysinfi  cosip  ~\-  zcosO, 

Dies  ist  das  System  von  Lagrange  (Mec.  anal.,  p.  369). 
Durch  andere  Wahl  der  -|-  Richtungen  ergeben  sich  die  Systeme 
von  Laplace  (Mec.  Celeste,  T.  I,  p.  59 J;  Poisson  (Traite  de 
Mec,  T.  II,  p.  97;;  Encke  (Berliner  astron.  Jahrb.  1832).  Diese 
Art  der  Transformation  rührt  von  Euler  her  (Nov.  Com.  Petrop., 
T.  XX,  1775).  Ueber  Coordinatensysteme  vergleiche  Günther, 
Die  Anfange  und  Entwickelungsstadien  des  Coordinatenprincips. 
Nürnberg  1877. 

Ausführlicher  handelt  über  Transformation  der  Coordinaten: 
Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Raumes.    Berlin  1837,  S.  50. 
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§.    168. 

Die  Kugel. 

1)  Die  allgemeine  Kugelgleicbung  lautet: 

(^  -  ty  +  (y  —  Vy  +  (^  -  «)'  +  2(^  -  l)(2/  -  V)<^os{xy) 

-h  2(x  -  |)(^  -  i)€Os(x^)  +  2(y  -  ri){z  -  t)cos(y^)  =  K 
oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

(^  -  0»  +  (!/-  V)'  4-  (^  -  «)^  =  rK 
Ist  der  Mittelpunkt  zugleich  der  Anfangspunkt  des  Coordi- 
naten Systems,  so  wird: 

x8  -f  i/a  +  2f2  =  r». 

Geht  die  Kugelfläche   durch    den   Anfangspunkt   der  Coor- 
dinaten, so  wird,  wenn  a,  6,  c  die  Coordinaten  des  Mittelpunkt^^ 

sind: 

x9  ^y2  -^  z2  ^  2ax  —  2by  —  2ce  =  0. 

2)  Ist 

x^  -^  y^  -j-  0'^  -\-  2az  -{-  2hy  -^  2cX'{-  d  =  0 
eine  gegebene  Kugelfläche,  so  sind: 

2?'  =  —  a,    ?/'  =  —  i,    a;'  =  —  c 
die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  und 

.     r  =  Va^  J^b'i  -\-  c^  —  d 
der  Radius  dieser  Fläche. 

3)  Wird  in  dem  Punkte  (a;',  y',  z')  an  die  Kugelfläche 

(^  -  y)2  +  (//  -  /J)»  +  (^  -  «)«  =  r^ 
eine  Tangentenebene  gelegt,  so  ist  ihre  Gleichung: 
(^  -  y)(t;  -  y)  +  (y'  -  ^) («  _  ^)  +  (x*  -«)(<-«)  =  r' 
u,  v,  t  sind  die  laufenden  Coordinaten  dieser  Ebene. 

§.  169. 
Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung. 

A.    Allgemeine  Formeln. 

1)  Gleichung  einer  Curve: 

1)  I\  (x,  //,  z)  =  0,    F^  (X, !/,  Ä')  =  0 

2)  «=/i(0,    y=fiit),    ^=fz(t). 
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2)  Die  Richtungswinkel  der  Tangente  im  Punkte  Xf/^r  er- 
liiält  man  aus 

dx  a       du  dz 

cosa  ==  j—,    cosß  =  -T^,    cos  y  =  -j—, 
ds  ^       ds^  ^        ds 

"wobei 

ds'^  =  dx'^  +  dy'i  -\-  dr\ 

<laraus  folgt  die  Gleichung  der  Tangente 

I  —  ^       n  —  If       S  —  ^ 
rf  X  rf  ?/  dz 

3)  Die  Gleichung  der  Normalebene  ist: 

(I  -  a;)da:  +  (i?  —  i/)di/  +  (5  -  '^)d^  =  0. 

4)  Eine  Ebene,  die  durch  den  Punkt  xyz  und  die  beiden 
benachbarten  der  Curve  geht,  wird  Krümmungsebene  genannt. 

Sei 

X  =  dyd'iz  —  dz  d^y,     Y=  dzd'^x  —  dxd'^z 

Z=dxd'^y  —  dyd^x 
(7  =  VX2+  Y^-^  Z^ 
=  ds  V(d'^xy  +  (d3y)2  _f»  (^2^)2  _  ^disy 

//  ^dxV 


so   T^ird 

9 

die  Gleichung  der  Krümmungsebene  (Osculations-.  oder  Schmie- 
gungsebene).  Die  Winkel,  welche  die  Normale  zur  Krümmungs- 
ebene mit  den  Axen  bildet,  sind 

X  Y  Z 

cosk  =  jj-^     cosfL  =  jY^    cosv  =  jY' 

6)    Sei  dz  der  Winkel  zweier  benachbarten  Tangenten,  so  wird 

dt  =  ;7-^    (dt  Schmiegungswinkel) 

und  der  Krümmungsradius  q 

ds  _  ds^ 

Die  Coordinatcn  des  Mittelpunktes  |,  iy,  t,  sind 

Tdx  jdi/ 

y  ,       ,      rt.s  \      <»     ds 
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dx 


t  =  X-\-Q'^ 


as 


äs 


6)  Zwei  benachbarte  Krümmungsebenen  bilden  mit  einander 
den  Gontingenzwinkel  d^,  iXiv  welchen 

dd^  =  V(d  cos  Xy  -|-  (d  cos  fi)«  +  (d  cos  v)-' 


=v'(«!,§)'+(.^y+(.0. 

Der  Quotient 

ds 


dd- 


wird  der  Torsionsradius  der  Curvc  genannt  (zweiter  Krümmungs- 
radius).   Ist 

dx   dy    dz 

Xdx^-^  Ydy^^  Zdz^=     d^x  d^y  d'^z    =0 

d^x  d^y  d^z 

für  alle  Punkte,  so  ist  die  Curve  eine  ebene  Curve. 

7)  Eine  Kugel,  die  durch  einen  Punkt  einer  Curve  doppel- 
ter Krümmung  geht,  sowie  durch  drei  ihm  benachbarte,  wird  die 
Schmiegungskugel  dieses  Punktes  genannt.  Sind  f,  i?,  5  die  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunktes,  II  ihr  Radius,  so  wird,  wenn 

d^x  d'^x  dx 

^f  =    d'^ y  d^ y  dy 

rf2  z  d^  z  dz 


dy  d^z) 


gesetzt  wird, 

g  -  x  =  ^{dzd-^y^ 

r^  —  y  =  —  (dx  d'-'Z  —  dz  d^x) 

^  -^  z  =  ^{dy  d^x  —  dx  d^y) 

R  =  ^  V(d-'xy  -f  (d^yy  +  (d'^zy  -  {(d-^xy  +  (d^yy  +  (d^zy\- 

8)   Diejenige  Normale,  die  in  der    Schraiegungsebene    liegt, 
wird  die  Hauptnormale  genannt,  ihre  Gleichung  ist: 
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S  — X        ri  —  y  _  £  —  ^ 
,  dx  jdy  ^  dz 

ds  ds  ds 

m 

9)  Die  Binormale  steht  auf  der  Tangente  und  der  Haupt- 
lormale  _L,  ihre  Gleichung  lautet: 

X     ~      Y     ~     Z    ' 

10)  Diejenige  Ebene,  welche  die  Tangente  und  Binormale 
enthält,  also  senkrecht  zur  Hauptnormale  ist,  wird  die  recti- 
ficirende  Ebene  genannt,  ihre  Gleichung  ist: 

11)  Unter  Rectificante  versteht  man  die  Schnittgerade 
von  zwei  benachbarten  rectificirenden  Ebenen.    Sei 

ds  d  s  d  s         d  s 

Y;  =  d^.d^^^-dp.d^i^ 

d  s         d  s  d  s         d  s 

Z'.   =   dP:-d^ill-d^-d-'i^, 

ds         ds  ds         ds 

5()  ist  ihre  Gleichung: 

I  —  a;  _  ly  —  //  _  £j-_f 

x;   -    r;    -    z;  • 

12)  Sei  II  der  Winkel  zwischen  der  Rectificante  und  der 
Tangente,  so  ist 

tan  //  =  — ,    sin  II  =  — ,    cos  II  ^=  — 
Q  Q  r 


13)    Man  merke  die  Relationen: 


-1  =  1  +  1 
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14)  Unter  dem  Winkel  der  ganzen  Krümmung  verstdi 
man  die  Abweichung  zweier  benachbarter  Hauptnormalen  ode 
rectificirender  Ebenen.    Sei  dk  dieser  Winkel,  so  wird 

ds 


R  = 


die 


und  wir  haben  die  Relation: 

dk^  =  dr^  +  d^^    (Lancret'sche  Satz). 

15)   Seien  a,  /3,  y  die  Richtungscosinussc  der  Tangente,  A.  fi.  i 
jene  der  Hauptnormalen,  /,  m,  n  die  der  Binormalen,  so  wird: 

,  d  cos  a  d  cos  l 

cos  l  =  Q  — ; —  =  —  r 


a)     cos  IL  =  Q 


ds 

d  cos  ß 
d  s 


—  r 


d  cosy 
cos  V  =  Q  — ^ — -  =  —  r 


ds 


ds 

d  cos  m 
ds 

d  cos  n 
ds 


b) 


d  cos  u 
dt 

d  cos  ß 

d  cos  y 
dt 


=  cosk 


=  cosn 


=  cosv 


d  cos  l 
~dW 


=  —  cosX 


.     d  cos  m 
c)    — y^-  =  —  cos/1 


dd^ 

d  cos  n 
~dW 


=  —  cos  V, 


d)    cos a  = 


C0S(A 

cos  m 

cos  V 

cos  n 

cos 

y  — 

,      cosß  = 

cos  A  cos  1 
cos  II  cosm 


cos  V  cos  w 
cosk  cosl 


e)    cos  k  = 


f)    cosl  = 


cosy  cosn 
cos  ^  cos  m 

cos  V  = 

cosß  C0S{1 
cos y  cos  V 

cos  H  = 


,  cos 

f*  — 

cosy 

cos  V 

cos  cc 

cosk 

cos  a  cos  1 
cos  y  cos  n 


,    cosm  = 

cosa  cosv 
cosß  cos^i 


cosy  cosv 
cos «  cos  k 


Die  Gleichungen    der  Normalebene,  der  Schmiegungsehcne 
und  der  rectificirenden  Ebene  lauten 
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(I  —  x) COS a  -f~  (*?  —  y) ^ö^ ß  +  (5  —  0)cosy  =  0 

fr)      (I  —  x)  COS  ?+(>?  —  y)  COS  in  +  (S  —  z)  cos  n  =  0 

(S  —  X)  cos  k  -\-  (tj  —  y)  cos  /Li  +  (g  —  ^)  cos  v  =  0. 

Man  hat  ferner,  wenn  s  die  unabhängige  Variabio  bezeichnet : 

—  =  V(d  cos  a)2  -f  {d  cos  ßy  -(-  (r1  cos  y^ 

ff 

h)      —  =  V{d  cos  ly  -f-  {d  cos  my  -(-  (rf  cos  n)" 
-jT  =  V{d  cos  Xy  -|-  (rf  cos  (ly  -(-  {(l  cos  vf 


j) 


m) 


^  = 


i>  = 


cosX    cos  IL    cosv 

d  cos  a       d  cos  ß        d  cos  y 

cosl 


cos  m 


cos  ß  d  cos  y  —  cos  yd  cos  ß      cos  y  d  cos  a  —  cos  a  d  cos  y 

cosn 
cos  adcosß  —  cos  ß  d  cos  y 

cosk  cos^    oosv 

d  cos  l       d  cos  m       d  cos  n 

cosa 


cos  m  d  cos  n  —  cos  n  d  cos  m 

cosß 
cos nd  cosl  —  cos l  d  cos n 

cos  y 
cos  1  d  cos  m  —  cos  m  d  cos  1 


d  cos  l 
*^^      dcosa 

cosa 


dcosm d  cos  n 

dcosß        d  cos  y 


r 


cosa 


d  cos  ß  cos  m 
d  cos  y  cos  n 

cosy  

cosm  dcosm 
cosn  dcosn 

cosy 


cos  ß    

dcosa  cosl 
dcosß  cosm 

cos  ß    

r 

cosl  dcosl 
cos  m  d  cos  m 


d  cos  y  cos  n 
dcosa  cosl 


cosn  dcosn 
cos  l    d  cos  l 
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n) 


cosl  

~9'  ^ 

cosm  

9      ~ 
cos  n 

.  cosl 

^  r 

cosm  

r 

cos  n 


p)    d  cos  l  = 


q) 


r) 


s) 


cosß  dcosß 
COS  y  d  cos  y 
cosy  dcosy 
cosa  dcosa 
cosu  dcosa 
cosß  dcosß 
cosß  dcosm 
cosy  dcosn 
cosy  dcosn 
cosa  dcosi 
cosa  dcosl 
cosß  dcosm 
cos  l        cos a 


9    ' 
dcosv  = 


dcos^  = 


cos  m 


dcosß  d^cosß 
dcosy  d^cosy 
dcosy  d^cosy 
dcosa  d^^costt 
dcosa  d^cosa 
d  cos  ß  d^  cos  y 
dcosm  d'^cosm 
d  cos  n  d^  cos  n 

dcosn  d^cosn 
d cos  1  d^ cos  1 
d  cos  l  d^  cos  I 
dcosm  d^cosm 

cos  II  d  cos  II 
cosv  dcosv 

cosv  dcosv 
cosk  dcosX 

cosk  dcosk 
cosfk  dcosyL 


9' 
J_ 
9' 
\^ 
9' 


cosn 
r 

cosa 


r 

cos  ß 


r 

cos  k 


+ 


+ 


cos  y 

9 

cos  l  \ 


9 

cos  m 


f2 


r 

cosa 


+ 


9 


cos  n 


r 

cosß 
r 

\cosy 


+ 


cos  1 1 


,    COS  m  ] 
1    jcos y    x_  cosn\ 


cosa  j^ 

T 


r 

cosl 

"^ 

cosm 


cosß 

cos  y       cos  n 


cosß 
~9~ 
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Seien  j>,  g,  r  die  Richtungswinkel  der  Rectificante,  so  wird 
cosp  coaa  ^.    cosl      cosq  cos ß        cosm 

^    ~ir        ~  ■+"  ~^'   "TT  ~  "7"  "^  "V" 

ras  r cos  y  ^,    cos  v 

Diese  Formeln  sind  entnommen  der  lesenswerthen  Abhand- 
lung von  E.  Catalan:  „Theorie  analytique  des  lignes  a  double 
courboure",  Mem.  de  la  societ  royale  des  scienc,  de  Liege,  II.  Ser., 
Tom.  VI,  (1877).  Daselbst  finden  sich  noch  viele  andere  Re- 
lationen. 

Ueber  Curventheorie  handeln:  Joachimsthal,  Anwendung 
der  Diflf.-  und  Integralrechnung  etc.,  Leipzig  188L  Salmon- 
Fiedler,  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  Leipzig  1880. 
Monge,  Applicat.  de  l'Analyse  a  la  Geometrie,  5.  ed.  -annot. 
p.  Liouville,  Paris  1850.  Viele  Theoreme  sind  auch  in  der 
analytischen  Mechanik  von  Somoff  d.  v.  Ziewet,  Leipzig  1879, 
zu  finden. 


B.    Beurtheilung  der  Raumcurven. 

Aendert  ein  bewegter  Punkt  in  einem  Punkte  der  Curve  den 
Sinn  seiner  Bewegung,  so  heisst  dieser  Curvenpunkt  ein  Rück- 
kehrpunkt.  Aendert  eine  Tangente  den  Sinn  ihrer  Drehung 
in  der  Schmiegungsebene,  so  heisst  sie  eine  Rückkehrtangente; 
ändert  die  Schmiegungsebene  den  Sinn  ihrer  Drehung  um  die 
Tangente,  so  heisst  sie  eine  Rückkehrebene  dieser  Curve. 

Hinsichtlich  dieser  Elemente  sind  acht  Combinationen  mög- 
lich. Bezeichne  r,  dass  ein  Element  ein  Rückkehrelement,  0,  dass 
dasselbe  kein  Rückkehrelement  ist,  sei  ferner  P  =  Punkt,  T  =: 
Tangente,  S  =  Schmiegungsebene,  so  giebt  folgende  Tafel  das 
Verhalten  der  Curve: 
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Transformationsformeln   zu    den   Curven   doppelter 

Krümmung. 

Sei 

1)  dx"^  +  d'f  +  dz'^  =  ds» 

2)  dyd^z  --  dzd^y  =  X 
dzd^x  —  dxd^z  =  Y 
dxd^y  —  dyd^z  =  Z 

3)  VX^  J^Y^  ^  Z^  =  — 

Q 

Xd^x  4-  Yd^y  +  Zd^z  _  1 
^  X-2  -f  r»  4-  Z«  ~  r 

5)    d^yd^z  —  d^zd^y  =  X' 
d^xd^y  —  dUjd?z  =  Z' 

^)   ^di^  d7-^d7^  57  =  ^' 

ds       ds  ds       ds 

So  ergeben  sich  folgende  Transformations-  und  Reductions- 
formeln : 

'    ds      ds'^ds      ds^^ds      (Ts 

9)    dxd^x  -\-  dyd^y  -{-  dzd^z  =  dsd^s 

dx dsd^x  —  dxd^s         dxf dsd^y  —  dyd^s 

1^)    ^dl~  Ji^  '     ^dl—  dJ^ 

dz       dsd^z  —  dzd^s 


d 


d  s  d  s2 


^^)    57^  ds  "■  ds  ^  d7~d72'    ds      ds        ds      d7  ~~  d72 

dx  ^  dy       ^y  7  ^  _  .^ 

ds      ds       ds      ds  ~~  ds^ 

l^g^sk».  in*tliein.  Fonnebitarainlung.  35 
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12)  ^d.^_^d.^  =  d-^,    ^d,^_^d.^ 
^   ds       US        ds      ds  as^     ds       ds       ds       ds 

=  d  —     —  d2^  —  ^  d^  —  =  d  — 
d.s2'    da       ds       ds       ds  ds« 

,«^     i.dx        dsd^x  —  dxd^s        2d^s    ,dx 

13)  rf«  -j-  = j— -: —  d  -T- 

^        ds  ds^  ds        ds 

rf2  ^  =  rfsrf^y  —  dyd^s  _  2  —  d  ^ 
ds  ds^  ds      ds 

.^dz       dsd^z  —  dzd^s       ^d^Sjde 
ds  ds*  ds      ds 


14)  X*  +  i'*  +  ^^  =  ^, 

15)  d«a;»  +  ri*y»  +  d«;?«  —  d«s«  =     , 


ds« 

rfs* 
"9^ 


17)   rfX  =  dyd^z  —  ded^y,  d  Y  =  dzd^x  —  dxd^z, 

dZ  =  dxd^y  —  dyd^x 
\9)Xdx-\-  Ydy-{-Zdz=zO 

19)  Xrf»«  +  Yd^y  -\-  ZdU  =  0 

20)  Xd^  +Yd^-\-Zd^^  =  Q 

ds    '  ds    '  ds 

21)  X'd*x  +  r'</«y  -f  Z'd*z  =  0 
X'd'a;  +  Y'diy  +  Z'd^^  =  0 

22)  dXdx-\-dYdy  -i-dZdz^O 
dXd'^x  -\-  dYd*y  -\-dZd»z  —  0 

■23,  x;rf|f+r;^g  +  «.*:Ji  =  o 

24)  dxd»x  +  djyfZ'y  +  d^rd'^  =  dsd»s  —  — 

25)  d»a; d'a;  +  d»y  d»^  +  d*z  d^z  =  d«s  d»s  +  If!  d  ^ ** 

26)  '^./.''f  4-^^d'^4-'i^d»^  =  -^' 

'^   ds       ds    '    ds       ds  ^  ds       ds  p> 


Rairnicurven. 


547 


Cl  S  u  S  Cv  s 


d 


1 


as    '        ds       ds    '       dfi       ds         g 
30)    Ydz  -^  Zd 


Q 

y=zdsHl^,    Zdx  ^  Xdz  =  ds^dp-^ 

(IS  (X  z 

Xd 


'y 


Tdx 


31)    Yd* 


Zd^y 


ds 

ds^d^sd  -^ da- 
rf s         p« 


^d«a:  -  Xd^z  =  ds^d^sdp-^  ^dy 

ds        9»      ^ 

Xd^y 


Yd^x 


j     j«     j  d;8r         ds^    j 

r  d.sd«s  d  T dz 

ds  Q^ 

^^x     V  7  dj?         fwidy  ds»  ,        fZTdx        vj^^ 

pa       *^'  d  .s 

33)     lc/.j^- 


ds» 


ds 


Y  ^^ 


r,  ia  dy 

Zd^  -^ 

ds 


Zd'P 
ds 


-Xd^p- 
ds 

Xd^p.-  Yd*^ 
ds  ds 

S4,)    d  Ydz  —  dZdy  = 


ds'^  jdx 
d  — 

9         9 
9        9 

—  d£3        d£ 


ds^  ^dju    , 

'  Ts  '^ 


od  —  d 
9 


9         9 

7  f  j  o  7  d^\    I    dxds^ 

?d    dÄ»d  -r-    H — 

d.sj    '        9* 


'  dsd 
Xd 


ds[dsd^x-dxdK^\-4-^-^^ 


'    "        9' 

1     i\jo  7  dt/1    ,    dyds^ 

dsd  \ds^d -j^\  -J '~ — 

l  dsj    '        ^2 

jds»  ,dv    ,    Yds^  j  -j-. 

^       **       ds    '        r 


dZda;  —  d  Xd 


z 
ds 


dXdy  - 

,  ds»  jd^r        Zds«        7    117 

pd  —  d  T =  dsidsd 

^       Q       ds    ^       r  " 


.^fjsd'^y-dyd^s]  J^  ^1^ 
dYdx 


,d(ds^dj£l  +  ^±^ 
\  dÄJ  ^      p* 
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^  .     ^    Y      dz         j    Z 

"'      ds^    ds  ds^    ds 


dy       j^dx    ,    dx    ds* 
ds    '    ds      D» 


-.  Z     dx       j  X     de        i^dy    ,    dy    ds^ 
ds«    ds  ds«    ds  ds    '    ds      p* 


ds^    ds  ds^    ds 


dx       jj^djg    .    dz     ds^ 


36).  Xd^x  +  Td^y  +  Zd^isr  = 


ds 

ds^ 
rp3 


ds 


« 


37)    FdZ-  Zdr=da: 


ds6 


ds^ 


ZdX-^XdZ=dy 

T  Q^  T  Q 


XdY-  YdX  =  dz 


38)    YZ'  —  ZT  =  d^x 


ZX'  -  XZ'  =  d«y 


ds« 


XY'-  rX'  =  d«^ 


d£« 


39)   Xdx''  +  Ydy'  +  Zd0»  =  X'dx  +  F'dy  +  Z'dg 

=  —  {dXd*x  +  d  rd«y  +  dZd*«')  =  d»Xdar  +  d^Ydt/ 

+  d*Zds 
=  Xd'a;  —  dXd'a;  -|-  X'dx 

=  Fd'y  —  drd»i/+  Fd«/ 

=  Zd';?  —  dZd«;?  +  Z'  d;?  =  ***' 


rp 


2 


40)  Xd5j/-dXd''y+X'dy  =  0,  Xd';?— dXd«^  +  X'd^  =  0 
und  die  analogen  für  Y  und  Z. 

41)  Xd3s-dXd«s  +  X'd8  =  ^lx  +  ^^^*[ 

rdss-drd«s+Fds  =  ^'{r+^*j 

Zd«s  -  dZd^s  +  Z'ds  =  1^  {z  +  i±^\ 

42)  x;  =  l(x  +  ^*j,   r;  =  Jjjr-h^^} 


9 


„,        1   fy   ,    d^srds"! 


43)  X-  +  r;.  +  z;»  =  ^*  (^  +  i,}  =  1;^(^»  ^  ^,) 


J 
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...    Y,    dx   .    „.dy    .    „,de       ds* 

45)  xjc; -^yt:  +  zz:= ^ 

^/!\     V '^■^        !7- «^1/       ds^  ,dx    „,dx        ^,dz        dx' ^dy 
^^^    ^'dI~^T8==~^^dI''^'d^~  ■^'di^l^'^d^' 

OS  ds         Q*      da 

4Ö)     Ysd-^^^Z.d-^^=  —  d. 


j  dx 


Ji  '     ds        Q^  ds 


gd 


dy 


^,  ,  dx       ^,,  dz        ds^  ^  ^     ds 

Zgd  j Xad  -j-  =  — r  «• — -5 

ds  ds         p»  as 

d  ^ 
xrr  j d y        ^*  jdx       ds^  j  ^     ds 

as  as         p'  as 

^,pX,  X  Pj  d  j; 

-^         ds3  y^a  _|_  y2  _j_  ;^«  r      ds' 

d^=-^d^,    dg^=--e.d^ 
ds'  r      ds  ds»  r      ds 

,  du         j dz  j  dz         j  dy 

^     ds  ^         ds        ^     ds  ^         ds         Q     ^ 

^^)  -di^'^'Ts dr"'^""d7-  =  d?^' 

und   die  beiden  analogen  Formeln  für  Y^  Z,. 

d—  ff  ^ 

^     ds  p    X^       dx      j^    ds  P,    y        djß 

^^>    ^*""dT"  — Td^""  V    '^~d^  ~7d72~T' 

7  — 

ds  Q    Z        dz 


d. 


ds  r  ds^        p 


X 

s 
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-OS   jo^^       dslgX  dx]  ,     Q    ,ds  ,d 

^        ds         Q   [rds^  Q  ]  ^    ds       q  d 

a^^^äslgT  dy\         Q^dj^^^P 

ds         Q   [rds^  Q  }  *    ds       g  ds 

n.^dsi ds  f  qZ  ^^1  I    ^^^  ,  dz 

ds         Q  Xrds'^  p  J  '    ds       Q  ds 


53 


54 


55 


56 


57 


58 


59 


60 


61 


62 


as    '  as    '  ds  Q^r 

d^^.dx       dj^^^dy       d^^^dz 
ds       ds  ^^  ds      ds  ^^  ds       ds 

od^  j^ P_j  ^^ 

Q  Q  ds  Q^ 

X  ^^  dx    .     Y  ^^dy    .     Z   ^^dz  _  ds^ 
ds^       ds        ds^       ds  ~^  ds^       ds        g^r 

dXd'i^4-dYd'i^-i-dZd'^  =  2d^s  ^ 
as    '  ds    *  ds  g^r 

d  — .  d^  —  4-  rf  —  ./i2^-|-d— .rfa—  —  0 
ds^       ds'       ds^       ds""       ds^       ds 

Xd»  T h  Yd^  ^  +  Zd«  T—  =  ds^.d  — 5 

ds  ds    ^  ds  rg^ 

Y.  T,  da:    ,    jr,n.dy    ,    ^,j.de        d$^      g  ds^    ,  r 

ds    '  ds    '  ds         g^       r  g^r^       g 

j^       gXjds^      ds'^jdx       ,^       pF^ds^      ds^^du 

dX  =  Vrd d^— ,    dF=:  V-rd d  -~ 

ds^       p  r      ds  ds^       g         r        ds 

,  ^       gZ  ^ds'^       ds^  jdz 

dZ=^^d d-T- 

ds^       g  r       ds 

ßQN   ^v       dx  jds'^    ,    gX.ds'^    '    p^Xj^ds»    ,    dxds^  ^  g 

ds     rg^    '    ds»      g^  ds^        g^     '        p»  r 

^  V'_^2/^^^'_L  9  ^^^^^        p»ri  ,ds3    ,    dydsa  ,  p 


ds 


jds^    ,    gZ  jds^        p3Z;,  ds»    ,    dj^ds^  ,  p 
rp2    '    ds«      p3  ds^        p3  ^      p»  r 
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€54)   r;dz;  -  z:d  y;  =  ^*  di.. d  ^ 

"^      >  Q^       r       as 

z-.dX'.-  x',dz;  =  ^d^-d^ 

'^       T       äs 


x^dY'-  Y:dz:  =  ^d^^di^ 

p»       r       as 
Sei 


1      11 

B«        p»  ^  r« 

x;»  +  r;»  +  z;»  —  ü^ 

SO   'wird 

,P«ÄX;   ,  i";      ,p^ÄYi 

£f 


r  r 

dsM^  '^*'        d^ 

r  r 

ds'd^  ^''       d^ 

r  r 

68)  XdX+YdY-{'ZdZ=  — •  d  — 

69)  ^'  =  ^{dX«  +  dr^  +  dZ»} 


-^{Xdx+  ydr+^ti^}» 


70)    dX'  +  dY^-\-dZ*  =  p^-^(d^y 

71)  <?  x;* + rf  y- + dz- = (d  ^:)* + (d  ^y 
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72)   dA  =  j4di^_^d^ 
as^       ds^       Q  r      ds 

j    Y        oYjds        ds  jdy 

rf  -5-5  =  3-r  d d-T^ 

ds^       ds^       o  r      ds 


,  _Z^ qZ  ^ds        ds   -.dz 

ds^       ds^      0  r      ds 


73)   d^__-^^^_id^ 
'       as^  as^    Q         r     ds 

r  _         Y  d{Q        1      dy 
as3  as'   Q  r      ds 

ds^  ds»   ^  r      ds 

")(^Ä)"+(''Ä)'+(''.Äy=^(^'+^"} 

__,     Y   j  Z         Z    ,  Y  dx 

^'  dsi     dT»  ~"dsi     ds»  ~~  rp«' 


ds»     ds'       ds»     ds»"~r9="    ds»     ds»       ds»     ds»"~re» 


76)  -ji= 


,  (m+K)'  a^'+i"'^) 


2 


p^  ds^  —  dx^  ds*  —  dy^ 

G4)'+(4:)" 


ds^  —  d£f^ 

y    Z     \    j  dy    ,d£       j^  j?^    I    ^  ^£.    i  If 

-.  1    ds^d8^~^      ds       ds  Ws^ds^'^      d^'     ds 

'        Q^  dy  dz    ,  dz  dx 

X       Y    i    j  dx     j  dy 

+  ^T7'd      ^ 


_ds^    ds^    '       ds        ds 

dx  dy 

Diese  Formeln  sind  entnommen  dem  Tom.  18,  Cah.  30  des 
Journ.  de  Tecole  royale  polytechnique.  (Snt-Venant  Mem.  sur 
les  lignes  courbes  non  planes.) 
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D.    Kectification   der  Raumcurveu. 

1)  Das  Bogenelement  einer  Raumcurve  ist  gegeben  durch 

oder  wenn 

a;  =  wcosfi3,    y  =  usino 

gesetzt  wird,  durch 

ds^  =  dz^  4"  ^^^  +  w*dö^ 
oder  wenn 

II  =  r  cos  &^    z  =  r  sin  -O", 
also 

X  r=  rcos^  cos(o^    y  =  r  cos  ^  sin  o 

gesetzt  wird: 

ds^  =  dr^  +  r«d^2  +  r^cos^^da^. 

2)  Sei 

y=q)(x),    z=ilf(x) 

die   Gleichung  der  Raumcurve,  so  wird 


=  jdxVl  +  tp\{xy  4-  ^'  {xy. 


s 

Xi 

Wird 
als  Gleichung  der  Curve  gegeben,  so  ist 

;?       ^ 

s  =J  dz  Vi  +  (p'(zy  +  {<]P(^)t/;'(^)}2 

Ist  endlich  r  =  9 ('9'),  cu  =  ti^)^  so  folgt: 
5  =  jd  «■  V9 (^)2  4-  9' («■)«  +  {9  (^);('' (») cos ^}8. 

§.  170. 

Theorie  der  Fläclien. 

I. 

1)    Gleichung  einer  Fläche: 

I.    F(x,y,z)  =  0 
II.    z  =f  (x,  y). 
IIL    r»  =  /  (w,  »;),    1/  =  9  (t*,  t?),    AT  =  V;  (ti,  v). 
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2)   Bezeichnungen: 


_  8_£  _  ^ 


£f 


dx       8a;»'  dy       dy^ 

dp       dq  d^z 

S   =   TT^   =  


dy       dx       dxdy 


8a:»'    -"  — -»^  ~  dxdy 
etc. 

4)  Gleichung  der  Tangentialebene: 

(I  -  a^)Fi  +  (II  -  y)F,  +  (6  -  ^)F3  =  0 
5  —  ^  =  |)(|  —  a;)  +  g(i|  —  y). 

5)  Gleichung  der  Normale: 

I  —  a?  _  ^  —  y  _  S  —  'g 
Fl     - "  F,     -     F«    ■ 

Seien  A,  ^,  v  diejenigen  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den 
Axen  einschliesst,  so  wird: 

cosk  =  UFiy    cosii  =  ÜF«,    cosv  =  UF^^ 
wobei 

_  —  F«  J_  F^*  -4-  F'^ 

JJi    -*^l    n^  -^2    n^   -^3' 

Oder  in  zweiter  Form 

f  -  -sf  =  -  -  (S  -  a;)  =  —  -  (ij  -  2/). 
Mit  den  Winkeln 

wobei 


6)  Die  Fläche  js  =  f  (x^  y)  wird   von   der  Tangentialebene 
berührt  oder  geschnitten,  je  nachdem 


rt  —  s 


2 


0. 


Ist  die  Fläche  unter  der  Form  F  (x^  y,  z)  =  0  gegeben,  so 
setze  man 


d  = 

dann 
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■Pll    ^12    -PlS 
■flS    ^2»    ^23 

■fl3    F%%    ^33 


Es  berührt  sodann  die  Tangentialebene  die  Fläche,  wenn 
!  ^  0,  schneidet  dagegen,  wenn  ü  <C  0. 

7)  Der  Meusnier'sche  Satz.  Legt  man  durch  eine  Tan- 
snte  einer  Fläche  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  normal  zur 
angentialebene  steht,  die  andere  mit  ihr  einen  Winkel  9  bil- 
st,  so  sind  die  beiden  Krümmungsradien  q  und  Qi  durch  die 
leichung 

Q^  =  Qsin(p 
BrbundeD. 

8)  Der  Euler'sche  Satz.  Legt  man  in  einem  Punkte  der 
lache  sämmtliche  Normalebenen,  und  bezeichnet  den  grössten 
Jiimmungsradius  dieser  Schnitte  mit  J?i,  den  kleinsten  mit  iZ,, 
)  ist  der  Radius  R  eines  dritten  Schnittes,  dessen  Tangente  mit 
er  x-Axe  einen  Winkel  9  bildet,  gegeben  durch 

i = ^ + ^-  (^»'«'-  "•) 

9)  Denkt  man  sich  auf  der  Normale  eines  Punktes  einen 
weiten  Punkt  angenommen,  welcher  von  dem  gegebenen  einen 
öendlich  kleinen  Abstand  S  besitzt,  und  legt  durch  diesen  eine 
•bene  _L  zur  Normale,  so  wird  diese  die  Fläche  in  einer  Curve 
chneiden,  welche  nach  Dupin  den  Namen  indicatorische 
•inie  führt 

Sei  z  =f{xy)  die  Gleichung  der  Fläche,  seien  ferner 

^  +  «1  y  +  ß^  ^  +  y 

ie  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  der  Normalschnitt  und 
le  indicatorische  Linie  einander  treiFen,  so  wird 

der 
Y  =  pa-\.qß  +  ^  ira'-\-2suß-\-tß']. 
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Diese  Gleichung  stellt  im  Allgemeinen  eine  Fläche  zweit 
Grades  dar,  die  sogenannte  osculatorische  Fläche  zweit 
Ordnung. 

Es  können  nun  drei  Fälle  eintreten: 

I.    rt  —  s^  >  0.    Indicatorische  Linie  ist  eine  Ellipse,  d 
osculatorische  Fläche  ein  elliptisches  Paraboloid. 

II.    rt  —  s*  -<  0.    Indicatorische  Linie  eine  Hyperbel,  d 
osculatorische  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

III.  rt  —  s^  =  0.  Indicatorische  Linie  degenerirt  in  zw 
Gerade,  die  ||  sind,  die  osculatorische  Fläche  wird  eii 
Cylinderfläche.    (Vergl.  9.) 

Wird  die  indicatorische  Linie  ein  Kreis,  so  entsteht  ein  s^ 
genannter  Nabelpunkt,  es  muss  sodann  die  Doppelgleichung  h 
stehen : 

1  -f  i>"  _  i^  g  _  1  +  g' 
r  s  t      ' 

In  solchen  Punkten  haben  alle  Normalschnitte  dieselbe  Kriin 
mung. 

9)  Seien  nun  P  und  Pj  zwei  benachbarte  Punkte,  so  ist  dj 
Gleichung  der  durch  die  Tangente  PPi  gehenden  Normaleben< 


F,  dy 

F,  dz 


+  in-y) 


F,de 
Fl  dx 


+  (5-^) 


Fl  dx  I 
F,  dy  I 


oder 

{qdz-\-dy){^  —  x)-{-{j)dij^qdx){^  —  z)  =  {dx  + pdz){fj —  h 

10)  Conjugirte  Durchmesser  der  indicatorischen  Linie  bilde 
conjugirte  Tangenten.  Die  Gleichung  der  zu  P.Pi  conjugirte 
Tangente  ist: 

^  —  ^  _  V  —  y —  _J_Zlf__ 

F^dF,  -  F.dFi       i\dF,  -  F^dF^  ~  F,dF^  —  F^dF, 

oder 

I  —  ^  _  __  V  —  y  _      I  —  ^ 

dq  dp  pdq  —  qdp 

11)  Unter  Hauptnormalschnitten  versteht  man  Normal 
schnitte  zweier  conjugirter  Tangenten,  welche  zu  einander  J 
stehen,  also  Axen  der  indicatorischen  Linie  sind.  Seien  JBj  un< 
R^  die  Krümmungsradien  der  beiden  Hauptnormalschnitte,  un 
sei  ferner: 
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N== 


X2  =  F'i  -\-  F^  -^  F? 
L  =  _  FV,F,,  +  F33}  -  FI{Fn  +  Fa'l  -  flf  |F,,  +  F„} 
+  2F,F,F,,  +  2F,F,F,,  +  2F,F,F,, 

Fn  F12  Fu  -f\ 

F21    F22    -^23    -^2 
^81    Fz2    -^33    ^3 

Fl    F2  F3     0 
nd  seien  Xi  und  Aj  die  beiden  reellen  Wurzeln  von: 

A*L4- AJI/+iV=0, 
9  tindet  man: 

iJi  =  -p,    JZ2  =  ^ 

J^  ,  _i___M      i^   JL  —  K 

Für  r  *  —  s«  >>  0  sind  iZj  und  ß,  gleichgerichtet,  ^  ist  >  0. 
r^  —  s'  <;  0  haben  IJi  und  JB,  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. 

Wird  ^=0,  so  ist  eine  der  Radien  00  gross,  dann  hat 
ie  Tangente  des  einen  Hauptnormalschnittes  mit  der  Fläche 
inen  Contact  zweiter  Ordnung.  Wird  in  jedem  Punkte  ^  =  0, 
0  ist  die  Fläche  eine  abwickelbare. 

Ist  Jf  =  0,  so  sind  Ri  und  Uj  gleich,  aber  entgegengesetzt 
;erichtet. 

Die  Grösse  ^  ^   nennt  man  das  Maass  der  Krümmung. 


Ri  jRg 


■Wird 


X  = 


P 


Y  = 


yi_f-p._|_5«'  Vi  _|-  pi  4-  q"' 

o  wird 

l  dXdY      dX    dY  _      {rt  —  s^) 

STSi  ~  dx  dy        dy  '  da;  "~  (1  +  i>»  +  g«)«' 

Man  hat  femer 

_1_       J_  _  (l4-g«)r-2j)gs  +  (l+j)»)< 
Bi"^  R^  (1  +  Iß  +  2»//. 

Den  Krümmungsradius  für  einen  Normalschnitt,  dessen  Ehene 
nit  der  Ebene  von  üj  den  Winkel  tp  bildet,  giebt  der  Euler'- 
iche  Satz  (Nr.  8). 


1 
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Die  Ebenen ,  die  den  grössten  und  kleinsten  Krümmung 
radius  enthalten,  stehen  auf  einander  normal. 

12)  Eine  Curve  auf  einer  Fläche,  deren  Normalen  zur  Fläck 
für  je  zwei  benachbarte  Punkte  der  Curve  sich  schneiden,  wir 
die  Krümmungslinie  genannt.  Ihre  Differentialgleichung  lautel 

Fl      F,       F, 

dx     dy      d0    =  0 

dFi   dF^    dF^ 
oder 

{(1  +|)«).s  —  pqr\dx^-\-  {(1  +  p'')t  —  (1  +  q^)r}dxdy 

'-{{l+a')s-pqt\dy^  =  0. 
Für  die  Krümmungslinien  gelten  folgende  Sätze: 

a)  Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  Krümmungs 
linien,  welche  sich  in  demselben  rechtwinklig  schneiden. 

ß)  Schneiden  sich  zwei  Flächen  längs  einer  Krümmungslinij 
der  einen  Fläche  unter  einem  rechten  Winkel,  so  ist  der  SchnitI 
auch  eine  Krümmungslinie  der  anderen  Fläche. 

y)  Wenn  drei  Flächen  sich  in  einem  Punkte  rechtwinkh| 
durchschneiden,  und  wenn  jedes  Paar  derselben  sich  auch  in  den 
nächstfolgenden  gemeinschaftlichen  Punkte  rechtwinklig  schneide^ 
so  sind  die  Richtungen  der  Durchschnitte  die  Richtungen  dei 
Krümmungslinien  in  jeder  derselben.     (Satz  von  Dupin.) 

S)  Ist  eine  Krümmungslinie  eine  ebene  Curve,  so  bildet  di< 
Ebene  derselben  und  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  jeden 
ihrer  Punkte  einen  constanten  Winkel  (Satz  von  Joachims 
thal). 

£)  Längs  einer  jeden  Krümmungslinie  ist  die  Variation  in 
dem  Winkel  zwischen  der  Tangentenebene  der  Fläche  und  dei 
osculirenden  Ebene  der  Curve  gleich  dem  Winkel  zwischen  den 
beiden  osculirenden  Ebenen. 

1})  Ist  eine  Krümmungslinie  zugleich  eine  geodätische,  so 
muss  sie  eben  sein. 

13)  Die  kürzeste  (geodätische)  Linie  auf  einer  Flächt* 
hat  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Schmiegungsebene  durch  die  Nor- 
male der  Fläche  geht  in  jedem  Punkte  der  Linie,  d.  h.  der 
Krümmungsradius  ist  zugleich  die  Normale  der  Fläche.  Ihre 
Differentialgleichung  ist: 
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Fl       Fi      Fj 

dx      dy      dz      =  0. 

d^x    d^y    d^z 

Berühren  zwei  Flächen  einander,  während  die  Berührungs- 
carye  der  einen  eine  geodätische  Linie  ist,  so  ist  sie  auch  eine 
geodätische  Linie  der  anderen. 

Wenn  die  Normalen  einer  Fläche  längs  einer  geodätischen 
Linie  einer  festen  Ebene  parallel  sind,  so  bilden  die  Tangenten 
der  Curve  mit  einer  festen  Geraden  gleiche  Winkel. 

Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  Fläche  zwei  un- 
endlich nahe  und  gleich  lange  geodätische  Linien  gelegt  sind,  so 
ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte  rechtwinklig  zu  beiden. 

IL 

1)  Bisher  haben  wir  die  Gleichung  der  Fläche  unter  den 
Formen  L  und  II.  vorausgesetzt,  nun  wollen  wir  die  wichtigsten 
Formeln  der  Form  IIL  zusammenstellen. 

Es  sei  also  die  Gleichung  einer  Fläche  gegeben  durch: 

x=f{u,v\    y  =  <p{u,v),    z  =  if{u,v). 
Beispielsweise  für^s  dreiaxige  Ellipsoid: 

X  =  a  sin  u  Vi  —  x^sin^v 
y  =  bcosu  cos V 


z  =  csinvVl  —  (1  —  x^)sinv, 

X  ist  dabei  beliebig,  wird  a  =  &  =  c,  so  erhält  man  die 
analogen  Gleichungen  für  die  Kugel. 

Für  die  Schraubenfläche  wird: 

jer  =  oc  u,    a:  =  vcosu^    y  =  vsinu. 

2)  Wir  wenden  folgende  Abkürzungen  an: 

dy  dz  dy^   8^£ - 

du  dv        dv  du 

dz  dx        dz  dx  _  j^ 
du  dv         dv  du 

dz   dy   _  dx^  dy^ ^ 

du  dv         dv  du 
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dtidv  dtidv    '         dudv 


öt*  9t;    '    8w    dv  "^  du    dv 

Cäf )■ + 0" + O' = "• 

so  dass 

wird. 

3)   Wird  v  =  Constante,  so  erhält  man  eine   IT-Curve,  wird 
u  ==  Constante,  so  ergiebt  sich  eine  F-Cnrve. 

Der  Winkel,  unter  welchem  sich  diese  Curven  schneiden,  sei 

TF,  so  wird 

F 

cos  W  =    , 

Ve.g 

Wird  J?"  ==  0,  so  durchschneiden  sie  sich  rechtwinklig. 
Sind  a,  /J,  y  die  Richtungswinkel  einer  LT- Curve,  «',  ß\  / 
jene  einer   F-Curve,  so  wird 

dx  dy  dz 

du  a  ^u  du 

cosa  =  77=,    cosp  =      . — ,    cosy  = 


dx  dy  dz^ 

,         dv  Qf         dv  ,         dv 

cosa*  =  -77==,      cosp'  =   -77=1      ^^^7    =  "77=" 

4)  Ein  Oberflächen  Clement  ist  gegeben  durch: 

dudvVEG  -  F'  =  dudvVA^  +  -»'  +  ^''. 

5)  Der  Winkel,  den  eine  beliebige  Curve  C  mit  den  Cur- 
ven U  und  V  einschliesst,  ist  gegeben  durch 
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E  ^  +  F 
cos(C,U)=—^—, — 

^         dv 

Ep  +  G 
cosiC,V)=       "^ 

d  V 
Die  Gleichung  der  Normale  ist 

|_zi_?  —  ^  —  y  —  ijni 

A      ~      B      ~      C    ' 
ihre  Richtungscosinusse 

ABC 


VA^  +  jB2  ^  C2'    V^a  +  ^2  +  C^'    \A'  +  i^'  +  c» 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene 

(S  -  x)A  +  ()?  -  y)£  +  (g  _  ^)  C  =  0. 

Allgemeine   Eigenschaften   der  Oberflächen   zweiter 

'  Ordnung. 

1)  Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
lorch  neun  Punkte  im  Räume  eindeutig  bestimmt. 

2)  Jede  Ebene  schneidet  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
in  einem  Kegelschnitt. 

3)  Schneiden  sich  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  in  einer 
Bbenen  Curve,  so  schneiden  sie  sich  noch  in  einer  zweiten  ebenen 
Curve. 

4)  Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden 
in  zwei  Punkten  geschnitten. 

5)  Zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  und  eine  Ebene  schnei- 
den sich  in  vier  Punkten. 

6)  Drei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden  sich  in  acht 
l'unkten. 

7)  Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  sieben 
gegebene  Raumpunkte  gehen,  gehen  zugleich  durch  einen,  durch 
diese  sieben  Punkte  bestimmten  Punkt  hindurch. 

8)  Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  acht  be- 
^ebig  gewählte   Punkte   des  Raumes   hindurchgehen,   gehen   im 

I<aaka,  mathem.  Formelnwmmlung.  36 
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Allgemeinen  durch  eine  durch  die  acht  Punkte  bestimmte  Raum 
curve,  in  welcher  sich  je  zwei  von  den  genannten  Oberiiäcbei 
schneiden,  hindurch. 

Hesse,  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Rau- 
mes, 9.  Vorlos. 

Pole  und  Polarebenen. 
1)   Wird  in  die  Gleichung 

eingeführt,  so  folgt: 
wobei 

2/n  =  2f{xiyiZiPi) 

2/oi  =  x,f{Xo)  +  infUh)  +  ^i/'(^o)  +  PifiP.)' 
Man   nennt  zwei   Punkte   harmonische   Pole   der   Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  wenn  ihre  Verbindungslinie  die  Ober- 
fläche in  zwei  Punkten-  schneidet,   die   harmonisch   sind   zu  den 
beiden  Punkten. 

Die  Polarebene  oder  Polare  des  Poles  XQyaZQPQ  ist 

Es  gelten  nun  folgende  Sätze: 

Wenn  ein  Punkt  eine  Ebene  durchläuft,  so  dreht  sich  seine 
Polarebene  um  den  Pol  dieser  Ebene. 

Wenn  ein  Punkt  eine  Gerade  durchläuft,  so  dreht  sich  seine 
Polarebene  um  eine  in  ihr  enthaltene  gerade  Linie. 

Diese  Sätze  lassen  sich  umkehren. 

Eine  Tangentenebene  ist  die  Polarebene  des  Berührungs- 
punktes. Der  Pol  und  die  Schnittlinie  seiner  Polarebene  mit 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmen  den  Tangentenkegel 
der  Oberfläche.  Dieser  ist  der  geometrische  Ort  aller  Tangen- 
ten, die  von  einem  Punkte  an  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
gezogen  werden  können. 
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Hesse,  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes, 
10.  Vorles. 

2)  Die  Reciprokalsätze,  die  durch  Vertauschung  von  Punkt- 
in  Liniencoordinaten  entstehen,  giebt  Hesse  l.  c.  in  der  11.  und 
12.  Vorlesung.    Sie  sind  etwa  folgende: 

Durch  9  beliebig  gewählte  Tangentenebenen  ist  eine  Ober- 
tiäche  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  bestimmt,  diese  dürfen 
jedoch  nicht  zugleich  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  berühren. 

Wenn  zwei  Oberflächen  zweiter  Ordnung  von  demselben  Tan- 
gentenkegel ringsum  berührt  werden,  so  werden  sie  gleichzeitig 
von  einem  zweiten  Kegel  berührt. 

Alle  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  sieben  gegebene 
Ebenen  berühren,  berühren  überdies  eine,  durch  diese  sieben 
Ebenen  bestimmte,  achte  Ebene. 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  des  Raumes  lassen  sich  vier 
Ebenen  legen,  welche  zwei  gegebene  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
zugleich  berühren. 

Die  Oberflächen  zweiter  Ordnung  haben  acht  gemeinsame 
Tangentenebenen. 

3)  Die  Mittelpunkte  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
acht  feste  Ebenen  berühren,  liegen  auf  einer  Geraden. 

Die  Mittelpunkte  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche 
sieben  feste  Ebenen  berühren,  liegen  auf  einer  Ebene. 


und 


Classification  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

1)   Sei 
aiiX^  -f-  «222^^  +  Oaa^er^  -f  2n^^xij  -f-  2ai^xz  -f-  'la^^yz 


z/n  = 


so 


wird 


a»! 

a2i 

«:u 

Cl,2 

«22 

«Si 

«13 

a«3 

«33 

I.   z/o  :z:  0 
IL   z/y  =  0. 


I.    ^^  Z  0. 

Es   existirt  ein   Mittelpunkt, 
dinaten,  so  wird 


Seien   ^lyO"   seine   Coor- 


36' 
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«31  1  +  »32  »?   +  «33  6  +  «3   =  0. 


Sei  noch 


=  z/, 


«2«    «32 
«23    «33 


a    Gl    «2    03 

«1  «11  «12  «13 
0,2  «12  «22  «32 
«3    «13    «23    «33 

«11    «31 


z=i  J 


11) 


«13    «33 


=  A 


82< 


So  hat  man:  [a-n  >  0  vorausgesetzt} 

1)  ^0  >  0,    ^11  >  0,    z/  <  0    EUipsoid 


^2  -r  J2  ^  c2 


2)  ^0  <  O.  oder  ^0  >  0,    -^11  <  0,  und 

I.    ^  <  0:    Elliptisches  Hyperboloid  oder  das 
Hyperboloid  mit  einer  Mantelfläche 


62 

n.    z/  =  0:    Kegel 


^3       i       7^2  />2 


C2 


£!  +  ^  +  £l  =  o 

a«  ^^  6«  =^  c^ 


HI.    -^  >  0:     Hyperboloid  mit  zwei  Mantelflächen 


£!  _  |!  _  £l  _  1  =  0. 


a 


2 


ft« 


H.    z/o  =  0. 

Es  existirt  kein  Mittelpunkt. 

1)  z/,1  <  0  oder  z/^j  <  0    Hyperbolisches  Paraboloid 

Ta 8  —  air  =  0 

2)  z/11  >  Ö  oder  A^^  >  0    Elliptisches  Paraboloid 

T2 +7r-  «^  =  0. 
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Dazu  kommen  noch  die  Cylinderflächen. 

1)  Der  parabolische  Cylinder 

z^  -{-  ax  -]-  ßy  =  0 

2)  Der  elliptische  Cylinder 

^  +  ^-1  =  0 

3)  Der  hyperbolische  Cylinder 

Anmerkung:    Jede  Gleichung  von  der  Form 

ax^  -|-  ^y^  -h  c^'^  -f-  dxjj  -f  cxz  -{-  fyz  =  0 
stellt  einen  Kegel  dar. 

Es  kann  endlich  der  Fall  eintreten,  dass  sich  die  Gleichung 
in  zwei  reelle  Factoren  zerlegen  lässt,  darum  stellt  sie  zwei 
Ebenen  dar.  Sodann  müssen  folgende  Bedingungsgleichungen 
bestehen. 

'*.43  {aii«i2  — «la}  — «23  {«ii«2:i  — t^iaöisj+^^n  {^^la^-ia  —  ««  «^n}  =0 
c«{«ii«2'i — «la} — «2  {^^11  «2  — «i3«i  )  +  «i   {a^aa  — aa2«i}=0 

ö  {«32«3S— «Is}— «8     {«22^3    —  «23  «4   }  +  <*2    {«13  «li    —  «33  «2   )  =  0 
«  {»n  «33  —  «is}  —«1     {«33  «1    —  «18  «3   }  +«3     {«13  «1     "  «U  «8    }  =  0 

Muss  man  eine  Gleichung  erst  mit  —  1  multipliciren ,  ehe 
man  eine  der  dargestellten  Formen  erhält,  so  nennt  man  das 
Gebilde  ein  imaginäres,  z.  B. 

_  ff!  4.  i^  ^  i!  ^  1 

stellt  ein  imaginäres  Ellipsoid  dar. 

Vergleiche:  Hattendorf,  Einleitung  in  die  analytische 
Geometrie. 

Eine  andere  allgemeine  Tabelle  zur  Beurtheilung  einer  Fläche 
zweiten  Grades  ist  folgende: 

Sei 

a;sr*  -f-  ^y^  +  ^^^  +  2aixy  -{-  2bixz  -\-  2ciyz  +  2«2'^ 

+  2  6a .(/  +  2  C2  ^  +  d  =  0, 
ferner 

ai'  —  bc  =  Ä\    6;^-ac  =  5',    c/ —  a6  =  C" 
(h  (^  —  bc)  -^  b^icci  —  Ui  bi)  +  ^3 (i 61  —  «1  Ol)  =  ^ 


=  0 
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6-2  (bi  —  ac)  -\-  C2(aai  —  bc^)  -|-  0.2(0 c^  —  aibi)  = 
Ca  (Cj^  •—  ab)  -{-  «2(^*1  —  0^1  ^1)  +  ^»(aöi  —  &i  ^i)  = 
a & <?  —  aa^  —  bb}  —  cc^  -\-  2  a^  61  Cj  =  D 
<^'  -f-  62' 5'  +  cl  C"  +  2  a,  t^CccJi  — a^  6,)  +  2a^c^{bby^ 

-|-  2 b.i c^{aai  —  biCi)  -\-  dD  =  ^ 

d(y  +  ab:j  —  2c,a2ft2  +  ba^  =  L, 
so  wird: 


B 
C 

—  a,  c,) 


7)<  0 

oder 

C  >  0  und  D  >  0 


I. 

^  >  0  hyp.  Hyperboloid 
und  {^  =  0  Kegel 

J  <^0  ellipt.  Hyperboloid. 

n. 


-^  <  0  EUipsoid 
C  <  0  und  D  >  0  und  ^^  =  0  Ein  Punkt 

-:^  >.  0  Keine  geom.  Bedeutung. 


2)  =  0  und 


ni. 

C  >  0  oder  5'  >  0  hyp.  Paxaboloid 
C  <  0     „      5'  <  0  ellipt.  Paraboloid. 

IV. 


6'  =  0  und  D  =  0, 
ferner: 
C  >  0  und  B'  >  0  und  L  ^  0  hyperb.  Cylinder 
r;'  <  0     „     2f'  <  0     „     L  ^  0  ellipt.  Cylinder 


c  — 0 

.     -B'-ü 

parab.  Cylinder 

6"  >  0 

«     B'>0 

„      L       0  zwei  Ebenen 

r  >o 

.     B'<0 

r,     L       0  eine  Gerade 

C'<o 

V     B'<0 

„     //  <C  0  keine  geom.  Bedeutung 

V. 
C  =  0  und  D  =  0,  ferner  C  ^  0  und  B'  =  0  und 


Ci  h.2 
a   aj 


=  0, 


=  0 
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>  0  zwei  parallele  Ebenen 
a!j  —  ad  \  =  0  eine  Ebene 

<  0  keine  geom.  Bedeutung. 

Diese  Discussion  gilt  nur  für  ä  ^  0  und  a  wesentlich  -|-- 
Um  auch  dann  sie  benutzen  zu  können ,  wenn  z  =  0,  haben  wir 
2  mit  X  oder  y  zu  verwechseln,  wodurch  wir  eine  neue  Gleichung 
erhalten,  in  welcher  z  ^  0, 

Die  obige  Tafel  verliert  ihre  Gültigkeit  wenn 

a  =  Ä  =  c  =  0 
wird.    Es  wird  sodann: 
'^^h'fy-\-  '2bixz  -\-  2ciyz  '\-  la^z  -\-  2 6.,  //  +  2 Cj  x  -[-  rf  =  0. 

Diese  Gleichung  drückt  sodann  immer  eine  reelle  Fläche 
aus,  und  zwar  im  Allgemeinen  ein  Hyperboloid,  oder,  wenn  ^  =  0, 
^inen  Kegel  aus. 

Das  Hyperboloid  wird  ein 

hyperbolisches,  wenn  -ii  >  0, 

elliptisches,  „      z/  <  0. 

Werden  Ux  oder  hi  oder  c^,  oder  auch  zwei  von  diesen  Grössen 
gleich  Null,  so  haben  wir  ein  hyperbolisches  Paraboloid  vor  uns. 
Sei 

6*i  =  ü  und  by  h^  —  tti  ^2  =  0, 

so  entsteht  ein  hyperbolischer  Cylinder. 

Ist  Ci  ==  0  und  i,  h^  —  Ux  (i^  =  0,  und  b^d  —  2  02  c.^  =  0, 
so  haben  wir  zwei  Ebenen,  die  parallel  werden,  wenn  ai  =  0  ist. 

Magnus:  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus 
^er  analytischen  Geometrie  des  Raumes,  Berlin  1837. 

I.    Cylinder  flächen. 

Differentialgleichung:    ap  -\-  bq  =  l. 
Allgemeine  Gleichung:    ^(x  —  az.  y  —  bz)  =  0. 
Specielle  Fälle: 
1)   Die  Cylinderfläche  soll  durch  die  Curvo 

9  {J^.  y^  ^)  =  0,     il>  (x,  y,  z)  =  0 
gehen.    Man  setze 

x  —  a^  =  w,    y  ^  bz  =  V. 
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Eliminire  z  aus 

^>  {it  -|-  az^  V  -(-  t>^'i  £^}  =  0 

wodurch  sich 

oder 

W{x  —  az^  y  —  6  ^)  =  0 

als  die  verlangte  Gleichung  ergiebt. 
2)  Der  Cylinder  soll  der  Fläche 

9  (^,  //i  ^)  =  0 
umschrieben  sein.     Um    diesen  Fall   auf  den   früheren    zurück- 
zuführen, haben  wir  die  Bcrührungscurve  zu  suchen.     Diese  ist 
bestinfmt  durch  die  Flächengleichung  und  durch 

.dx    '        dy    ^    dz 

IL   Kegelflächen. 

Differentialgleichung:  p{x  —  :ro)  +  i(y  —fff*)  =  ^  —  ^e- 
dabei  ist  x^y^^Zo  die  Spitze  des  Kegels. 

Allgemeine  Gleichung: 

\x  —  Xo     y  —  yo\  _  Q 


0 


_Z  —  Zq        Z  —  Zq, 

Die  Spitze  des  Kegels  wird  auch  sein  Mittelpunkt,  die  Er- 
zeugende kurz  Erzeugende  genannt.  Die  Kegelflächen  sind  ab- 
wickelbar. Von  beliebigen  Ebenen  wird  die  Kegelfläche  in  col- 
linearen  und  coUinear  liegenden  Curven  geschnitten. 

Die  speciellen  Fälle  werden  wie  oben  durch  die  Substitutionen 

X  —  Xq  y  —  Va 

Z  —  ^0  ^  —  ^0 

oder 


z 

— 

^0 

c«^, 

z  — 

-^0 

X 

— 

uz 

— 

(UZo 

—  ^o) 

y 

— 

vz 

— 

(vzo 

—  Vo) 

behandelt. 

III.    Rotationsflächen. 

Differentialgleichung,  wenn  angenommen  wird,  dass  das  Coor- 

dinatensystem  ein  rechtwinkliges  und  die  ;8f-Axe  die  Rotations- 

axe  ist: 

j)y  -^  qx  =  0. 
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Das  allgemeine  Integral: 

«'  +  y*  =  9W 

oder 

az  -{-  b  =  ^(j;2  +  iß) 

oder  die  allgemeinste  Form 

(X  -  ay  +  (y  -  ^y  +  ^*  =  9  U^  +  -By  +  ^}. 
Soll  die  Umdrehungsfläche  durch  die  Rotation  der  Curve 

/i  (^y^)  =  0,    /,  (xi/^)  =  0, 
so  hat  man  vier  Gleichungen: 

fi{xyz)  =  0,    /.^(xyz)  =  0 

Ax  -f-  Sy  -\-  z  =  a 

{x^ay  +  (y-by  +  z'  =  q>{a). 

Ans  diesen  ist  x^  y^  z  zu  eliminiren,  wodurch  sich  eine  Rela- 
tion zwischen  a  und  q>((x)  ergiebt 

F{a,g>(«)}=0. 

Die  Gleichung  der  Fläche  wird  sodann: 

F{Äx  -^By-\-z,  ip[(x  -  ay  +  (//  -  6)^  +  z']\  =  0. 

Die  willkürliche  Function  kann  auch  dadurch  bestimmt  wer- 
den, dass  die  Rotationsfläche  eine  gegebene  Fläche 

X  (^,  y,  ^)  =  0 
einhüllen  soll.    Diese  Aufgabe  lässt  sich  auf  die  frühere  zurück- 
fuhren, wenn  man  die  Berührungscurve  bestimmt.     Man  bildet 

aus  r  =  0  die  Werthe  -7-,  tt-  ^nd  substituirt  sie  in 
^  ax   dy 

(»J  —b  —  Bz)^  —  (x  —  a  —  Az):r^  =  B{x  —  a)^Ä(y  —  b), 
"^  0  X  0  y 

dadurch  ergiebt  sich  eine  zweite  Gleichung: 

ilf(x,  y,  z)  =  0, 
wodurch  die  Lösung  auf  den   früher  behandelten  Fall  zurück- 
geführt ist. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades 

wird  eine  Umdrehungsfläche  bezeichnen,  wenn 


«13  ai2 (h'2  ^n ,, 

<*\\ —  —  «2« r —  —  ^^3  — 


^h'i  ^u 


023  ai3  ttia 
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Hat  daher  eine  von  den  drei  Grössen  0^3,  ai,,  ai^  den  Werth 
Null,  so  muss  noch  eine  zweite  verschwinden,  wenn  die  Fläche 
eine  Rotationsfläche  sein  soll. 


IV.    Conoidflächen. 

Dieselben  werden  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie 
erzeugt,  die  eine  feste  Axe  stets  schneidet  und  zu  einer  Ebene 
immer  parallel  bleibt. 

Sei  die  gerade  Linie  die  ^-Axe,  und  die  gegebene  Ebene 
die  ^ //-Ebene,  so  wird  die  Differentialgleichung  der  Conoidtlächen 

und  ihr  Integral 


= ^  (f  )• 


Die  allgemeinere  Gleichung  lautet 

|^(«^-x)4-||(6^-y)=o 

und  ihr  Integral 

^  \x  —  az] 

Cono-cuneus  (Wallis  opera,  Tom.  IL,  p.  683  —  699)  a^y^  +  x^z*- 
—  r'x^  =  0,  auch  Conoid  genannt.  Weitere  Conoide:  Schrauben- 
fläche z  =  ardagn  — . 

x^f  ^  a^iß  ^  r^z^  =  0     Keilconoid, 


z_^        V^±7±y^±jLzL^    Ketteuoonoid. 
c  ^  c 


V.   Eusspunktflächen. 

Fällt  man  von  einem  festen  Punkte  auf  alle  Berührungs- 
ebenen einer  gegebenen  Fläche  Perpendikel,  so  bilden  die  Fuss- 
punkte  eine  Fläche,  die  sogenannte  Fusspunktfläche. 

Seien  y,  ä,  it  die  Coordinaten  des  Punktes, 
X,  11^  z  die  Coordinaten  der  Fläche, 
t*,  ?;,  w  jene  des  Fusspunktes, 

so  hat  man  xyzzxk  eliminiren  aus 
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IJ  (t^  -  ^)  + 1^  («  -  y)  -  {tv  -^)  =  o 

u-g=---(w-k) 

vobei  (f  (x,  f/,  z)  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  ist. 
Vergl.  Sehlömilch,  Uebungsbuch,  I,  S.  157. 

VI.    Einhüllende  Flächen. 
Sei  die  Gleichung  einer  Fläche 

wobei  p  ein  willkürlicher  Parameter  ist,  so  findet  man  die  Glei- 
chung der  einhüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  p  aus: 

<P  («^^  y,  ^^  1>)  =  0    g- =  0. 

Aehnlich  wenn  zwei  Parameter  vorkommen.    Die  Curve 

dp     . 
wird  nach  Monge  die  Charakteristik  genannt. 
Eliminirt  mau  p  aus 

9  =  0,    J^  =  0. 
dp 

so  ergiebt  sich 

/(^,  !/,  ^i  =  0 1) 

Eliminirt  man  dieselbe  Grösse  aus 

dp        ^'      dp^   —  "' 
80  ergiebt  sich 

l\x,ij,z)  =  ^ 2) 

Sodann  stellen  die  Gleichungen  1)  und  2)  eine  Raumcurve 
dar,  die  den  geometrischen  Ort  der  Schnittpunkte  zweier  auf  ein- 
ander folgender  Charakteristiken  darstellt  und  Rückkehrkante 
farete  de  rebroussement)  genannt  wird. 

Vcrgl.  Monge:  Application  de  Tanalyse  ä  la  geometrie, 
V.  Ed.,  p.  29  —  34.  Allgemeines  wie  bei  den  einhüllenden 
Kurven. 


^ 


572  FlächeD. 

VII.    Kegelflächen. 

Sei  a  ein  veränderlicher  Parameter,  so  wird: 

X  =f{a)z  +  9(a) 

.     y  =  ilf{a)z  +  x{a) 

die  allgemeine  Gleichung  der    Kegelflächen.     Eliminirt    man  «l 
so  folgt 

Es  können  zwei  Fälle  eintreten,  entweder  schneiden  siel 
zwei  auf  einander  folgende  Gerade  in  einem  Punkte,  oder  si< 
schneiden  sich  nicht. 

Im  ersteren  Falle  nennt  man  die  Flächen  abwickelbar] 
im  letzteren  windschief. 

Soll  die  Fläche  abwickelbar  sein,  so  muss 

/'(«)z'(«)-qp'(«)tf'(«)  =  o 

sein.    Für  diese  Flächen  wird 

rt  —  82  =  0, 

und   folglich    ist  jeder  Punkt   dieser   Fläche   ein   parabolischer 
Punkt. 


§.  171. 

Transformationsglelohungen. 

Sei 

X  =^  r  sin  ß  cos  t 

II  =  r  sin  0  sin  t 

z  =  rcos  ö, 
so  wird: 

1)  r  =  Vx'^  +  y*  4-  -2r*,     cos  «  =  -,     tgn t  =  — 

r       '  X 

2)  dr  =  —  dx  4-    -  du  -\ dz 

j ..        cos  0  cos  ilf  j       .    cos  (i  sin  ^   ,  sin  H   , 

d  0  = dx  -] d  tt d  z 

r  ^  r  r 

,  .        cos^  ^  /   j  j    V  1  .n/w  *  ,      ,1  cos  4*  . 

dtp  =  — 7—  (xdy  —  ydx)=  ——  -r-jr  dxA — ^  du 

x^    "^      -^      ^      ^  r  sind         '    r  sind     -^ 
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3 J  dx  =  sinO  cosijf  dr  -{-  rcosO  cosil;  (10  —  r sin 0  sin  ^  d ^ 
d  f/  =  sind  sinif  dr  -f-  rcosO  sin  tdO  +  rsinO  cosilf  (7^ 
rf  ^  =  cosO  dr  —  rsinOdO 

4J)     dx^  +  dy^  +  d;?»  =  dr'^  +  r'dö^  +  r^  si^i^  0  d  ip^ 
Sei 

so    -wird 

rf«a?        d^r       ^        ^      ^dr  di*       ^    •    , 
=^>    ä^=JY,cos%cos^-2jj.-j^cos%stn^ 

^dr   d%    .   ^        .    ,    _d^   d%      •    o.    •     . 
—  2  ^7  •  -jy  sm  9  cos  1^  -\-  2  -^ .  -r-  r  sin  d-  stn  t 
dt    dt  '        dt     dt 

d»^      .    ^ 
— :tit  r  stn  d-  cos  ^ 

d^  df  dt    dt 


rrr  r  .s«n  ^  stn  i' 

dt^ 


d 


h^  =  dF'''^'^^dT'Y7'''^'{lu)''''^^ 
^>)    di^-'^'''^[irt)'^''\-dt)-Ti^^ 

d     (2      ^     dM_d^xix    ■    d'^y  dy    .    d^^  dz 
dJ  V  ^^^       ^n  "■  df'  d^  "•"  dt^  'dtl>  ^"  d^2  0^ 
d     i  od^\    ,     ,       o.    •   o.fd'^y       d^xdx    .    d^y  dy 

,    d2£  8^ 
"*"  d^2  8^' 
Sei   «  öii^e  Function  von  r,  Ö  und  ^.    Sodann  wird : 
rm  8 w    .    ^        ,    .    du  cosO  cosilf        du  sinilf 

7)    g^         8r  '8r         r  öif  rstnO 
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du  du    .  ,     .     ,         'ön  cosO  sin  M;    .    du   cos  t 

öy  dr  '8r  r  'ö^  rstnO 

du  du  ,,        du  sind 

dz  ör  öO     r 

^^   d^u  ö««  .  ^,.       ,.     ,    o     "^^^*    sin  6  cos  ti  cos^  t* 
^   dx^        or^  ^       drdti  r 

c'  u    sin  ^  cos  i>^    ,    ö*  tt  cos^  0  cos*  ^ 


3 


(3re^  r  '    öO^  r 

^     d^u    costi  sin  tl)  cosif  _.    8*  u    sin*  ^ 


8  0  8^         r*  sin  ti  '    ötl>*  r»  sin*  0 

idii  cos* 0  cos*  ^  +  sin* ^ 
'^dr  r 

8 w  (s«'n* t^  —  2  sin^Ö  cos« t)cosO   .      du  sin  ^' eös t 
dti  r^sind  '      d^    r*sin^d 

c*u  d*u    .  „.,   .    ,        ,10    '^^^    sin 0  cos 6  sin  if  cos \' 

= -;t— r  sm*  0  s?w  i^  cos  ^ -f- 2 


8x8y        ör«     "^  -       --       -^1      ar8ö  r 

d*u    cos*if  —  sin*tlf  _i    ö'w  cos*tisinif  cosM? 
•"  öTW  r  '    d¥  r* 

^^     d*u    (cos*  if  —  sin*  if)  cos  Ö  _^  8«t<  sin  ^  cos  r 
"^  dOdif  r* sin d  d^    r*sin*d 

d  u  sin*  0  sin  1^  cos  ^ 

dr  r 

du{l+2sin*6)cosßsinifCOStlf     ducos*tlf—sin*t 
~~  dO  r* sin 6  d^      r* sin* 6 

d*u         d*u    .   ,,       ,,        ,    .      d*u  (cos* e  —  sin*  0)  cos  ^' 

..     ..      =  :5--r  StnO  COSO  COS  t  +  ^—^^  ^ 

dxdz        er*  ^    drdO  r 

d*  u    cos  6  sin  ^       d*  u  sin  0  cos  0  cos  ^ 


+ 


drdilf     rsinß  dH*  r* 

d*u   sin  t       du  sinO  cos  0  cosif 
dOdftf  '~r*  dT'  r 

du  {cos*ß  —  sin*ß)cosfp 
dti  7* 


d*u        8*w    .  o/.    •  o  .     1    n    ö'^w    Sinti  cos e  sin* i; 

^"T  =  ^-^  Sin*  e  stn*  t^  +  2  -— — ^ 

dy*        dr*  '       ördti  r 

,    ^    8«  u    sin  rj;  costI;    ^^  d* u  cos*  0  sin*  ^ 
"^     drdif         r  ^  d¥ '      r* 
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.    ^    d^u    cos  0  sm  ilf  cos  t    .    d^  u    cos^  ^ 


8fla^  r^stwÖ  '    dt^r^sin^O 

,    8  w  (cos*  ^  —  2  s?'n2  W  sin^  i^)  co.<?  W       ^  <^  w  sin  lif  cos  ^ 
"^  de  r^^md  dt  ~^r^~stn^ti~ 

=  — -r-  s«w  Ö  COS  Ö  sm  1^  -(-  ^  '^ 


ey  öz         ör^  '    drdti  r 

d^  u    cos  0  cos  ^       d^u  sm  0  cos  6  sin  ^ 


+ 


crdt     rsine  dti^  r^ 

d^u    cosil>        du  Sinti  costi  sini; 
"~  dOdt  ~r*  dr  r 

d  u  {cos^  0  —  sin^  ti)  sin  i^ 
"■  de  r2 

c^u   d^u       2  ^    d^u    sin  ti  costi    .    d^u  sin^ 0 

aT^  —  J^^^^  ^  "    dTWe      r        ^  ¥«^  ~"r^ 

_,    du  sin^e    198^  sm #  cos 0 

a«t<     ,     d^u    .    c^u  ^    /  o    .    /.  ^^\    I      ^   t  '    n  ^^\ 

^    a  o:'^         ^ 2/*        ö ^e-*        c) r  \  dr/    ^    de  \  dtij 

d    /    1      atf\ 
ö*  \smö  ÖV'/ 
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§.  172. 

Die  Maasssysteme. 

A.    Allgemeines. 

Die  physikalischen  Messungen  beziehen  sich  entweder  auf 
eine  Länge  (L)  oder  eine  Masse  (M)  oder  endlich  auf  die  Zeit  (T). 

Das  Resultat  der  Messung  hängt  nicht  nur  von  den  gewählten 
Maasseinheiten,  sondern  auch  von  vielen  anderen  Umständen  ab, 
insbesondere  aber  von  der  Veränderlichkeit  der  Instrumente. 
Unveränderliche.  Instrumente  giebt  es  nicht.  Gauss  führte  das 
sogenannte  absolute  Maass  ein,  indem  er  sich  durch  passende 
Combination  der  Beobachtungen  von  der  Veränderlichkeit  der 
Instrumente  frei  machte. 

In  der  Natur  giebt  es  mehrere  absolute  Einheiten.  Die 
wichtigsten  sind: 

I.    Die   Wellenlänge  einer  bestimmten   Stelle  im 
Sonnenspectrum  {ist  jedoch  nicht  auf  0,000025  mm 
sicher}.    Vergl.  Everett,  phys.  Einheiten,  S.  48. 
IL    Die  Gauss'sche  Constante  der  Gravitation. 

III.  Das  Weber'sche  c  in  der  Elektricitätslehre. 
[Diese  beiden  Grössen  sind  jedoch  nur  den  Sachverstän- 
digen bekannt.] 

L»ak«,  m»them.  Formeinnminlimg.  37 
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IV.    Die  Länge  des  Secundenpendels  für  einen  bestimm- 
ten Ort   {ist  von  der  Veränderlichkeit  der  Schwerkraft 
abhängig}. 
Maxwell  stellt  die  drei  Grössen  i,  Jf,  T  mit  Exponenten 
versehen  in  eine  Klammer  und  nennt  den  Ausdruck 

eine  Dimension.     Man  kann  oft  mit  Hilfe  dieser  Dimension 
physikalische  Formeln  ableiten.    Beispiele: 

1)  Angenommen,  wir  wissen,  dass  die  Schwingungsdauer  eines 
Pendelsr  {deren  Dimension  [T]  ist}  abhänge  nur  von  der  Länge? 
{mit  der  Dimension  [L]}  und  der  Beschleunigung  g  {von  der 
Dimension  [LT*"^]),  so  wird,  die  Masse  =  1  genommen, 

(t)  =  (l^^). 
Nun  ist 

(r)  =  [T]  =  Q-gy)  =  [L-LyT-^yl 
also 

woraus 

-  2.V  =  l 

X  -[-  y  =  ü, 
also 

1  1 

^  =  -2 '  2/  =  -   2 

folgt,  wir  haben  daher: 

(r)  =  (e^g'^i) 
oder  _ 

die  gewöhnliche  Formel. 

2)  Würde  die  Schwingungsdauer  einer  Saite  r  von  der 
Länge a,  der  Massem,  und  der  Spannung^  abhängen,  so  hätte  man 

(r)  =  {a'myt^') 
und  zur  Bestimmung  von  x,  y,  z  die  Werthe 

IT]  =  [if*  +  vL*  +  'T-a«], 
woraus  sich 

1  .1  ,1 

ergiebt,  man  hat  also 


1  /am 
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In  allen  Fällen  können  noch  numerische  Constanten  hinzu- 
treten, deren  Dimension  jene  einer  Zahl,  d.  b.  Null  ist. 

Bei  derartigen  Bestimmungen  ist  es  aber  wichtig,  alle  Grössen 
aufzuzählen,  von  denen  die  eine  abhängt. 

Es  ist  die  Dimension 

des  Weges  gleich  [L] 
der  Fläche  „  [L*] 
des  Raumes      „       [L-^J. 

Der  Winkel  als  Kreisbogen  getheilt  durch  den  Halbmesser 
hat  die  Dimension  Null,  d.  h.  er  ist  unabhängig  von  den  gewähl- 
ten Grundeinheiten.    Dasselbe  gilt  von  jeder  Constante. 

B.    Mechanische  Maasse. 

Geschwindigkeit  =  Weg:    Zeit,  [LT-»] 
Beschleunigung  =  Geschwindigkeit:  Zeit,  [LT"^] 
Kraft  =  Masse  X  Beschleunigung,  [MLT-^] 
Arbeit  =  Kraft  X  Weg,  [ML^  T-^] 

Bewegungsgrösse  =  Masse  X  Geschwindigkeit,  [MLT^^] 
Antrieb  =  Kraft  X  Zeit,  [MLT-^] 

Lebendige  Kraft  oder  Energie  =  Masse  X  -^(Geschwin- 
digkeit)», [JJfi^j-aj 
Drehungsmoment  =  Kraft  X  Länge,  [ML^T-^] 
Trägheitsmoment  =  Masse  X  [Länge]^  [ML^] 
Statisches  Moment  =  Kraft  X  Länge,  [ML^T-^] 
Elasticitätsmodul  =  (Gewicht  X  Länge):   (Querschnitt 

X  Verlängerung),  [ML-^T-^] 
Torsionscoefficient  =  (Länge  X  Radius  X  Kraft):  (Win- 
kel X  [Halbmesser]*),  [ML-^  T-2] 
Druck  =  Kraft,  [ML  T-»]. 

C.    Magnetische  und  elektrische  Maasse. 

In  der  Elektricität  haben  wir  zwei  Systeme  von  Einheiten. 

I.    Das  elektrostatische  Maasssystem,  gegründet  auf  die 
Kraft,  welche  zwischen  zwei  Elektricitätsmengen  wirkt. 

n.   Das   elektromagnetische  Maasssystem,  gegründet  auf 
die  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Magnetpolen  thätig  ist. 

87* 


Elektrische 
Dichtigkeit 
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Der  Quotient  der  elektrostatischen  Einheit  in  die  elektro- 
magnetische ist  immer  eine  Potenz  einer  Geschwindigkeit,  deren 
Werth  nach  Weber 

=  310740  5^, 

bec. 

also  nahezu  gleich   der  Lichtgeschwindigkeit  im  leeren  Baume. 
Diese  Grösse  ist  das  früher  genannte  Web  er' sehe  c. 

I.    Statisches  Maass. 

Elektricitätsmenge,  [La  M2  r-ij- 

Die  elektrostatische  Einheit  der  Elektricität  ist  jene  Elektri- 
citätsmenge, welche  eine  gleichnamige  Menge  in  der  Einheit  der 
Entfernung  mit  der  Einheit  der  Kraft  abstösst. 

Elektricitätsmenge:  Raum,  [^L'^'^  lUJ  T'^j 

^  Fläche,  [i-i  Jtf^T-O- 

Das  Potential  und  die  Potentialdifferenz, 

[L2  Jtfä  T-iJ  =  Arbeit  :  Elektricitätsmenge 

Elektrische  Kraft,  [L"2  31^  T"^]. 
Es  ist  dies  die  von  gewissen  elektrischen  Massen  ausgehende- 
auf  die  Einheit  der  positiven  Elektricität  wirkende  KrafL 

Elektrische   Verschiebung,  [L"»  M^  r~*J. 

Ist  jene  Menge  der  positiven  Elektricität,  welche  beim  Ueber- 
gang  aus  dem  indifferenten  in  den  elektrischen  Zustand,  durch 
die  Einheit  der  Fläche  von  der  einen  Seite  der  Fläche  auf  die 
andere  übergeht  in  der  Richtung  der  wirkenden  Kraft  Diese 
Kraft  erzeugt  in  den  Leitern  einen  Strom,  in  dielektrischen 
Medien  nur  eine  Verschiebung. 

Elektrische  Spannung  (Polarisation),  [L—^MT"^] 
Inductionscoefficient  (Capacität),  [L]  =  Elektricitäts- 
menge :  Potential 

Dielektricitätsconstantc  =  Capacität  :  Capacität,  [Oj 
Stromstärke  =  Elektricitätsmenge  :  Zeit,  [La  JJf"«  T^^J 
Widerstand  =  Potentialdifferenz  :  Stromstärke,  [i"«  Tj- 
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II.    Elektromagnetisches  Maass. 

Menge  des  Magnetismus,  [La  Jlfä  T-jJ. 

Einheit  ist  diejenige  Menge  des  freien  Magnetismus,  welche 
auf  gleiche  Menge  in  dem  Abstände  Eins  die  Kraft  Eins  ausübt. 

Magnetisches  Moment,  [La  M^  T-^J  ==  freier  Magnetis- 
mus X  Länge 

Magnetisches  Potential,  [iä  M^  T-^j  =  Arbeit :  Menge 
des  freien  Magnetismus 

Magnetische  Intensität    (Stärke  des   magnetischen  Fel- 
des) [L"a  JMfa  T-i]. 

Einheit  der  magnetischen  Intensität  ist  dort,  wo  auf  einen 
zur  Kraftrichtung  senkrecht  stehenden  Magnet  vom  Moment  Eins 
die  Einheit  des  Drehungsmoments  ausgeübt  wird. 

Elektricitätsmenge  =  Stromstärke  X  Zeit,  [ia  J|f2j 

Stromstärke  =  Magnetisches  Moment:Fläche,[La  J(f  2  T-iJ. 

Die  elektromagnetische  Einheit  der  Stromstärke  hat  jener 
Strom,  welcher  die  Fläche  Eins  umfliessend  in  die  Ferne  so  wirkt, 
wie  ein  durch  die  Mitte  der  Fläche  gehender,  zur  Stromebene 
senkrechter  Magnet  von  der  Einheit  des  magnetischen  Moments. 

Elektrisches  Potential    {PotentialdifFerenz,   elektromoto- 
rische Kraft}  =  Arbeit  :  Elektricitätsmenge,  [ia  Jtf  a  T-^J^ 
Widerstand  =  Potentialdifferenz  :  Stromstärke,  [LT-^] 
Capacität  =  Elektricitätsmenge  :  Potential,  [L"^  T^] 
Specifischer  Widerstand  [L^  T-^]. 

Derjenige  Leiter  hat  die  Einheit  des  specifischen  Wider- 
standes, welcher  als  Säule  von  der  Länge  und  dem  Querschnitte 
Eins  den  Widerstand  Eins  ergeben  würde. 

Bemerkung.     Die  elektrodynamische  Einheit  (von 

Ampere  eingeführt)  ist  VSmal  grösser  als  die  elektromagne- 
tische, in  Bezug  auf  die  Dimensionen  sind  daher  beide  Maass- 
systeme gleichwerthig. 
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D.    Das  praktische  Maasssystem. 

I.  Das  praktische  Maasssystem  (Elektrikercongress  1881) 
basirt  auf  dem  elektromagnetischen.  Es  beruht  auf  den 
Einheiten 

Erdquadrant,  Masse  von  10"""  Gramm  und  Secunde. 

IL    Gauss  und  Weber,  welche  das  dynamische  System  ein- 
geführt haben,  wählten  als  Grundeinheiten 

Milligramm,  Millimeter  und  die  Secunde. 

III.    Die  Britisch  Association  wählte  auf  den  Vorschlag  von 
William  Thomson 

das  Gramm,  das  Gentimeter  und  die  Secunde. 

Die  folgende  Tafel  giebt  das  Verhältniss  dieser  Systeme. 


Grössen 


0 

tS3 


Dimension 


II. 


m. 


Länge    

Zeit 

Masse 

Capacität  .... 
Elektricität .    .    . 

Strom 

Widerstand  .    .   . 
Elekt  romotorische 
Kraft 

Arbeit 


L 
T 
M 

C 

E 

J 
W 

K 
A 


[T] 
[M] 

[  L2  iJf  ä] 


Erdquadrant 
Secunde 

Farad 

Coulomb 

Ampere 
Ohm 

Volt 
Watt 


1—10 


I 


—9 


10-^"[L](mm)  '   lO^M^ 

[T] 
[10»  3f 

10-' d 
10"^  i 
10-'  J 

10«  ^y 

WA' 
lOM 


10«  [M\  (mg) 
10-^®  C 

10  E 

10  J 
10"  IT 

io*jk: 

10»^ 


Man  merke  insbesondere: 

1)  Ein  Coulomb  ist  jene  Elektricitätsmenge,  welche  durch 
einen  Querschnitt  des  Leiters  in  der  Secunde  fliessend  ein  Am- 
pere erzeugt. 

2)  Ist  in  einem  geschlossenen  galvanischen  Element  die 
elektromotorische  Kraft  gleich  1  Volt  und  der  Widerstand  gleich 
1  Ohm,  so  ist  die  Stromstärke  gleich  1  Ampere,  oder 

1  Ampere  =  y-^yj —    (Ohm's  Gesetz). 
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3)  Ein  Condensator,  der  die  Capacität  von  1  Farad  hat, 
wird  durch  die  Ladung  von  1  Coulomb  auf  das  Potential  von 
1  Volt  gehoben. 

4)  Ein  Watt  =  Ein  Ampere  X  ß^  Volt  (Joule'sches 
Gesetz). 

Für  die  Verwandlung  beachte  man  folgende  Tafel,  die  durch 
die  angeführten  Beispiele  sofort  verständlich  wird. 


Bei  der 

auf 

Verwandlangr 

1 

>« 

11. 

III. 

1 

I. 

100 

10« 

10-10 

10"  ® 

10» 

10-" 

von  \ 

II. 

1010 

108 

100 

100 

101 

10-« 

1 

III. 

lO"« 

10" 

10-^ 

103 

100 

10» 

ist  z 

a  multi* 
iciren 

L 

M 

L 

M 

X 

M 

Beispiel.  Bei  der  Verwandlung  von  IL  auf  III.  hat  man 
die  Länge  (L)  zu  multipliciren  mit  10^,  und  die  Masse  (37)  mit 
10~^  so  dass  z.  B. 

[L'Mv]  im  System  II.  gleich  wird: 
10*- 8 1'  [L'My]  im  System  IIL 

Die  Zeiteinheit  ist  in  allen  Systemen  dieselbe. 

Fernere  Beispiele.  Nehmen  wir  an,  wir  hätten  in  III. 
für  die  Kraft  (mit  der  Dimension:  [LMT-^])  die  Zahl  1  erhal- 
ten, so  erhalten  wir  in  I. 

10-»  X  1011  =  100. 

Umgekehrt  hätten  wir  in  I.  für  die  Arbeit  (mit  der  Dimen- 
sion [L^MT-^])  die  Zahl  10"^  erhalten,  so  erhalten  wir  in  III. 
10-'  X  10»'»  X  10-"  =  10-7+1«-"  —  1. 

Unter  einer  Sie  mens -Einheit  versteht  man  den  Widerstand 
einer  Quecksilbersäule  von  1  m  Länge  und  1  qmm  Querschnitt. 

Jacobi's  Einheit  entspricht  der  Stärke  des  Stromes,  wel- 
cher beim  Durchgang  durch  das  Wasser  in  einer  Minute  1  ccm 
Knallgas  liefert. 

Die  Stromstärke  1  Ampere  =  0,1  [cm,  g]  =  10 [mm,  mg] 
zersetzt  in  einer  Secunde  0,0933  mg  Wasser. 

Die  Literatur  findet  man  ziemlich  vollständig  in:  Everett's 
l^hysikalischen  Einheiten  und  Constanten.    Leipzig  1888. 
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§.  173. 

Sphärische  Astronomie. 

Die  Erde  bewegt  sich  um  die  Sonne  in  einer  Ellipse  und 
dreht  sich  um  eine  Axe,  die  gegen  die  Ebene  dieser  Ellip^ 
(Ekliptik)  geneigt  ist.  Demzufolge  erhalten  wir  zur  Fixiruug 
der  Objecte  ein  dreifaches  Coordinatensystem. 

Die  Fundamentalebene  des  ersten  ist  der  Horizont  des 
fieobachtungsortes,  sein  Culminationspunkt  das  Zenith.  (Fig.  1.) 

Fig.  1. 


Ebene 


Die  Fundamentalebene  des  zweiten  ist  die  Ebene  des  Aequa- 
tors  und  sein  Culminationspunkt  der  Pol,  d.  h.  der  Schnitt- 

Fig.  2. 


Erda^tse, 
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punkt  der  scheinbaren  Himmelskugel  mit  der  Verlängerung  der 
Rotationsaxe  der  Erde.    (Fig.  2.) 

Das  dritte  Coordinatensystem  bat  zur  Fundamentalebene  die 
Ebene  der  Ekliptik,  und  zum  Culminationspunkt  den  Pol  der 
Ekliptik.    (Fig.  3.) 

Fig.  3. 

Pol  <|Cif  £lr((pCt* 


BeobaOaungsort. 


Schiefe  der  Ekliptüt. 


Ebene  der  Sräbahn. 


Um  den  Zusammenhang  der  einzelnen  Coordinatensysteme 
zu  übersehen,  haben  wir  sie  auf  der  Fig.  4  vom  Beobachtungs- 
orte  JB  aus    auf   die    scheinbare   Himmelskugel   projicirt.      Die 


Fig.  4. 


Zenith 


Ortsbestimmung  eines 
Himmelsobjectes  ge- 
schieht durch  eine  ho- 
rizontale und  eine  ver- 
ticale  Componente. 

Die  horizontaleCom- 
ponente  des  Systems  I. 
wird  das  Azimuth(a) 
genannt  und  vom  Süd- 
punkte des  Horizontes 
aus  über  den  West- 
punkt gerechnet.  Ver- 
steht man  unter  Meri- 
dian jenen  grössten 
Kreis,  der  durch  den 
Pol  und  das  Zenith 
gehty  so  kann  man  sagen,  das  Azimuth  wird  vom  Südpunkte  des 
Meridians  aus  über  West  gerechnet.  In  der  Figur  ist  a  =  Ä  C. 
Die  verticale  Componente  wird  die  Höhe  (h)  genannt  und  vom 
Horizont  aus  gegen  das  Zenith  gerechnet.  In  der  Figur  ist 
h  ^=  AS,    Statt  der  Höhe  wird  manchmal  die  Zenithdistanz  {z) 
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gebraucht,  es  ist  dies  der  Bogen   zwischen  dem  Stern  und   dei^ 
Zenith.    Wir  haben  also  die  Beziehung: 

^  -f  A  =  90«. 

Bevor  wir  zu  den  übrigen  Systemen  übergehen,  müssen  wi 
noch  einige  Begriife  erläutern.  Wie  aus  der  Figur  ersichtlicl 
ist,  durchschneidet  die  Ebene  der  Ekliptik  den  Aequator  in  zwei 
Punkten.  Diese  werden  die  Aequinoctialpunkte  genannt.  Ii 
dem  einen  befindet  sich  die  Sonne  am  21.  März,  dieser  wird  de) 
Frühlingspunkt  (F)  genannt  und  mit  dem  Zeichen  des  Stemi 
bildes  Widder  T  bezeichnet,  in  dem  anderen  befindet  sie  siel 
am  23  September. 

Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  die  Coordinaten  des  zweitei 
Systems  einführen.  Sie  sind  die  Rectascension  oder  gerade 
Aufsteigung  (oe)  als  Horizontalcomponente,  und  die  Declinatioi] 
(ö)  als  Verticalcomponente.  Die  Rectascension  wird  vom  Frühi 
lingspunkt,  und  zwar  von  W.  nach  0.  gerechnet  In  der  Figui 
ist  a  =  3600  —  rA\  d  =  Ä' S. 

Die  Coordinaten  des  UL  Systems  sind  endlich  die  Länge  (il| 
mit  gleicher  Zählung  wie  Rectascension  und  die  Breite  {ß).  In 
der  Figur  ist  A  =  F^",  ß  =  A*  S. 

Die  Coordinaten  des  Systems  I.  ändern  sich  in  Folge  de< 
Erdbewegung  beständig,  ihre  Messung  ist  aber  die  bequemstei 
Sie  sind  in  demselben  Augenblicke  für  verschiedene  Orte  dei 
Erde  verschieden. 

Die  Coordinaten  des  Systems  II.  sind  für  jeden  Stern  fasi 
constant,  weil  der  Pol  und  die  Ebene  des  Aequators  nahezu  un^ 
veränderlich  sind. 

Zu  den  Coordinatensystemen  fügen  wir  noch  folgende  Be- 
merkungen bei.    (Fig.  5.) 

Den  Bogen  zwischen  dem  Declinationskreise  des  Sterns  nnj 
dem  Meridian  nennt  man  den  Stundenwinkel  (t).  Er  wird 
gezählt  im  Sinne  der  täglichen  Bewegung,  d.  h.  von  0.  nach  W, 
vom  Meridian  angefangen.  Der  Stundenwinkel  ist  veränderlii-h^ 
Den  Stundenwinkel  des  Frühlingspunktes  nennen  wir  die  Stern- 
zeit (0).     Wir  haben  also  die  Beziehung: 

fj  =  a-{-t. 

Wird  ^  =  0,  so  wird 

«  =  0. 
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Das  Gestirn  befindet  sich  im  Meridian,  wir  sagen  es  cul- 
QDinirt.  Kennt  man  also  <x'  eines  bestimmten  Sterns,  welcher 
im  Augenblicke  im  Meridian  ist,  so  bat  man  auch  die  Sternzeit 
les  Augenblickes, 

Fig.  5. 


Hord 


ZenUh 


fiurinkcl 


Süd 


Wegt 


Um   die    gegebenen  Coordinaten  in  andere  zu  verwandeln, 
hat  man  folgende  zwei  Fundamentaldreiecke  zu  betrachten. 


Fig.  6. 


Pol  de»  Atq 


ZenWi 


Stern 


fittffn 


Dabei  ist  $  Schiefe  der  Ekliptik  und  q>  die  geographische 
Breite  des  Ortes.  Die  Verwandlung  selbst  ist  eine  Aufgabe  der 
sphärischen  Trigonometrie.  Die  Entstehung  der  beiden  Dreiecke 
mögen  die  Figuren  7  und  8  (a.  f.  S.)  versinnlichen. 

Durch  die  Anwendung  der  Fundamen  talformeln  der  sphäri- 
schen Trigonometrie  ergiebt  sich: 

L    sin  ß  =  sin  d  cos  b  —  cos  ö  sin  s  sin  « 
cos  ß  sin  l  =  sin  d  sin  e  -\-  cosS  cos  s  sin  « 
cos  ß  cosl  =  cos  S  cos  a. 
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II.  sin  d  =  sin  ß  cosb  -\-  cos  ß  sin  b  sin  A 
cos  ö  sin  a  =  cosß  sin  e  sih  A  —  sin  ß  sin  e 
cos  d  cosa  =  cos  ß  cos  A. 

Fig.  7. 

Ztnith. 


Foldeam^ 
Aequatort. 

X 

-■^^SSs. 

^^^^^ 

.» 

Fig.  8. 

^^^^L  PM  dct  Atquatorg 

'Süd. 


Um  diese  Formela  für  trigonometrische  Berechnung  bequemer 
zu  gestalten,  setzen  wir  das  eine  Mal 

xsintp  =  cosd  sinu^    xcosq)  =  sind, 
also 

tgtp  •=  cotg  8  sin  er, 
das  zweite  Mal 

xcosip  =  sin /J,    X sin  tp  =  cosß  sin  A, 
demnach 

tgtp  =z  cotgß  sinXj 


Astronomie.  589 

10  ergiebt  sich: 

tgk  =  — ^ — ■ — -tgoi 1) 

tgß  =  cotg  (g?  +  «)  sm  A  ^ 2) 

tga  =:  — ^4^ ^  tgk 3) 

^  stnq)         ^  ' 

tgd  =  cotg(q)  —  e)sina 4) 

Diese  Formeln  drücken  (a  ä)  durch  (ß  l)  und  umgekehrt  aus. 
Die   Betrachtung   des   zweiten    Fundamentaldreieckes  liefert 
die  Formeln: 

I  IL    sin  S  =  sin  g?  sin  h  —  cosq)  cos  h  cos  a 
cos  d  sin  t  =  cosh  sin  a 
cos S  cost  ^=  sin h  cos  tp  -\-'  cosh  sin  q>  cos a 
and 

IV.    sin  h  =  sin  ip  sin  8  -^  cos(p  cos  S  cos  t 
cos  h  sin  a  =  cos  S  sin  t 

cos  h  cosa  =:::  —  cos  (f  sin  8  -|-  sin  (p  cos  8  cos  t 
Wir  setzen  analog  wie  früher 

xcosif  =  sin  Ä,    X  sin  ^  =  cos  h  cos  a, 

also 

tg^  =z  cotg  h  cos  a 

und 

xcos^  =r  cos  8  COS  f,    X  Sf  11  ^  =  siu  8 
tg-^f  z=z  tgn  8  COS  t 

und  erhalten: 

.    .  sina  cosh 

igt  = 7 -r 5) 

^  xcos(9  —  ^)  ^ 

sin8  -=  xcos(<p  —  t) 6) 

cos  iftgt 

tga=    .    .  ^  ^ 7) 

^  8tn(ip  —  if)  ' 

A  i^             cosa  ^. 

'9^  =  tgn(^-^) 8) 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  sind  wir  im  Stande,  mehrere 
Aufgaben  zu  lösen. 

L  Es  soll  der  Auf-  und  Untergang  eines  bestimmten  Sterns 
für  einen  Ort,  dessen  geographische  Breite  fp  ist,  bestimmt  werden. 
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Für  diesen  Fall  ist  oflFenbar  A  ==  0,  also  in  IV. 
sin  h  =  0  =  sin  q)  sin  d  -|-  cos  (p  cos  d  cos  (q^ 
und  daraus 

^  cosIq  r:=  —  tg(p  .tgd 9] 

Iq  ist  der  Stundenwinkel  des  Auf-  und  Unterganges  des  G 
stimes  oder  der  halbe  Tagesbogen.  Kennt  man  die  Recta-l 
scension  u  des  Sternes,  d.  h.  die  Sternzeit,  zu  welcher  der  SterJ 
durch  den  Meridian  geht,  so  kann  man  die  Stemzeit  des  Auf«! 
oder  Unterganges  ausdrücken  durch 

Aus  der  obigen  Gleichung  folgt: 

1  —  costo  =  l  -{-  tg q> .tg ä 

l  -\-  costo  =  l  —  tg(p, ig ä, 
daraus  folgt:  , 

^    2         cos{ip  +  *) 
Die  Gleichungen  9)  und    10)   erklären    alle   Erscheinungen j 
des  Auf-  und  Unterganges. 

Die  Gleichung  9)  ist  nur  möglich,  wenn 

d.  h. 

9  +  Ä  ^  90« 
ist,  also 

d  >  900  —  y^ 

so  geht  das  Gestirn  nie  unter,  für 

Ä  =  900  —  9 

berührt  es  den  Horizont 

Um  den  Ort  zu  finden,  wo  ein  Stern  auf-  oder  untergeht 
braucht  man  bloss  in  der  Gleichung 

sin  ö  =  $in<p  sin  h  —  cos  (p  cos  h  cos  a 

Ä  =  0  zu  setzen,  so  wiid 

cosoq  ==  —  sin  8  sec  tp. 

Der  negative  Werth  von  oo  ist  das  Azimuth  des  Aufganges, 
der  positive  jenes  des  Unterganges. 

Lehrbücher  der  sphärischen  Astronomie  sind:  Brünnow. 
Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie,  Berlin  (4.  Aufl,  188U 
Herr,  Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie,  Wien  (1887);  fer- 
ner:   Sawitsch^   Abriss    der  praktischen   Astronomie,  übersetzt 
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von  Peters  (1879).  Souchon,  Traite  d'astrononiie  pratique, 
Paris  1883.  Von  den  älteren  bleibt  noch  recht  brauchbar:  Lit- 
trow,  Theoretische  und  praktische  Astronomie,  Wien  1821,  3  Bde. 
In  Bezug  auf  die  Coordinatensysteme  sind  jedoch  folgende 
Bemerkungen  zu  machen: 

L  Die  Fundamentalebenen,  auf  die  wir  unsere  Coordinaten 
gegründet  haben,  ändern  sich  ebenfalls  mit  der  Zeit  Die  grösste 
diesbezügliche  Veränderung  führt  den  Namen  der  Präcession. 
Diese  wird  durch  die  folgende  Rechnung  berücksichtigt. 

Sei  «0  ^i^d  do  die  Rectascension  beziehungsweise  die  Decli- 
nation  eines  Sternes  im  Jahre  1750, 

«  =  «,  +  _      «  =  Äo  +  ^ 

jene  zur  Zeit  1750  -|-  f,  so  wird 

du  ,       ,    »    . 

—  z=  m  -f-  ntgo  stn a 


d8 

-— -  =  ncosa. 

dt 


wobei 


m  =  46"  02824  +  0"  0003086450 1 
n  =  20"  06442  —  0"  0000970204 1 

Diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  so  lange,  so  lange  der 
Stern  nicht  in  der  Nähe  des  Poles  sich  befindet  Ist  dieses  der 
Fall,  so  rechne  man: 

tg  j  (^'  +  ^)  =  cos  i  (5i  +  eo)tg  i  {l[  -  h) 

1  1  ^^^^  "2  ^'^  ""  ^'^ 

"2  (^'  -  ^)  =  2"  ^^^  "  ^'^ i 

S«w  2"  (^i  +  «o) 

^  2"  *  "^  ^^  "2  ^^^  +  «o)  sin  y  (^'  +  ät) 


Ä  =  a  -^  a  -j-  J8 
p  =  sind  ItgS  -{- tg  -^  OcosAL 


wodurch  man 
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^  ^  ^        l  — pcosÄ 

,       cos^  {A'  +  A) 

ig  i  {8'  -ö)  =  tg±0 j 

COS  -^  {A'  —  A) 

findet.    Dabei  wird  a  und  d  als  für  1750  -f"  ^  gegeben  betrach- 
tet,   a'  und  Ä'  sind  die  Werthe  für  1750  +  f. 

Ferner  ist  für  1750  +  t 

s^  =  23^  28'  18"0  +  <«0",0000098423 
/,  =  50"37572f  —  0"0001217945e« 
a  =  0"17926  —  0"00026G0393 /l 

Dieselben  Grössen  für  1750  -f-  f  sind  e'o,  /l,  a'.  ! 

Ausser  dieser  nichtperiodischen  Aenderung  giebt  es  eine  aber 
ungleich  kleinere  periodische,  die  man  Nutation  nennt.  Die 
hierzu  gehörigen  Fonneln  sind  aber  zu  complicirt,  als  dass  sie 
liier  mitgetheilt  werden  könnten.  Man  findet  sie  in  dem  oben 
citirten  Werke  von  Oppolzer. 

IL  Die  astronomischen  Tafeln  beziehen  die  Oerter  der  Ge- 
stirne auf  den  Erdmittelpunkt.  Die  Beobachtungen  geschehen 
aber  auf  der  Oberfläche.  Man  versteht  nun  unter  der  Parallaxe 
denjenigen  Winkel  am  Gestirne,  welcher  durch  die  beiden  Ge- 
sichtslinien vom  Mittelpunkte  der  Erde  und  dem  Orte  auf  der 
Oberfläche  nach  demselben  gebildet  wird.  Dieser  ist  für  die 
Fixsterne  fast  Null.  Bei  den  Angehörigen  unseres  Sonnensystems 
muss  aber  auf  die  Parallaxe  Rücksicht  genommen  werden.  Dies 
geschieht  durch  folgende  Daten: 

Sei  a  die  halbe  grosse  und  b  die  halbe  kleine  Axe  der  Erile 
(welche  als  ein  Umdrehungsellipsoid  betrachtet  wird)  und 

a  =  6377398  m,    7o^a  =  6,8046436 
6  =  6356080m,    %6  =  6,8031894     ^    ^^^^  )^ 
ferner  q  der  Erdradius  für  die  Polhöhe  9,  so  dass,  wenn 


gesetzt  wird, 

Q  = 

oder 


a  —  b 
=  m,    — r— j^  =  n 
a  -\-  b 

Vi  +  2  mcos  2  y  -f  m^ 
a-\-b  '  Vi  +  2»  cos2ip  -{-  n« 


0« 

h* 

0« 

+ 

i» 

0» 

4- 

ft» 

logif  =  9,9992747  +  0,0007271  cos  2  9  —  0,0000018  cos  Afp 
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die  verbesserte  Polhöhe 

Dabei  ist  die  Polhöhe  q)  der  Winkel  zwischen  dem  Horizont 
und  der  Weltaxe  am  Beobachtungsort  oder  der  zwischen  dem 
Aequator  und  der  Normale  des  Beobachtungsortes,  (p'  dagegen 
jener  zischen  q  und  dem  Aequator.    Man  findet 

9'  =  9  —  ll'30"65sw29?  +  l"16sm49 

Sei  die  Lage  des  Beobachtungsortes,  bezogen  auf  den  Erd- 
mittelpunkt, gegeben  durch 

X  =  Qcos  9>'  cos  ff 

y  =  Qcos  q>'  sin  0 

z  =  Q  sin  (p\ 

so  sind  die  anzuwendenden  genäherten  Formeln: 

,     '  ng  cosw*    sin  (6  —  a) 

a  —  a  = •  -TT 

^  coso 

''^^  —  cosiß  —  a) 

xt     X        ^9  ^^^  v'  ^^^  (y  —  ^) 

O     O   =   —    ■  •   : • 

/l  Sin  y 

Ä  ist  die  sogenannte  Aequatorial- Horizontalparallaxe  der 
Sonne,  d.  h.  der  Winkel  8"  84;  /l  ist  die  Entfernung  des  Gestirns 
von  der  Erde  (Halbmesser  des  Aequators  =  1  gesetzt).  Für  den 
Mond  müssen  die  strengeren  Formeln  angewendet  werden.  Man  hat 

tgipC  —  «)  =  — 


-  QCOSW'  .  ^v 

1  —  ^ — ^  cos(a  —  Ö) 
ßQ 


sin{y  —  S) 
tg{8'  -  Ä)  =  - 


wobei 


1  —  ^  cos  (y  —  S) 

ß  sin  y  =  sin  q>* 

cos  [ö  -  1  («'  +  «)] 


ßcosy  =  cos  <p' 


cos  -s-  («'  —  «) 


2 

liaakay  matbein.  Formelnsammlung.  33 
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III.  Da  die  Lichtstrahlen  durch  den  Durchgang  durch  die 
Atmosphäre  modificirt  werden,  so  muss  an  die  Beobachtungen 
eine  Correction  wegen  Refraction  angebracht  werden.  Man 
hat  sie  empirisch  bestimmt.  Eine  Tafel  der  mittleren  Refraction 
findet  man  im  Anhange. 

IV.  Das  angebbare  Verhältniss  der  Lichtgeschwindigkeit  zur 
Geschwindigkeit  der  Erde  bedingt  ferner  eine  Correction  wegen 
Aberration. 

Man  findet  für  die  jährliche  Aberration  der  Fixsterne  dio 
Formeln : 

a'  —  a  =  —  20"  4451  {cos  Q  cos  £  cosa  -^  sin  Q  sin  a]  sec  Ö 

d'  —  d  =  -[-  20"  4451  cos  O  {sin  a  sin  ö  cos  s  —  cos  5  sin  e ) 

—  20"  4451  sin  Q  cos  a  sin  d. 

Dabei  ist  ©  die  Länge  der  Sonne  von  der  Erde  aus  gesehen, 
und  für  die  tägliche  Aberration,  wenn  q>  die  Polhöhe  bezeichnet: 

a'  —  a  =  0" 3113 cos  9  cos(ß  —  a)sccd 
ä'  -  d  =  0"  31 13  cos  9  s/n  (Ö  —  a)sinÖ. 

§.  174. 
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Seien  x^  y,  g  die  Coordinaten  des  Planeten  von  der  Masse  m, 
und  es  werde  als  Anfangspunkt  der  Schwerpunkt  der  Sonne, 
deren  Masse  =  1  angenommen  wird,  genommen.  Bezeichnet 
man  weiter  mit  r  die  Entfernung  des  gestörten,  mit  ri  die  deS; 
störenden  Planeten  vom  Sonnenschwerpunkt,  mit  H  deren  heli«»- 
centrische  Winkelentfernung,  und  setzt  I 


Sl  =        '       — ^  cosH) 

1  -\-  m  \zJ        r{  / 


^i  =  r^  J^  r;^  —  2rri cosH, 
so  lauten  die  Differentialgleichungen  des  Problems 


h 


Setzt  man 


TTT  —  r  cos 


so   folgt 
fr 

dt 

db 
dt 
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X  =  rcosb  cos  l 
y  =  rcosb  sin  l 
g  =  r  sin  6, 
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dz] 
r 


d    f 

dtV 


H) 


'  \dtj  dh    ^        c>A    '         db 

Dieses    ist  die   Form  der  Bewegungsgleichungen  in  Polar- 

coordinaten.    Setzen  wir  endlich 

sin  b  =  sin  i  sin  (v  —  w) 

cos  b  cos  (J  —  Ä)  =  cos  (v  —  w) 

cosb  sinQ  —  Sl)  =  cosi  sin{v  —  u;), 
so  wird 

r^stnt  -T-  •  -Tj  =  —  rcost\K- \-  Y ^  -\-  Z 

dt     dt  \      dw    '         dw    ' 

Man  hat  auch 


*  III  a) 


dw 


r*  sint 


oder 


.  dv     di 
Ji  '  dt 


=  -r   X 


dx 

da 


+  r|^  +  z 


dzU 


dSl 


da 


^    .    .  dv  da 
r^  sin  %  -j-r  -TT-  =  ^ 
dt   dt 


dx 


dy 


dz 


di 


j    '         dl  0%, 


nib) 


Die  erste  der  Gleichungen  II)  kann  auch  geschrieben  werden 


\TC0sb\  —  rcosb   -jr}   =  -^  cosb -^  stnb  .  IIb) 

'  '  [dt]  dr  r    db 


dt^ 
Dabei  ist 

x3(l  -f-  m) 


+  x|!+y|4  +  ^l?  =  l*^ 


dr 


dr 


dr 


dr 


^rdx        ^dy  _,    ydz  _dQ 


db 

dx 


db 


db 


Y^-^l        V^y        I       rydZ    _dO 

^  a7+  ^  dl  +^^- 


dl 


öl 


dS 


59d  Astromechanik. 

Setzt  man  nun 


s  z=  tgb^    u  = 


rcosb^ 


so  wird 


dQ  0x80 

-^  =  —  uUosb  -^ 

dr  du 

db  cu     ^    cos^b    ds 

Und  man   findet,  indem  man  die  zweite  Gleichung  des  Sy- 
stems II)  mit  r^cos^bdl  multiplicirt  und  integrirt 

dt  = ^^  ....     IIc) 


"•V*>+^/||^ 


Die  Gleichung  II  b)  liefert 

_^  _  l/'^Y  -  -  ««  ^  -  «s  ^ 
dt^        «  \dtj  ~  du  ds 


oder 


d_ 
dt 


dt   dt]    '    u  \dtj  [du     '    u 


s  dQ\ 


Ersetzt  man  dt  aus  IIc)  und  führt  äZ  an  die  Stelle  von  dt 
ein,  so  folgt  nach  einiger  Umfom^ung 

dQ      l   du        dQ         s    oQ 
d^u    .         ,     dl     u^  dl         du         u    ds         _  ,,  ,. 

und  bei  ähnlicher  Behandlung  der  letzten  der  Gleichungen  Ilj 

d«s  ,       ,  TT  '  dT  ~^^  +  ^^  ».s       "^  ö«       ^      „  . 


(??s 


«•!'■+ ^ /^  ■  !^) 


wodurch  man  eine    der  elegantesten   Transformationen   unseres 
Problems  gewinnt. 

Vergl.  Resal:  Traite  element  de  mec.  celest.  11.  Ed.,  p.  27. 
Laplace:  Mecanique  Celeste,  Tom.  I,  p.  174  (Ausgabe  von  1843). 

Hansen  hat  ein  bewegliches  Coordinaten System  eingeführt 
(Auseinandersetzung  einer  zweckmässigen  Methode  zur  Berech- 
nung der  absoluten  Störungen  der  kleinen  Planeten  L). 
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Sei 

x=  a  i-}-  ß  ri  +  yt 

wo  a,  /J,  y   Functionen   der  Zeit  sind ,  für  welche   zunächst  die 
Gleichungen 

«^  +  iS«  +  y^  =  1    «  «1  +  /J  /»i  +  y  n  =  0 

«i'  +  A'  +  ri»  =  1   «  «2  +  /»  ft  +  y  ys  =  0 
«3  +  /?2*  +  y2'  =  1   «I  «2  +  ^1  ^9  +  yi  y«  =  ö 

gelten,  die  bekanntlich  die  Orthogonalität  der  Substitution  kenn- 
zeichnen, sodann  noch  die  Gleichungen 

und 

^d?  +  ^^-dr  +  ^^  dr  =  ^ 

« 

d/J    ,         d/Sj    ,         dßq 

welche  die  drei  noch  übrig  gebliebenen,   von  einander  unabhän- 
gigen  Bedingungsgleichungen  abgeben. 

In  Folge  dieser  Gleichungen  wird  zu  jeder  Zeit  die  Coordinate  e 
gleich  Null,  und  da 

dSl  dSl    ,    ^   dSl    .        dSl 

=  "^1-^  +  ßi-^+'Yi 


dri  ^  dx    ^    ^     dy    '  cz 


ist,  so  wird 


IV) 
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die  vierte  Form  der  Fundamentalgleichungen  sein,  wobei 

9«  =  I»  -f  1,1 

Es  wurde  bisher  keine  genügende  Integrationsweise  dieser 
Differentialgleichungen  gegeben.  Ihre  Integration  ist  nur  gelun- 
gen für  den  Fall,  wo 

Ä  =  0, 

den  wir  sofort  auseinandersetzen  werden,  weil  er  die  Grundlage 
aller  Arbeiten  bildet,  femer  für  den  Fall,  wo  £1  eine  insbeson- 
dere einfache  Gestalt  annimmt.  Man  spricht  im  ersten  Falle 
von  einer  ungestörten,  im  letzteren  Falle  von  einer  intermediären 
Bahn.  Um  diese  letztere  hat  sich  insbesondere  H.  Gylden  ver- 
dient gemacht.  (Eine  übersichtliche  Darstellung  der  Gylden'- 
schen  Methode  giebt  Backlund  in  der  Zeitschrift  Copemicus, 
Bd.  n,  S.  203.) 

Betrachten  wir  also  die  ungestörte  Bewegung:  Die  zu  in- 
tegrirenden  Gleichungen  sind: 


dt 


2 


-\-x'(l  -|-«,)4  =  0 


7^  +  «ni+m)^=0, 
wobei 

zu  setzen  ist.    x  ist  bekanntlich  die  Gauss' sehe  Constante,  also 

X  =  0,0172021 ...    x^  =  0,0002959 ...    Logx  =  8,2355814, 

ihre  Herleitung  wird  weiter  unten  angegeben. 

Diese  Gleichungen  liefern  zunächst  die  drei  Flächenintcgrale 

dy  dx  ,/— 

dx  dz  ,/—  .    .    .    ^ 

^  -TT  —  «^  "TT  =  ^j  ^=  ^ypstni  stn&l 


dz 


woraus 


oder 


7  —  z  -r^  .=  X3  z=i  %y'pmnx  cosSl. 
tat 

^1  '2'  +  >f2  y  +  ^8  -sf  =  0 
^  +  C'i j/  -f -  C^x  =  0 
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folgt,  d.  h.  die  Bewegung  geschieht  in  einer  Ebene.  (I.  Keplcr'- 
sches  Gesetz.) 

Wir  können  demnach  weiterhin  nur  die  Gleichungen 


d^y 


+  x»(l  +  m)^  =  0 


in  Betracht  ziehen.    Man  hat 

2ds^=r^dv  =  xdy  —  ydx  =  C^dt^ 
demnach 

2  o  =  C3 1  -|—  C4. 

Daraus  folgt,  dass  die  durch  den  Radiusvector  beschriebenen 
Flächen  der  Zeit  direct  proportional  sind,  wir  haben  nämlich 

2(5  —  SO  =  CaC^  —  t')    (U.  Kepler'sches  Gesetz.) 
Sei  g  die  Geschwindigkeit,  so  ergiebt  sich  weiter 


» = vmy + (^y- 


Man  hat  aber 

idx    d^    .    dy    d^\    .    2x»(l  +  m)  {    dx    y       dy] 
^  [di  '  dt^  +  dt  '  dt']  "^  r»  f  dt'^^  dt 


=  0, 


und  da 

r»  =  a;«  +  y\ 
also 

dr  ^^1       ^y 

^'dt~^di^^dt' 

so  findet  man 

d  l/dxy       /dyy\        2x^1  +  m)  dr  _ 
dt  \\Tt)   "^  \dt)  J  "^  r^  dt~^' 

Hieraus 


Man  hat  identisch: 

(^^■ry)\dt*^  dt*)    \dt^dt)-Vdt     ^  dt)  ' 

daraus  folgt 

+  dt=  '^' 


VC5r'4-  2x''(l  +  m)r  -  Q 
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oder  da 

±dt=  ^^^' 


rVC^r^  +  2x(l  -|-  m)r  —  Q 
Führen  wir  nun  zwei  neue  Constanten  a  und  e  so  ein, 

^  ^       x»(l  4-  m) 

C»  =  a(l— e«)*'(l+'»). 
,     ,      .        1  /a(l  —  c')        ,1 


80  folgt: 

oder 

r  = 


.     r~X — ^    ^^  Kepler'sches  Gesetz.) 


Die  Planetenbahnen  sind  also  in  erster  Annäherung  Kegel- 
schnitte. 

a  ist  die  halbe  grosse  Axe,  e  die  Excentricität,  der  Para- 
meter p  ist  bestimmt  durch 

p  =  a(l  —  e^). 

Die  Sonne  liegt  im  Brennpunkt.  Die  Gerade,  mit  welcher 
die  grosse  Axe  zusammenfällt,  nennt  man  die  Apsidenlinie, 
ihre  Schnittpunkte  mit  der  Ellipse  werden  je  nach  der  grösseren 
oder  kleineren  Entfernung  von  der  Sonne  Aphel  oder  Perihel 
genannt.  Sei  q  der  lineare  Abstand  des  Perihels  vom  Sonnen- 
mittelpunkte,  so  wird 

Zählt  man  den  Winkel  v  vom  Perihel  aus,  so  wird  w  gleich 
Null.    Aus 

S'  ^  S=  C^{V  -0 

folgt,  da  für  die  ümlaufzeit  T,  S'  —  S  =  a  6  sr  wird, 

X  Va(l  —  e^)  Vi  +»»  T  =  a«  Vi  —  e*3r, 
also 

_        2  a% 

^~  TVi  +  m' 
Setzt  man  nach  Gauss 

a=  1 

T  =  365,2563855 
w  =  1  :  354710, 
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80   wird 

X  =  0,0172021, 

^^vie  früher  angeführt  wurde. 

Da  diese  Grösse  «für  alle  Planeten  gleich  bleibt,  so  folgt: 

^__  = ^ .    (IV.  Kepler'sches  Gesetz.) 

TVl  +IW       TiVl+nh 
fiir   irgend  welche  zwei  Planeten. 

Wir  hatten  

die   Bahn  wird  also  eine 

Ellipse,      wenn  g  <i  ^c  y  — 

Hyperbel,      „     9>^Vj 

Parabel,        „     gr  =  x  |/— • 

Um  die  Beziehung  zwischen  v  und  t  zu  erhalten,  schreiben  wir 

r^dv  =  X  Vjp(l  -\-fn)dt, 
hieraus  

X  Vi  -f-  m r         dv 

'f^        ~  J  (1  +  ecosvy' 
Sei  nun 

so   wird  für 

L    e  =  1  (Parabel) 

X  Vi  H-  w  .  I    1     «    I     T 

g«/«  V2  ^  3       ^ 

J  eine  Constante. 
II.   c  <  1  (Ellipse) 


HL   e  >  1    (Hyperbel) 


\—ßt 

-\-  -=  loa  nor  { -7= 


J. 
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Bezeichnen  wir  mit  v  die  wahre  Anomalie  wie  oben,  M  di( 
mittlere  Anomalie,  sowie  mit  u  die  excentrische  Anomalie,  sc 
haben  wir  folgende  Beziehungen: 


iti  =  f^it;.y[ 


u  —  e  sinu  :=  £  -\-  nt  ^=  M 


X  Vi  +  m 

n  = ^ 

e  =  sin  qp 


Vrcos  -^  =  Va(l  —  e)cos  -^ 

Vrsin  ~  =  Va(l  -\-  e)sin  -^ 

r  =  a(l  —  ecosu) 
rcosv=^a  {cos  u  —  e) 
rsin V  =  acosq>  sin u 

cosu  —  e 

cos  V  = 

1  —  e  cosu 

cosv  -i-  e 

cos  u  ==  ; — i ' — - 

l  -}-  ecosv 

1  /  X        l/a     .     cp     . 
sin  —  ( y  —  m)  =  l^  --  sin  -~  stn  u, 

2  ^  '    r  2 

alle  diese  Formeln  gelten  für  elliptische  Bahnen.     Für  hyper- 
bolische setzen  wir 


^}/ß  =  tg\F 


oder 


'^-2  =  1.7371  ^^2^ 
und  erhalten: 

i^  =  .,,F_%„a,,,(45-£), 

die  Auflösung  dieser  Gleichung  geschieht  nach  der  Regula  falsi. 

Wie  auf  diese  Formeln  die  Bahnbestimmung  zu  gründen  ist 

sehe  man:  Oppolzer,  „Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung  der  Korne- 
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ten  und  Planeten",  zwei  Bände  {I.  Bd.,  2.  Aufl.,  IL  Bd.,  1.  Aufl.}, 
Leipsdg  bei  Engelmann,  oder  auch:  Klinkerfues,  „Theo- 
•etische  Astronomie",  Braunschweig  1872,  oder  endlich:  Gauss, 
,Tlieoria  Motus"  1809,  übersetzt  von  Haase,  1865,  und  neuer 
%.bdruck  1877.    Auch  Gauss'  Werke,  VII.  Bd.,  1874. 

Einige  Reihenentwickelungen. 

1)    Aus 

u  —  e sin u  =  s  -{'  nt 
folgt : 

u  =  e  -f-  n  t-\-€  sin  nt-{--^  sin  2nt 

-\-—(3sin3nt  —  sin  n  t) 

-f-  ;Tr— ö  (5'  sin  5  nt  —  3*  sm  3  n  <  +  2  sin  n  f) 
-f-  04  Q  r  (^*  stn  6  w  < — 2«  sm  4  n  ^ + 5  sin  2  n  () 

•    i  •      •      • 

2)    Aus 

r  =  a(l  —  ecos  u) 

folgt  : 

_   =r  1  —  ecosnt  —  -^  (cos2nt'—  1) 

—  -^  (3 cos^nt  —  3 cos n t) 

—  -«-  (cos 4:nt-'  cos2nt) 


—  ^T-Q  ( 5  3  C05  5  w  <  —  5 . 3  3  cos  3  n  ^  +  5 . 2  cos  n  0 
•—  ^^—=  (3^  cos  6  w  f  —  25  cos  4  w  f  -f-  5  cos  2  wi) 


.  .  • 


3)     Aus 


.    V       1  / 1  4-  c  . 


2 
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v  =  e-\-nt-\-2esinnt-\-'-j  e^sin2nt 

+  nr~o  (13 sin 3 n^  —  3 sinnt) 
+  ör-o  (Iö3sm4n«  —  Usin2nt) 


+ 
+ 


2«. 3. 5 


(1097  sin  5  n  ^  —  645  stn  3  n  ^  4-  50  sin  n  i) 


•    *    • 


Wir  wollen  nun  die  astronomischen  Coordinatensysteme  be- 
trachten, um  zu  sehen,  wie  die  Astronomie  die  Gonstanten  ver- 
wendet. 

Sei  w  der  Abstand  des  Perihels,  vom  Knoten  in  der  Bewe- 
gungsrichtung des  Himmelskörpers  gezählt,  ferner  Sl  der  Winkel 

Fig.  9. 


Frül^ahrspunkt 


FßHhd 


Sehnüt  dtt  BaAn  mit  det 
Eldipiik  (KnatenUniB) 


zwischen   dem    aufsteigenden  Knoten  und   dem   Frühlingspunkt, 
so  wird 

die  Länge  des  Perihels  genannt    Auch  ist,  wie  aus  Fig.  9  ^r 
sichtlich, 
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Es  bezeichne  b  die  Seite  B  C^  l  —  Ä  die  Seite  A  C  im 
sphärischen  Dreiecke  ABC,  so  ergiebt  sich: 

z  -=  r  sin  b 

y  =  r  cos  b  cos  l 

*  X  =  rcosb  sin  l. 

Nun.  ist  aber 

sin  b  =  sin  u  sin  i 

cos  b  cos  (l  —  Sl)  =.  cos  u 

cos  b  sin  (l  —  Sl)  =  sin  u  cos  i. 

Schreibt  man  also  in  den  früheren  Formeln  für  l 

(J  _  Ä)  -(_  Sl, 

so  ergiebt  sich  unter  Benutzung  der  letzteren: 

X  =  r[cosucos£l  —  sin  u  sin  Sl  cos  i\ 
y  =  r  [cos  u  sin  Sl  -(-  sin  u  cos  Sl  cos  i] 

z  =  r\sinu  sini\. 

Man  nennt  {  die  heliocentrische  Länge,  und  b  die  helio- 
centrische  Breite. 

Unter  Bahnelementen  versteht  man  die  Angaben  der  die 
Bahn  charakterisirenden  Grössen«    Diese  sind: 

I.    Halbe  grosse  Axe  a. 
II.    Die  Excentricität  e,  oder  da  e  =  sm^,  auch  y. 

Anmerkung.  Bei  den  parabolischen  Bahnen  wird  e  =  I 
und  a  =  00.  Hier  wählt  man  also  zur  Dimensionsbestimmung 
die  Periheldistanz  q. 

HL    Der  Ort  für  eine  bestimmte  Zeit  (Epoche), 

Anmerkung.  Bei  Bahnen  kleiner  Excentricität  (Planeten- 
bahnen) benutzt  man  die  Angabe  der  mittleren  Anomalie  M  zur 
Zeit  der  Epoche;  bei  sehr  excentrischen  Bahnen  wählt  man  die 
Perihelzeit  T. 

IV.    Der  aufsteigende  Knoten  Sl, 
V.    Die  Neigung  i. 

VI.    Der  heliocentrische  Bogenabstand  des  Perihels  vom  auf- 
steigenden Knoten  w. 
Zu  diesen  Elementen  wird  noch  die  mittlere  tägliche  side- 
rische  Bewegung  ft 

X  Vi  +  ni 

und  oft  noch  die  Masse  hinzugefügt. 
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Für  die  Störungsrechnung  ist  es  wichtig,  die  Entfernunj 
zweier  Planeten,  sowie  den  Winkel,  den  ihre  Badienvectoren  ni^ 
einander  einschliessen ,  zu  kennen.  Seien  r  und  r'  ihre  Entfeij 
nungen  von  der  Sonne,  sowie 

so  wird 

J^  =  (x!  —  a:)2-f(y'  —  yy  -f-  (/  —  zy  =  r^  -|-  r''  —  2rr'cosli 
und 

cosII=  -  .  -  +  ^  .  ^-  +   -  .  --. 

TT  TT  TT 

Es  wird  aber  vortheilhaft  sein,  diesen  Winkel  durch  die  ii 
den  Elementen  gegebenen  Grössen  ausgedrückt  zu  haben.  Diö 
erreichen  wir  durcli  folgende  Ueberlegung.     Sei  A  der  Schnitt 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


V'+   71 


Baiiiil 


s*  *  71' 


ß-  it 


BähnS. 


punkt  der  Schnittlinie  der  beiden  Bahnen,  sowie  B  jener  dee 
Radiusvector  r,  und  C  jener  des  Vectors  r'  mit  einer  Kugel  um 
den  Sonnenmittelpunkt,  deren  Radius  =  1  ist  Sodanu  wird  oflen^ 
bar  B  C  =  H  sein.    Setzen  wir  noch: 

BA  =  v  +77 

CA  =  v'  -}-  TT, 

ferner  den  Winkel  bei  ^  =  7,  so  wird  offenbar: 

cos  H  =  cos  (v  -f-  77)  cos  (v'  -\-  TI')  -\-  sin  (v  -j-  77)  sin  (v'  -|-  77')  cos  l\ 

wobei  die  Grössen  77,  77',  /  aus  nebenstehendem  Dreiecir(Fig.  1 1 1 
sich  ergeben  wie  folgt: 
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.     I     .    77'  +  77  .    ß  _-  ß'    .     i  +  i' 

sin  -^  sin ^ =r=  —  sin ^ s/n  —- — 

.7         77'  4-  77         ,  ß  —  Ä'    .    i  —  t' 

stn  -^  cos  — ^ =  -|-  cos — -  stn  — ^ — 

I    ,  n'  —  n  .  Ä  -  Ä'  .  i  4-  i' 

cos  -^  sin X =  —  sm stn  — - — 

I         77'  —  7T         ,  Ä  —  ß'         i  -  i' 

cos  -^  cos  — ^ =  -[-  cos  — ^ cos 


2  2  '  2  2 

lach  den  bekannten  Gleichungen  von  Gauss.    Setzen  wir 

.  ,  I 

t;  +  v'  4-  77  +  77'  =  y, 
50   folgt: 

cosU  ^=  {l  —  v)cosx  -\-  vcosy. 

Es  wird  noch; 

co$2H=  —  2v(l  —  v)  +  (1  —  v)^cos2x  +  v^cos2y 

-|-  2v(l  —  v)cos(x  -\-  y)  -{-  2v(l  —  v)cos(x  —  y) 

etc. 

dcosH 


dv 
^cos2H 


=  (1  —  v)sinx  -f-  vsiny 

=  2(l—vysm2x-{-2v^sin2y-^4v{l  —  v)sin{x-^y) 


cv 

etc. 


Vergleiche:  F.  Tisserand,  Developpement  de  la  fonction 
perturbatrice  etc.  Annales  de  TObserv.  de  Paris,  Tom.  XV,  und 
t>.  Baclund,  Zur  Entwickelung  der  Störungsfunction,  Mem.  de 
l'Acad.  de  St.  Petersbourg,  VII.  Ser.,  Tom.  XXXII,  Nr.  4. 


§.  17.5. 
Dioptrik. 

A.     Allgemeines. 
1)    Sei  i  der  Einfallswinkel,  r  der  Brechungswinkel,  so  wird 


•        • 


stm  .     . 

— —  =  consfant  =  n 

sinr 
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der  Brechungsquotient   genannt.     Sei  v  die  Fortpflanzunf^s 
geschwindigkeit  vor,  i?'  jene  nach  der  Brechung,  so  wird 

V  sini  

v'        sinr 

Multiplicirt  man  noch  Zähler  und  Nenner  mit  der  bei  der 
Brechung  ungeänderten  Schwingungsdauer,  so  folgt  noch 

X  V  sini  

A'         v'        sinr  ' 

wobei  A  die  Wellenlänge  ist 

Der  Winkel  r  wird  zum  Grenzwinkel,  wenn 

1 
stnr  =  — 
n 

Sodann  tritt  totale  Reflexion  ein.  Auch  im  allgemeinen 
Falle  erhalten  wir  eine  Reflexion.  Man  hat  hier  v  =  v'  zu 
setzen,  woraus 

r  =  1800  —  i 

folgt.    Der  Einfallswinkel,  für  den  die  Gleichung 

i  -f  r  =  90« 
gilt,  wo  also 

tgi  =  w,    (Gesetz  von  Brewster) 

nennt  man  den  Polarisationswinkel.  Fällt  natürliches  Licht 
unter  diesem  Winkel  auf  einen  nichtmetallischen  Körper,  so  wird 
es  zum  grossen  Theil  linear-polarisirt. 

2)  Es  sei  eine  brechende  Kugelfläche  gegeben.  Fassen  wir 
sodann  die  von  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  ins  Auge- 
so  sehen  wir,  dass  ihnen  wieder  Strahlen  eines  Bündels  ent- 
sprechen. Beide  Bündel  sind  zu  einander  perspectivisch  bezüg- 
lich der  brechenden  Fläche.  Sind  zwei  solche  Flächen  gegeben, 
so  ergiebt  sich  Folgendes: 

Den  unendlich  fernen  Punkten  der  Axe  des  Systems  ent- 
sprechen als  conjugirte  Punkte  die  Brennpunkte  und  die  durch 
sie  senkrecht  zur  Axe  gelegten  Ebenen  bilden  die  Brennebenen. 
Diejenigen  Ebenen,  wo  Bild  und  Object  gleich  gross  sind,  werden 
Hauptebenen,  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Axe  Hauptpunkte 
genannt. 

Zwei  conjugirte  Punkte,  durch  welche  der  Lichtstrahl  so 
hindurchgeht,  dass  er  mit  der  Axe  im  ersten  und  letzten  Medium 
denselben  Winkel  bildet,  werden  Knotenpunkte  genannt  und 
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die    durch  sie   zur  Axe  senkrecht   gelegten  Ebenen,  Knoten- 
e  benen. 

Fallen  zwei  conjugirte  Punkte  zusammen,  so  entstehen  die 
sy mptotischen  Punkte  (Ä  und  B).  {Listing,  Pogg.  Ann. 
CXXIX.}      Bezeichnen  wir  mit 

//'  die  Brennpunkte, 

hh!  die  positiven  und  hh'  die  negativen  Hauptpunkte, 

k  Td  die  positiven  und  fc  K  die  negativen  Knotenpunkte, 

so    giebt  die  folgende  Figur  ein  Bild  der  Zusammengehörigkeit 
dieser  Punkte. 

Fig.  12. 


Sei  a  ein  Punkt,  o'  der  ihm  conjugirte,  sei  ferner  fh  =  q>^ 
/'Ä'  =  9>'?  wobei  (p  und  9'  die  Brennweiten  darstellen,  so  wird 

af  .  af  =  fp.(p\ 
Sei  ft,  V  ein  anderes  Punktepaar,  so  wird 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  folgende  Relationen: 


fp 


<P' 


ah^h'a' 
ah       K  a' 

ak  ^1ifa'~ 

-5^  +  -^=-l. 


Lta.B'k.Skj  mathem.  FoTmelnsainmlang. 
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dlö  Dioptrik. 

Dabei  ist  die  Richtung  vom  ersten  zum  letzten  Medium  als 
positive  angenommen  worden  und  ab  =  —  6  a,  wie  in  der  Strecken - 
rechnung. 

Ist  das  erste  und  letzte  Medium  dasselbe,  so  fallen  die 
Knotenpunkte  mit  den  Hauptpunkten  zusammen. 

Seien  N  und  N'  zwei  conjugirte  Ebenen  senkrecht  zur  Axe, 
a  und  a'  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Axe,  und  jp  der  Schnitt- 
punkt aller  Verbindungsgeraden  je  zweier  conjugirten  Punkte 
dieser  Ebene.     Wir  bezeichnen  nun   mit  s  das  Verhältniss  a  p 

:  a'p,  also 

ap 

a'p 

Sei  X  die  Axe,  Jf  und  M'  zwei  conjugirte  Strahlen.     Wir 

setzen 

_  _  tg(X  A) 

"l  -  tg(XÄ') 
und  erhalten  folgende  Tafel  der  Fundamentalpunkte. 


e 

V 

/OD' 

0 

—  0 

00   /' 

—    00 

00 

hh' 

+  1 

+? 

hW 

—  1 

V 
9^ 

kk^ 

4-  ^ 

+  1 

k¥ 

1 

1 
9> 

9> 
9' 

—  1 

1                             -^— 

A 

^  Yd^  ->   ^2) 

B 

-1-  Yefa  _  ^2) 

l.(f  ^Vf*—  ^») 

Dabei  wurde  zur  Abkürzung 


(p.q>'  = 


\fr 


gesetzt« 
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Man  vergleiche  die  vorzügliche  Abhandlung  von  F.  Lippich: 
Die  Fundamentalpunkte  eines  Systems  centrirter  brechender  Kugel- 
flächen. (Mitth.  des  steyr.  naturw.  Vereins,  Graz  1871.)  Die 
Hauptpunkte  erkannte  Moebius  {Grelle  J.  V.,  S  113,  §.  10, 
S.  122}.  Die  Knotenpunkte  Moser  {Dove,  Report.  V.,  1844; 
er  nennt  sie  Hauptpunkte}.  Die  negativen  Punkte  hat  Töpp- 
1er  (Pogg.  Ann.  CXLII,  S.  233)  hervorgehoben. 

3)  Sei  ein  System  .von  zwei  Medien  gegeben,  deren  Brechungs- 
indices  n  und  n'  sein  mögen,  welche  durch  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  r  getrennt  werden. 

Seien  a  und  b  zwei  conjugirte  Punkte,  deren  Coordinaten 
bezogen  auf  die  Scheiteltangente  und  Axe  des  Systems 

(xy%    (xy) 

sein  mögen.    Sodann  ergiebt  sich: 

n'        w  n'  —  n  ^ 

oi        X  r  ' 

y,^^i.  =  xj^^l^zjü^ II) 

%f        n  X  ^       nr  ^ 

Sei  w  der  Winkel,  den  zwei  durch  a  gehende  Geraden  mit 
einander  bilden,  «?'  jene  der  ihnen  entsprechenden  Austritts- 
geraden, die  also  durch  h  gehen,  so  wird 

4  =  ^y^ ni) 

Die  Brennweiten  sind  gegeben  durch 

nr 


/  =  - 


/  = 


n  —  n 
ni  r 


IV) 


aus  welchen  Gleichungen  sich  wieder 

f+f'  =  r 
ergiebt.     Führt  man  die  Brennweiten  in  die  obigen  Gleichungen 
ein,  so  ergiebt  sich: 

I') 


- 

L 

X 

+ 

/' 

x' 

1 

.      • 

•••••••• 

y 

1  — 

X 

y' 
'    y 

1  - 

/' 

II') 

39* 
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«^      n  V       f)        f  ' 

(x-f)(af -/')=.// V) 

Diese  Formel  entsteht  durch  Multiplication  von  IIF)  mit 

^  =  ^ lU"; 

Es  wird  jedoch  bei  diesen  Formeln  vorausgesetzt,  dass  die 
Winkel  to  so  klein  sind,  dass  sinw  gleichgesetzt  werden  kann 
dem  Bogen  selbst. 

4)  Es  kann  vorkommen,  dass  gar  keine  Fundamentalpunkt«^ 
existiren,  sodann  nennt  man  das  System  ein  teleskopisches, 
wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

I.    Entweder  kann  das  System  immer  in  zwei  solche  nicht- 
teleskopische  zerlegt  werden,  dass  der  erste  Brennpunkt 
des  zweiten  zusammenfallt  mit  dem  zweiten  BrennpunLi 
des  ersten,  oder 
II.    Alle  Trennungsflächen  sind  Ebenen. 

Für  solche  Systeme,  die  sich  nicht  nach  den  allgemeinen 
Sätzen  behandeln  lassen,  ergeben  sich  folgende  Formeln: 

Seien  /i,  f\  die  Brennweiten  des  Systems  -4,  /,,  /i  jene  des 
Systems  £,  die  als  nichtteleskopische  zusammen  ein  teleskopisches 
System  bilden. 

In  jedem  teleskopischen  System  steht  die  gegenseitige  Ent- 
fernung zweier  Ebenen  zur  gegenseitigen  Entfernung  der  ihnen 
conjugirten  Ebenen  in  einem  constanten  Verhältniss.  Dieses  Ver- 
hältniss  e  wird  die  Elongation  genannt,  und  es  ist 

e  =  ^§-=77    (immer  positiv).  I 

'Das  constante  Verhältniss  zwischen  homologen  Strecken  zweier 
conjugirten  Bilder,  die  in  zur  Axe  senkrechten  Ebenen  liegen, 
nennt  man  die  lineare  Vergrösserung  ({)  des  teleskopischen 
Systems,  und  es  ist: 

7 /» 

In  jedem  teleskopischen  System  ist  das  Verhältniss  des  von 
zwei  Austrittsgeraden  gebildeten  Winkels  zu  dem  Winkel  der 
entsprechenden  Einfallsgeraden  constant  und  wird  die  angnlare 
Vergrösserung  (m)  genannt.    Es  ist 
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n  und  vi  sind  die  Brechnngsexponenten  des  ersten  und  letzten 
Mediums.  Wird  n  =  »',  wie  dies  bei  den  gewöhnlichen  Instru- 
menten der  Fall  ist,  so  wird 

Sind  die  Trennungsflächen  lauter  Ebenen,  so  wird 

c  =  — ,    ?  =  1,    I»  =  — 
n  n 


B.    Linsen  und  Linsensysteme. 

1)  Ein  aus  drei  Medien  (gewöhnlich  Luft,  Glas,  Luft)  be- 
stehendes centrirtes  dioptrisches  System  wird  eine  Linse  genannt. 
Die  Linse  besitzt  folgende  charakteristische  Eigenschaften: 

1)  Die   Brennweiten    sind   ihrem  absoluten  Werthe  nach 
einander  gleich. 

2)  Die  Knotenpunkte  fallen   mit  den  Hauptpunkten  zu- 
sammen. 

Sei  q>  die  zweite  Brennweite,  so  wird  —  ^  die  erste  sein 
und  wir  erhalten  die  Fundamentalformeln: 

l _l__  J_ 

od        X         <p 

X  =  / 

X        oi 

y  _  1  I  ^    y'  _i     fl 

vi       y  (p'    iv        y'  '^  (p 

Seien  r  und  r'  die  beiden  Krümmungsradien,  n^  der  Brechungs- 
exponent des  eingeschlossenen  Mediums,  n  der  Brechungsquotient 
des  einschliessendeii  Mediums,  z/  die  Linsenclicke. 

Seien  V  und  F'  die  Scheitelpunkte,  P,  P'  die  Hauptpunkte, 
sowie  (p  die  Brennweite,  ferner 
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^        n 


so  wird: 


=  /-,  +  fL=ll^, 


1      rr* 
(p  = 


1     r 
VP  =  ^  —  —  J 

1    r' 
F'P'  =  -  — —  zi. 

Man  merke  insbesondere: 

Die  planconvexen  Linsen  sind  immer  convergent. 

Einer  der  Hauptpunkte  fällt  immer  mit  dem  Scheitel  der 
convexen  Oberfläche  zusammen,  der  andere  befindet  sich  inner- 
halb des  Linsenkörpers,  von  der  ebenen  Fläche  um  —  entfernt. 

Die  planconcaven  Linsen  sind  immer  divergent. 
Einer  der  Hauptpunkte  liegt  im  Scheitel  der  krummen  Ober- 
fläche, der  andere  im  Innern  der  Linse  um  —  von  der  ebenen 

Oberfläche  entfernt. 

Die  Formen  der  Linsen  sind : 

1)  Biconvex:  (),  2)  Biconcav:  )(,  3)  Planconvex:  (|  oder  | ), 
4)  Planconcav:  )|  oder  |(,   5)  Concavconvex  oder  Meniscus:  ((. 

2)  Wird  J  =z  0^  so  nennt  man  die  Linse  eine  unendlich 
dünne  Linse,  für  diese  ist 

1  rr' 

flp  = — 

ft  —  \  r  —  r 
oder 

und  FP  =  0,  F'P'  =  0. 

3)  Seien  zwei  Linsen  gegeben.  Sei  z/  die  Entfernung  der 
zweiten  Hauptebene  der  ersten  Linse  von  der  ersten  Hauptebene 
der  zweiten  Linse,  q)^  und  tp^  die  beiden  Brennweiten.'  Sei  P, 
der  erste  Hauptpunkt  der  ersten,  Pi  der  zweite  der  zweiten 
Linse;  PP'  die  Hauptpunkte  des  Systems,  sowie  9  dessen  Brenn- 
w^eite,  so  wird; 
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9i  +  9»  —  -^ 
9i  +  9i  —  ^ 


VklP'  =  - 


9$^ 


9i  +  ^i  —  ^ 

4)  Aequivalente  Systeme.  Irgend  einem  centrirten 
dioptrischen  Systeme  entspricht  ein  einfaches  System  von  zwei 
durch  eine  einzige  Oberfläche  getrennten  Medien,  oder  aber  eine 
unendlich  dÜDne  Linse,  welche  Bilder  geben,  die,  parallel  zur 
Axe  um  eine  Distanz  gleich  dem  Abstände  der  Hauptpunkte  ver- 
schoben, mit  den  Bildern  des  gegebenen  dioptrischen  Systems 
zusammenfallen.  Dies  einfache  System  ist  entweder  eine  brechende 
Fläche,  oder  eine  unendlich  dünne  Linse,  je  nachdem  im  gegebe- 
nen System  die  beiden  äussersten  Medien  ungleiche  oder  gleiche 
Brechungsexponenten  besitzen. 

C.    Dioptrische  Instrumente. 

1)  Das  Auge  sieht  einen  Gegenstand  deutlich,  wenn  er 
zwischen  dem  Fern-  und  Nahepunkte  gelegen  ist.  Der  Fern- 
punkt eines  normalen  Auges  liegt  im  Unendlichen,  der  Nahepunkt 
etwa  20  bis  30  cm  entfernt.  Die  Entfernung  des  Nahepunktes 
wird  auch  die  deutliche  Sehweite  genannt. 

2)  Das  einfache  Mikroskop.  Sei  q>  die  Brennweite  des 
Systems,  d  die  Entfernung  des  Augenmittelpunktes*)  vom  zweiten 
Hauptpunkte,  8'  die  deutliche  Sehweite  des  Auges,  ö'  die  Ent- 
fernung des  Bildes  vom  Augenmittelpunkt  (=  der  Distanz,  auf 
welche  das  Auge  accommodirt  ist),  so  wird  dieVergrösserungm 

B  d' 

wobei  B  die  Bildlänge,  g  die  Gegenstandslänge  bezeichnen,  oder 

^  =  v  +  ""^;f 

Da  das  Auge  gewöhnlich  auf  dem  Nahepunkt  accomodirt 
ist,  so  wird  d  =  8'  also 

»»=1+— ^- 


♦)  Der  Aüprenmittel-  oder  Kreuzungepunkt   liegt  7,26  mm  hinter   der 
Vorderfläche  der  Cornea. 
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3)  Ein  zusammengesetztes  Instrument  besteht  aus 
zwei  Systemen,  dem  Objectiv  und  dem  Ocular.  Unier  der 
Vergrösserung  eines  Instrumentes  versteht  man  das  Verhält- 
niss  des  Seh  winkeis,  unter  dem  ein  Gegenstand  gesehen  wird. 
zu  dem  Sehwinkel,  unter  dem  der  Gegenstand  mit  blossem  Auge 
betrachtet  erscheinen  würde. 

Sei  D  die  absolute  Entfernung  des  Objectes  vom  ersten 
Hauptpunkte  des  Objectivs,  d  die  Entfernung  des  Augenmitt^l- 
punktes  vom  zweiten  Hauptpunkte  des  Oculars,  die  Distanz,  auf 
welche  das  Auge,  während  es  durch  das  Instrument  sieht,  aecom- 
modirt  ist,  d,  die  Distanz,  in  welcher  das  Object  mit  blossem 
Auge  betrachtet  würde,  mit  8\  so  wird  die  Vergrösserung 

q>%     D  —  q>i     \  d      J 

Dabei  ist  92  die  Brennweite  des  Oculars,  <pi  diejenige  des 
Objectivs.  Speciell  für  ein  Fernrohr  wird  w  = —  9)1 :  9^  =  Durch- 
messer des  Objectivs:  Durchmesser  des  Oculars. 

D.    Prismen. 

.  1)  Sei  w  der  Brechungsquotient  des  Prismas,  so  gelten  fol- 
gende Formeln: 

sin  i        sin  i' 


-  =  -: —  =  n 
stnx       siny 

sini*  =  singVn^  —  stn'i  —  cosg  sini. 
Die  ganze  Ablenkung  ist  =  i  -[-  i'  —  g. 

Fig.  18. 


Soll  ein  Lichtstrahl  durch  ein  Prisma  hindurchgehen,  so  muss 
der  brechende  Winkel  g  kleiner  sein,  als  der  doppelte  Betrag 
des  Grenzwinkels. 
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Die  Totalablenkung  wird  ein  Minimum,  wenn  der  Licht- 
strahl mit  den  beiden  brechenden  Flächen  gleiche  Winkel  ein- 
Bchliesst,  also  wenn 

Sei  D  das  Minimum  der  Ablenkung,  so  wird 

stn  — ^— ^ 

n  = (Newton  und  Fraunhofer). 

stn  I 

Man  nennt  die  Grösse: 

n^  —  1,  die  brechende  Kraft, 

((»2  —  1):  specifisches  Gewicht},  das  Brechungsvermögen 
des  Prismas. 

Die  brechende  Kraft  ist  in  der  Vibrationstheorie  ein  Maass 
für  den  Ueberschuss  der  Dichtigkeit  des  Aethers  im  brechenden 
Medium.  Der  Breichungsquotient  für  den  Uebergang  aus  dem 
leeren  Räume  in  ein  Medium  wird  der  absolute  genannt. 

Für  ein  und  dasselbe  Gas  ist,  wie  sich  auch  der  Druck  und 
die  Temperatur  ändern  mögen,  (n  —  1):  Specifisches  Gewicht 
nahezu  constant. 

Diese  Formeln  und  Sätze  gelten  nur  für  homogenes  Licht, 

2)  Sei  X  die  Wellenlänge  des  angewandten  Lichtes,  «c^,  0(3,03 .. . 
bestimmte  Constanten,  ni  der  Brechungsquotient,  so  wird 

m  =  «1  +  5  +  TT  H 

Seien  n^,  w^j  w^  die  Brechungsquotienten  der  Fraunho fern- 
sehen Linien  5,  H^  E^  so  wird 

«H —  »B  die  totale  Dispersion, 

— r?  die  zerstreuende  Kraft  genannt. 

3)  Es  ist  angenähert  die  Ablenkung  eines  Prismas  propor- 
tional der  Grösse  g(n  —  1),  der  Zerstreaungswinkel  proportional 
der  Grösse  g[n  —  n'},  wobei  n  und  w'  die  Brechungsquotienten 
zweier  Lichtsorten  sind. 

Sollen  für  zwei  Prismen  die  Zerstreuungswinkel  gleich  gross 
sein,  so  müssen  sich  annähernd  die  Kantenwinkel  verkehrt  ver- 
halten, wie  die  Dispersionen. 

Diese  Sätze  gelten  für  achromatische  Prismen,  wenn  es 
sich  um  kleine  Kanten  und  Einfallswinkel  handelt. 
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4)  Für  Amici- Prismen,  bei  welchen  die  2ier8treaung  mög- 
lichst beibehalten,  die  Ablenkung  aufgehoben  werden  soll,  müssen 
sich  die  Kanten winkel  (genähert)  verkehrt  verhalten,  wie  die 
Ueberschüsse  der  Brechungsquotienten  der  mittleren  Strahlen 
über  Eins,  also 

Literatur.  Matthiessen's  Grundriss  der  Dioptrik  ge- 
schichteter Systeme  enthält  einige  Literatur  (nur  die  deutsche, 
die  namhaften  Arbeiten  der  Italiener  und  Engländer  sind  dort 
nicht  angeführt).  Das  beste  Werk  über  Dioptrik  dürfte,  soweit 
es  sich  um  elementare  Begründung  handelt,  Ferrari's:  „Le 
proprietä  cardinali  degli  strumenti  diottrici**,  deutsch  von  F.  Lip- 
pich, sein.  Unter  den  älteren  sind  Littrow  J.,  Dioptrik^  Wien 
1830,  und  Prechtl's  Praktische  Dioptrik,  Wien  1828,  besonders 
hervorzuheben. 

§.  176. 

Meohanisolie  Theorie  der  Wärme. 

A.    Allgemeine  Theorie. 

1)  Eine  Wärmeeinheit  (Calorie)  ist  jene  Wärmenge,  welche 
1  kg  Wasser  um  1  Grad  erwärmt,  sie  ist  im  Stande,  1  kg  423,5  m 
zu  heben,  also  423,5  kgm  Arbeit  zu  leisten. 

Wir  haben: 

A  =  jö^-T^  =  das  Wärmeäquivalent  der  Arbeitseinheit, 

4i2O,00 

B  =  423,55  =  das  Arbeitsäquivalent  der  Wärmeeinheit. 

2)  Wir  fuhren  folgende  Bezeichnungen  ein: 

V  das  specifische  Volumen  eines  Körpers  in  cbm  pro  kg, 
p  den  specifischen  Druck,  d.  h.   den  Normaldruck  auf  die 

Oberfläche, 
Cv  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Volumen, 
Ca  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Drucke, 
t  die  Temperatur  in  Celsiusgraden, 
T  -=  a  -^-t  =  273  +  t  die  absolute  Temperatur, 
U  die  in  1  kg  des  Körpers  enthaltene  innere  Arbeit  in  mkg 

(Energie), 
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^  {7  die  entsprechende  innere  Wärme, 

Q  die  Wärmemenge,  welche  bei  einer  Zustandsänderang  einem 
kg  des  Körpers  zugeführt  wird  (Wärmeeinheit  pro  kg), 

L  =  J*  p  dv   die  bei    einer  Zustandsänderung  verrichtete, 

äussere  Arbeit  (mkg  pro  kg). 

3)  Soll  V  um  dv^  p  um  dp  wachsen^  so  ist  die  zuzuführende 
Wärmemenge  gleich  der  Zunahme  der  inneren  Wärmemenge  plus 
der  Wärmemenge,  welche  der  zu  verrichtenden  äusseren  Arbeit 
entspricht,  also 

dQ  =  A(dü-\-pdv). 

Der  Zustand  eines  Körpers  ist  im  Allgemeinen  eine  Function 
von  t  (Temperatur),  p  (Druck),  und  v  (Volumen).  Wir  können 
femer  jede  dieser  Grössen  als  Function  der  anderen  darstellen, 
60  dass  wir  haben: 

t  =  9{Py^\    P  =  ^  {t,  v),    v  =  » (<,  p). 
Durch  den  Zustand  des  Körpers  ist  zugleich  seine  Energie 
bestimmt,  demnach  können  wir  U  darstellen  wie  folgt: 

u=9(p,v\   u=^(t,v),   ü=e(t,p), 

nnd  es  werden  folgende  selbstverständliche  Gleichungen  gelten: 

d^ü  ^^U  =Q 


=  0 


dvdp       dpdv 

Diese  letzten  Gleichungen  gelten  nur  für  Gleichgewichts- 
zustände. Zur  Bestimmung  des  Bewegungszustandes  bedarf  es 
einer  viel  grösseren  Anzahl  von  Angaben. 

4)  Betrachten  wir  zunächst  U  als  Function  von  p  und  v 
80  folgt  aus 

dQ  =  Ä(d0[uv]-{-pdv), 


dtdv 

dvdt 

d'U 

d*U 

dt  dp 

dp  dt 

d*U 

8«  IT 

wenn 


z  =  «* 


gesetzt  wird: 


dp 
dQ  =  A(Xdp-\-  Tdv) A) 
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und  es  wird 

^_^  =  i I, 

dv      dp 

(Erste  Hauptgleichung  der  mechanischen  Wärmetheorie.i 
Daraus  folgt,  dass  Xdp  und  Ydv  kein  vollständiges  Diffe- 
rential sein  kann,  weil  sonst 

öv        dp 
sein  müsste. 

5)  Seien  nun  t  und  v  unabhängige  Variable,  so  wird,  wenn 


dt 


l  =  A 

gesetzt  wird: 

dQ  r=  Cydt  -(-  Idv. 

Wird  V  =  const^  so  folgt 

d  Q  -=  c^di^ 

daher  c»  die  spec.  Wärme  bei  constantem  Volumen.    Setzen 
wir  t  constant,  so  folgt 

dQ  =  ldv 

und  es  wird  l  die  latente  Wärme  der  Ausdehnung  genannt. 
Wir  haben  femer: 

dl       dCf, .dp 

6)  Seien  endlich  t  und  p  die  unabhängigen  Variablen,  so 
wird,  wenn 

Cp  =  A 


^-^Up^^  dpi 


gesetzt  wird: 

d  Q  =  Cpdt  -\-  h dp^ 

hier  ist  Cp  die  spec.  Wärme  bei  constantem  Druck.      Man  hat 
femer 
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Sei  allgemein 

dQ  =  Mdm  +  Ndn, 

so  ist  M  diejenige  Wärmemenge,  die  nöthig  ist,  um  bei  constan- 
tem  n  die  m- Zunahme  Eins  zu  bewirken.  So  ist  z.  B.  h  die- 
jenige Wärmemenge,  die  nöthig  ist,  um  bei  constanter  Tempe- 
ratur die  Druckzunahme  gleich  Eins  zu  bewirken. 

7)  Eine  Zustandsänderung,  bei  welcher  der  Körper  wieder 
in  seinen  Anfangszustand  zurückkehrt,  nennt  man  einen  voll- 
ständigen Ereisprocess.  Kann  der  Körper  diese  Zustands- 
änderung auch  in  umgekehrter  Richtung  durchlaufen,  so  ent- 
steht ein  umkehrbarer  ToUständiger  Kreisprocess. 

In  jedem  umkehrbaren  Kreisprocess  ist  die  algebraische 
Summe  sämmtlicher  Wärmemengen,  jede  einzelne  dividirt  durch 
die  zugehörige  absolute  Temperatur,  gleich  Null,  also 

2V«  =  » 

oder 

Dieses  Integral  nennt  Clausius  die  Entropie  des  Körpers, 

die  Grösse 

dQ 

T 

den  Verwandlungswerth.  Ist  der  Kreisprocess  ein  nicht  um- 
kehrbarer, so  wird 

dQ 


I 


f 


y    >0, 


also  positiv.     Die  Entropie  der  Welt  strebt  einem  Maximum  zu, 
sagt  Clausius. 

8)   Wir  haben  in  dem  Falle,  wo 


/ 


^-0 


auch 

Daraus  folgt  aber 

dv  Ir)     dp  IT)     "' 
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oder,  weil 

dx  _  8r_ 

dv  dp  ^    ' 

sofort 

r=r|^-x|^ U) 

dp  ov 

(Zweite  Hauptgleichung  der  mechan.    Wärmetheorie.) 
Diese  Formel  lässt  sich  auch  schreiben: 

T=r|i-x|i. 

dp  ov 

9)  Mit  Hülfe  des  soeben  gefundenen  Satzes  können   wir  die 
Gleichung  A)  transformiren.    Aus  H)  folgt 

\dp) 
dies  in  A)  eingesetzt,  giebt: 

^Q=-7^{^dT+Tdv] B) 

Berechnet  man  ähnlich  X,  so  folgt  ebenso 

dQ  =  j^{YdT-^Tdp] C) 

10)  Wir  hatten  femer 

dQ  =  c^dt-\-  ldv  =  c„dT-\-  Idv. 

Sodann  ist 


i^  =  S^dT^^dv 


^(£il_  1.11!  =  0 

v\t\     öriT)     " 


ein  yollständiges  Differential,  es  miiss  also 

d 

d 

sein,  woraus 

und  wegen  der  Gleichung  a) 


i^ATm  : 


ni) 
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Ebenso  ergiebt  sich  aus 

dQ=:epdT-{-hdp 

*  =  -^^(It) «V) 

Die  Gleichungen  II),  III)  und  IV)  rühren  von  Thomson  her. 
Zu  diesen  fügen  wir  noch  hinzu  die  analogen 


-Ss.(ll\ 

"~  A  \dvj 


(I?) 


B.    Anwendung  auf  Gase. 

1)  Seien 

-«^i,  Pi,  <i,  3\,  üi 
die  dem  Anfangszustande, 

die  dem  Endzustande  entsprechenden  Werthe  von 

v,pJ.T,  U. 

2)  Es  bestehen  nun  folgende  Experimentalgesetze: 

-^  =  const  =  iJ, 

dabei  ist  für  trockene  atmosphärische  Luft 

R  =  29,27  mkg. 


VI) 


und  erhalten  aus  I),  II)  und  den  Gleichungen  für  d  Q 

Ä  =  -—{Cp  ^-     —  T-  ^»  OTT VII) 

dp  [  '^  ov)        öv  [      dp}  ^ 


dQ  =  c,dT-]--M-^dv X) 


dQ  =  e,dT-^dp XI) 
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Diese   Constante    für  andere   Gase   wird  erhalten,    wenn  R 
durch  das  specifische  Gewicht  des  Gases  dividirt  wird. 
(Das  Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz.) 

Dieses  Gesetz  lässt  sich  auch  anders  schreiben.  Seien  Vo^p^.  T, 
die  Werthe  von  v^p^  Tfiir  eine  beliebige  Zustandsänderung  d6> 

Gases,  ferner 

1 

—  =  a 

a 

gleich  dem  Ausdehnungscoefficienten  des  Gases,  so  wird 

vp  _  1  +a^  _  T 

t^oJPo  ~  1  +  a^o  ~  Tq' 

Für  10  C.  Temperaturänderung  ist  a  =  0,003665. 

3)  Es  ist 

c^  =  const  =  A  UT 
für  alle  Gase. 

(Das  Regnault^sche  Gesetz.) 

4)  Dehnt  sich  ein  Gas,  ohne  Arbeit  zu  leisten,  so  ändert  e^ 
seine  Temperatur  nicht. 

(Das  Regnault-Joule'sche  Gesetz.) 

Diese  Gesetze  sind  nur  approximativ  giltig,  dasselbe  gilt  von 
den  auf  sie  basirten  Formeln.  Gase,  von  denen  man  sich  vor- 
stellt, dass  sie  diese  Gesetze  vollkommen  erfüllen,  nennt  man 
ideale  oder  vollkommene  Gase. 

5)  Wir  erhalten  damit  aus  den  Gleichungen  V),  VI) 

und  aus  VII) 

AR  =  Cp  —  Cr- 

Nun  ist  nach  dem  Regnault'schen  Gesetze  c^  =  canst.^  wir 
haben  also  auch 

Cp  =  const  =  A{UT-\-  R). 

Man  findet  aus  IX),  X),  XI)  sofort: 

dQ  =  ^  {c^vdp  -f-  Cppdv] 

dQ  =  c^dT-\-  Apdv 
dQ  =  CpdT  —  Avdp, 
Aus  III)  und  IV)  folgt: 

Ä  =  —  Av 
l  =  Ap 
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Ebenso  ergiebt  sieb  leicht: 

d.  b.  die  Energie  eines  Gases  ist  eine  lineare  Function  der  Tem- 
peratur. 

6)  Setzt  man 

'     ^^—  K        ••    X  «4  X    •   •   •  • 
Cv 

SO  wird,  für  den  Fall,  dasa  ein  Gas  derartige  Aenderungen  er- 
fährt, dass  dQ  =  0  ist, 

pv"  =  const 

(Das  Gesetz  von  Poisson.) 

In  diesem  Falle  wird  von  aussen  Wärme  weder  zu-  noch 
abgeführt.    Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 


f = m  =  ifj 


7)  Man  hat  (Rankine)  drei  bestimmte  Zustandsänderungen 
mit  besonderen  Namen  bezeichnet,  und  zwar: 
I.   Isotherme,  wenn  dr=  0, 
IL   Isodynamische,  wenn  d  C7  =  0, 
III.    Adiabatische  oder  Calorische,  wenn  dQ  =  0. 

Bei  den  Gasen  sind  isotherme  und  isodjnamische  Curven 
dieselben.  Sie  sind  gleichseitige  Hyperbeln  (Mariotte-Gay- 
Lussac'sches  Gesetz). 

Sei 

Cp  -~"  Cfj  -—  A, 

so  lassen  sich  adiabatische  Curven  darstellen  durch 

(I)- = m 
iß- = w- 

Einfacher  für  vollkommene  Gase: 

Temperaturcurven  durch    vp  =  const^ 
Calorische  Curven       „      v^p  :=  const 

UaskAt  mathem.  FormeluMmmlung.  4Q 
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Die  Ordinalen  nehmen  mit  wachsenden  Abscissen  ab.  Die 
calorische  Curve  ist  die  steilere.  [ 

8)  Lässt  man  den  Zustand  eines  Gases  fortschreiten  längs 
einer  calorischen  Curve,  so  wird 

vo**-!  (a  +  to)  =  t?«-i  (a  +  0- 
Die  zuzuführende  Arbeit  wird  gleich 

die  zugeführte  Wärme  =  0. 

9)  Lässt  man  den  Zustand  eines  Gases  längs  einer  Tempe- 
raturcurve  fortschreiten,  so  wird 

VoPo  =  ^P 
und  die  Summe  der  zuzuführenden  Arbeit  und  Wärme   gleich 
Null,  die  zuzuführenden  Wärmemengen  stehen  in  arithmetischer, 
falls  die  Volumina  eine  geometrische  Reihe  bilden.     Sei   Q  diese 
Wärmemenge,  so  wird 

Daraus  folgt  weiter: 

Nimmt  man  von  zwei  verschiedenen  Gasen  Quantitäten  Ton 
verschiedenem  Gewicht  und  verschiedener  Temperatur,  jedoch 
von  gleichem  Volumen  Vq  und  gleicher  Spannung  p^  und  lässt 
man  sodann  bei  gleichbleibender  Temperatur  Vo  zu  v  sich  aas- 
dehnen, so  sind  die  zuzuführenden  Wärmemengen  für  beide  Gase 
gleich  gross.    (Dulong-Clausius'scher  Satz.) 

10)  Wenn  ein  Gas  einen  Carnot'schen,  d.  h.  umkehrbaren 
Process,  bestehend  aus  zwei  calorischen  und  zwei  isothermen  Cur- 
ven,  vollführt,  so  ist  der  Nutzeffect  (ökonomische  Coeffident) 

fr  ^1  —  ^0 

©   rrt  t 

dabei  ist  g  das  Verhältniss  der  verbrauchten  Wärme  zu  der  über- 
haupt zugefuhrten.    Für  jeden  anderen  Process  ist 


t< 


T,-To 


sobald  er  sich  innerhalb  derselben  Temperatur-  und  calorischen 
Curven  abwickelt. 

Literatur.    Briot,  Mechan.  Wärmetheorie,   d.  v.  Weber. 
Clausius,  Die  mechan.  Wärmetheorie.     Maxwell,  Theorie  der 
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Wärme,  deatsch  von  Neesen.  C.  Neumann,  Vorlesungen  über 
mechanische  Theorie  der  Wärme.  Rühlmann,  Handbuch  der 
mechanischen  Wärmetheorie.  Zeuner,  Grundziige  der  mechani- 
schen Wännetheorie. 


§.  177. 

Kinetisohe  Oastheorie. 

1)  Man  nimmt  an,  dass  die  Wärmebewegung  der  Molekeln 
eines  Gases  in  einer  geradlinig  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit fortschreitenden  Bewegung  bestehe. 

2)  Der  Druck  eines  Gases  variirt  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse seines  Volumens.    {Das  Boyl ersehe  Gesetz.} 

Sei  nämlich: 
V  das  Volumen  eines  Gefässes, 
n  die  Anzahl  der  darin  enthaltenen  Molecüle, 
m  die  Masse  eines  jeden  Molecüls, 
c  die  Geschwindigkeit  ihrer  Bewegung, 
p  der  Druck  des  Gases  pro  Flächeneinheit,  so  wird 

nmc^ 

die  Grundgleichung  der  kinetischen  Gastheorie,  aus  ihr  folgt 

nmc^ 
pv  =  — s —  =  const,^ 

also  das  Boyle'sche  {oder  Mariotte'sche  Gesetz}. 

3)  Sei  T  die  absolute  Temperatur  (also   T  =  273  +  i^  G. 

nahezu),  so  wird 

pv  =  RT, 
also 

^ _2_  nmc^ 

SR      2     ' 

demnach  wird  die  Temperatur  proportional  dem  Quadrate  der 
Cxeschwindigkeit  der  Molecüle. 

4)  Aus  den  Fundamentalgleichungen  ergiebt  sich  sofort: 
Werden  mehrere  Gase  gemischt,  so  ist  der  von  der  Mischung 
ausgeübte  Druck  gleich  der  Summe  der  Druckkräfte,  welche 
jeder  Bestandtheil  für  sich   allein  ausübt.    (Dalton's  Gesetz.) 

40* 
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5)  Die  Moleculargesch windigkeiten  zweier  Gase  verhalten 
sich  umgekehrt,  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Dichtigkeiten. 

6)  Wenn  zwei  Gase  gleiche  Temperatur  besitzen  und  zu- 
gleich unter  gleichem  Drucke  stehen,  so  verhalten  sich  ihre 
Dichtigkeiten ,  wie  ihre  Moleculargewichte.  (Gay-Lussac's 
Gesetz.) 

7)  Stehen  zwei  Gase  von  gleicher  Temperatur  unter  gleichem 
Drucke,  so  enthalten  sie  in  gleichen  Räumen  gleiche  Anzahl  von 
Molekeln.    (Avogadro'sche  Regel.) 

Literatur:  Meyer,  Kinetische  Theorie  der  Gase.  Bres- 
lau 1877. 


§.  178. 

Oapillarität. 

1)  Seien  «  und  ß  zwei  Gonstanten,  femer  0  derjenige  Win- 
kel, den  die  Normale  der  Flüssigkeitsoberfiäche  mit  der  Nor- 
malen der  Gefasswand  einschliesst,  so  wird 

acosO  4-/3  =  0. 

Seien  q  und  Qi  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  der  Ober- 
fläche, s  das  specifische  Gewicht,  0  die  Höhe  der  erhobenen, 
beziehungsweise  der  deprimirten  Flüssigkeit,  h  die  normale  Höhe, 
so  wird    . 


a  ( 1 )  =  s  (h  —  e). 


Die  Grössen  haben  folgende  Bedeutung: 

a,  Capillaritätsconstante  nach  Quincke  =  dem  Gewichte 
der  Flüssigkeitsmasse,  welche  an  der  Längeneinheit  der  Berüh- 
rungslinie einer  vollkommen  benetzten  Wand  gehöben  wird.  (Für 
die  unvollkommene  Benetzung  ist  dieses  Gewicht  =  acosO.) 

Man  setzt 

1)    y  =  «. 

sodann  wird  H  die  Oberflächenspannung  per  Flächeneinheit  auf 
einer  Kugel  vom  Radius  Eins. 

s  s 
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Sodann  ist  a  die  Steighöhe  einer  Flüssigkeit  an  einer  von 
ihr  YoUkommen  benetzten  Wandfiäche.  Bei  unvollkommener  Be- 
netzung ist  diese  Steighöhe  =  a  Vi  —  sind* 

a\  Capillaritätsconstante  nach  Poisson  (specifische  Cohäsion 
nach  Quincke)  =  Steighöhe  einer  Flüssigkeit  in  einer  von  ihr 
vollkommen  benetzten  Röhre  vom  Radius  Eins. 

2)   Untersuchen  wir  die   Steighöhe    an   einer  Platte.     Hier 

wird  ^1  =  00 ,  also  —  ?=  0.  Sei  h  eine  beliebige  Steighöhe,  ^  der 

zugehörige  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  verticalen  Wand 

einschliesst,  so  wird 

—  (fdfpcoscp  =  dÄ, 
oder  da 

d<p  costp  :=  hdh^ 

woraus 


A  =  aVl  —  sinq) 
folgt 

3)  Bei  hinreichend  engen  Steigröhren  sind  die  Steighöhen 
oder  Depressionen  der  Flüssigkeit  dem  Halbmesser  der  Röhren 
umgekehrt  proportional. 

Wird  nämlich  der  Meniscus  der  Halbkugel    gleich,  so  ist 

Q  =  pi,  also 

2cc 

—  =  s  (Ä  —  ;er). 

9 

Ist  die  Röhre  nicht  so  eng,  dass  der  Meniscus  eine  Halb- 
kugel bildet,  so  wird 

Ä  =  —  -  -?- 
9         3 

näherungsweise. 

Die  Steighöhe  zwischen  zwei  Platten  ist  umgekehrt  propor- 
tional dem  Abstände  der  beiden  Platten. 

Einige  Literatur  findet  man  in  Lang:  Einleitung  in  die 
theoretische  Physik.  Sonst  ist  zu  nennen:  Beer,  Einleitung  in 
die  mathem.  Theorie  der  Elasticität  und  Capillarität.  Mathieu, 
Theorie  de  la  Capillarite,  Paris  1883.  Lesenswerth  sind  die 
Abschnitte  über  Capillarität  in  der  eigenartigen  Mechanik  von 
Mach. 
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§.  179. 

Die   Meohanlk. 

I.    Zur  Einleitung. 

Die  Mechanik  ist  die  Wissenschaft  Yon  der  Bewegung;  als 
ihre  Aufgabe  bezeichnen  wir:  die  in  der  Natur  vor  sich  gehen- 
den Bewegungen  vollständig  und  auf  einfachste  Weise  zu  be- 
schreibien  (Kirchhoff).  Man  hat  die  Mechanik  zur  Grundlage 
alles  unseres  Wissens  machen  wollen,  man  hat  aber  dabei  ver- 
gessen, dass  sie  nicht  die  Grundlagen,  auch  nicht  einen  Theil 
der  Welt,  sondern  eine  Seite  derselben  fasst  (Mach).  Dass  sie 
wirklich  die  Grundlage  aller  Wissenschaften  geworden,  hat  seinen 
Grund  in  der  Geschichte  (Mach).  Wie  alles  Naturwissen,  so 
kann  auch  die  Mechanik  nur  Complexe  von  jenen  Elementen 
nach-  und  vorbilden,  die  wir  Empfindungen  nennen.  Es  handelt 
sich  um  den  Zusammenhang  dieser  Empfindungen.  Die  mecha- 
nischen Vorgänge  sind  zugleich  auch  physiologische.  Keine  ist 
allein  da,  beide  sind  zugleich  da.  Daher  soll  die  Mechanik  den 
sparsamsten  und  einfachsten  begrifl'lichen  Ausdruck  der  Bewe- 
gungsempfindungen liefern.  Darin  liegt  zugleich  der  ökonomische 
Charakter  dieser  Wissenschaft  (Mach). 

Raum,  Zeit,  Bewegung  und  Materie  sind  Begriffe,  von  deren 
Existenz  wir  uns  nur  durch  die  Empfindungen  überzeugen  kön- 
nen. Von  ihrer  Existenz  ausserhalb  der  Empfindungen  wissen 
wir  nichts.  Die  Empfindungen  neben  einander  nennen  wir  Raum, 
die  nach  einander  Zeit,  eine  räumlich -zeitliche  Empfindung  nen- 
nen wir  Bewegung.  Den  Träger  der  Empfindungen  nennen  wir 
Materie. 

Die  Principe  der  Mechanik  entnehmen  wir  der  Erfahrung. 
Das  erste  Princip  der  Dynamik,  das  Trägheitsgesetz,  hat 
Galilei  (1632)  ausgesprochen.  Das  zweite  Princip  von  der  Zu- 
sammensetzung der  Bewegungen  rührt  von  Huyghens  (1673) 
her;  das  dritte  von  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung verdanken  wir  Newton  (1687).  Die  Coordinaten- 
Methode  führte  Maclaurin  (1742)  ein,  nachdem  früher  Leibnitz 
die  Differentialbezeichnung  eingeführt  hatte. 
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Die  Masse  ist  die  Quantität  der  Materie.  Das  Gewicht 
ein  Product  ans  der  Masse  in  die  Bescbleunif^ung. 

Die  Beschleunigung  selbst  ist  von  der  Natur  der  Materie 
unabhängig,  was  Aristoteles  noch  nicht  wusste,  wenn  er  be- 
hauptet, dass  schwere  Körper  schneller  fallen  als  leichte.  Dieser 
Satz  wurde  zuerst  von  Galilei  behauptet,  aber  erst  von  New- 
ton bewiesen,  indem  letzterei:  zeigte,  dass  zwei  gleiche  Pendel 
von  verschiedener  Materie  gleich  schwingen. 

Die  Vollendung  der  Mechanik  als  Wissenschaft  wird  dann 
eintreten,  wenn  an  die  Stelle  der  Elementargesetze,  welche  gegen- 
wärtig unser  Wissen  ausmachen,  Integralgesetze  treten  werden, 
so  dass  wir  sodann  direct  die  Abhängigkeit  der  Lagen  der  Kör- 
per von  einander  erkennen  werden  (Neu mann). 

Wer  sich  Klarheit  über  die  Aufgaben  der  Mechanik  ver- 
schaffen will,  dem  sei  empfohlen  das  hochinteressante  Werk:  Die 
Mechanik  in  ihrer  Entwickelung  von  Dr.  E.  Mach  (Leipzig  1883), 
sowie  eine  Abhandlung  von  G.  Neumann  in  den  Sitzungsber. 
der  königl.  sächs.  Akademie  1887,  L  u.  IL 

Einige  Lehrbücher. 

Delaunay,  Traite  de  Mecanique  ration.  Auch  deutsch  meh- 
rere Auflagen.  Duhamel,  Lehrb.  der  analyt.  Mechanik,  deutsch 
von  SchlömilcL  Euler,  Mechanica,  deutsch  von  Wolfers. 
Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausgegeben  von  Clebsch. 
Kirchhoff,  Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  Lagrange, 
Mecanique  analyt.,  deutsch  von  H.  Servus.  Mathieu,  Dyna- 
mique  analytique.  Na  vier,  Lehrbuch  der  höheren  Mechanik, 
deutch  von  Meyer.  Poinsot,  Elemente  der  Statik,  deutsch  von 
Servus.  Poinsot,  Theorie  nouv.  de  la  rot.  d.  corps,  deutsch 
von  Schellbach.  Poisson,  Traite  de  Mecanique,  deutsch  von 
Stern.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Som- 
mof,  Theoretische  Mechanik,  deutsch  von  Ziewet.  Thomson 
und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik,  deutsch  von 
Helmholz  und  Wertheim.  Maxwell,  Substanz  und  Bewegung, 
deutsch  von  Fleisch  1.  (Ein  äusserst  interessantes  Büchlein, 
1  Mk.  20  Pf.) 

Sodann  die  Aufgabensammlungen  von  Fuhrmann  und  Zech. 
Die  grösseren  von  Kraft,  Jullien  (französisch)  und  Walton 
(englisch). 


632  Mechanik. 

IL    Allgemeine  Sätze. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Bewegung  eines  Punktes,  oder 
eines  Systems  von  Punkten.  Sodann  gelten  folgende  Sätze  und 
Betrachtungen. 

1)  Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  ist  bestimmt 
sobald  für  einen  Ort  zur  Zeit  t  die  Goordinaten  und  die  Gompo- 
nenten  der  Geschwindigkeit  Uq  ,  Vq  i  ^o  gegeben  sind  und  ausser- 
dem für  jedes  t  die  Werthe  der  zweiten  Differentialquotienten.  Also 

dxo  dyo  dza 

"^^JVo'  ""'-dt;'  "^'-Tf^ 

dt^  ~  ^'     dV^  ""  ^'     dt^  ~  ^' 

denn  dann  sind  wir  im  Stande,  x^  t/,  z  als  Functionen  der  Zeit  / 
darzustellen.  Die  Grössen  X,  Y  und  Z  nennt  man  Componenten 
der  Beschleunigung. 

2)  Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Fläche  ^(ar,  y,  5,  0 
=  0  sich  zu  bewegen,  so  kommen  noch  zu  den  Gomponenten 
X,  F,  Z  die  Gomponenten  X',  Y\  Z'  hinzu,  die  wir  in  folgender 
Weise  ausdrücken  wollen: 

8a;  8y'  oz 

SodaoD  wird 

de»  —  -^  ■+"    8^ 

di?  =  "^  +  ^  87' 

Um  A  zu  bestimmen,  bilden  wir 

und  ersetzten  hierin  d^xIdP,».  durch  die  Werthe  aus  den  vor- 
angehenden Gleichungen,  sodann  ergiebt  sich  X  als  Function  von 

dj;     flfy     dz 
^'  ^' '''  ^'  dt'    'dt'    W 
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VeraUgemeinern  mr  diese  Betrachtungsweise,  so  erhalten  wir 
die  allgemeinen,  zuerst  von  Lagrange  aufgestellten  Gleichungen : 

Mit  den  Bedingungsgleichungen 

if  =  0,     *  =  0  .  .  . 

3)  Ertheilen  wir  diesem  System  eine  unendlich  kleine  Ver- 
schiebung dx^  öy,  djs  derart,  dass 

SH^-o^Sls '-  =  »■■•■ 

so  ergiebt  sich  das  d'Alembert'sche  Princip 

4)  Den  Werth  von 

Xdx-^  YSy-\-Ziz 

nennt  man  die  Arbeit    der  Kraft  (X  YZ)  für  die  Verrückung 
^x,  Äy,  8  e.    Setzen  wir  noch 

2  [Xix  +  Y6y  +  Z8z}  =  d  ü, 

also  ü'  gleich  der  Arbeit  der  Kräfte,  ferner 

wo  T  die  sogenannte  lebendige  Kraft  des  Systems  darstellt,  so 
folgt : 

Verschwinden  nun  die  Variationen  dx^  8y^  8  z  sämmtlich  für 
^  und  fo»  80  wird 


0=  t  dt{8T-\-8U\ 
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welche  Gleichung  das  Hamilton^sche  Princip  enthält.     Das- 
selbe lässt  sich  auch  schreiben  wie  folgt: 

t 

0  =  S  f{T-\-  U)dt 
t 

5)  Führt  man  in  die  Lagrang  ersehen  Gleichungen  an 
die  Stelle  der  alten  Variabein  x^y,  z  neue  q  ein,  deren  Zahl 
^  1=  3n  —  X  ist,  wobei  n  die  Anzahl  der  Punkte,  und  %  jene 
der  Bedingungsgleichungen  ist,  und  welche  so  gewählt  sind,  dass 
sie  die  Bedingungsgleichungen  identisch  erfüllen,  und  setzt  noch 

V—  2j^  Ut^  dq^  dt^  dq'^  dt^  dqV 

so  ergeben  &ich  die  sogenannten  zweiten  Lag  ränge' sehen 
Gleichungen: 

dt  d^        dq  ~  ^' 
wobei  der  Kürze  wegen 

^       dt 
gesetzt  wurde. 

6)  Ersetzt  man  in  der  d'Alembert'schen  Gleichung  äj, 
Sy^  8z  durch  dx^  dy^  dz  und  integrirt,  so  folgt: 

h 

T,-T,=J^{Xdx^Ydy-^Zdz). 

Dieser  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  besagt,  dass  der 
Zuwachs,  den  die  lebendige  Kraft  des  Systems  in  irgend  einem 
Zeitintervall  erleidet,  gleich  der  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte  für 
die  Verschiebungen  ist,  die  die  Punkte  in  diesem  Zeitintervall 
erfahren. 

Existirt  ein  Potential,  welches  die  Zeit  nicht  enthält,  so  lässt 
sich  die  obige  Gleichung  auch  schreiben  wie  folgt: 

wobei  U  das  Potential,  und  h  eine  Constante  ist.  Ist  U  eine 
einwerthige  Function,  so  folgt  hieraus,  dass,  wenn  alle  Punkte 
des  Systems  in  Lagen  zurückkehren,  die  sie  schon  einmal  hatten, 
auch  die  lebendige  genau  denselben  Werth  annehmen  wird,  den 
sie  damals  besass.  (Satz  von  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kraft.) 
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Der  obige  Satz  lässt  sich  auch  schreiben  wie  folgt: 
I  2  (»•»'  -  mv»)  =  ^J'Pcos(P,d8)ds, 

»0 

wobei  P  die  Kraft  bezeichnet 

7)  Aendert  sich  bei  einer  Translation  des  Systems  die  rela- 
tive Lage  der  Punkte  gegen  einander  nicht,  so  wird: 


Sei  nun 


so  folgt: 


->: 

r 

2'»d<« 

2 

z 

M 

-2"»« 

üf«- 

2*"* 

Mfi 

—  2"*^' 

Mi- 

2'»*' 

=  2^ 

(i«i? 


M 


d 

wodurch    der  Satz  von    der   Bewegung  des  Schwerpunktes 
ausgesprochen  ist.    Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  ist 


=  0      — ^  —  0      — ^  —  0 


dt^  '     dt^         '     dp 

d.  h.  der  Schwerpunkt  bewegt  sich  geradlinig  mit  gleichbleiben- 
der Geschwindigkeit  (Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewe- 
gung des  Schwerpunktes). 

8)  Aendern  die  Punkte  auch  bei  einer^  Rotationsbewegung 
ihre  relativen  Lagen  nicht,  so  wird,  wenn  die  Rotationsaxe  die 
r-Axe  ist: 

d   ^^^  ^    ( ^dy       ^  dx"" 
'dl 

oder 

X  =  QCOsO,    y  ^==  Q sin 0 


2»('r?-»r:)  =  2('^-'X) 
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gesetzt 

Dies  ist  der  sogenannte  Flächensatz  für  die  a;y-Ebene, 
Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  wird 

N   niQ^  -jj  =  const., 

welche  Gleichung  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächen 
ausspricht. 

Analoge  Formeln  erhält  man,  indem  man  nach  einander  die 
X'  und  y-Axe  als  Drehungsaxe  annimmt.  Alle  zusammen  stellen 
die  allgemeinen  Flächensätze  dar. 

III.    Geometrie  der  Bewegung. 

1)  Bewegt  sich  ein  Körper  parallel  zu  einer  Ebene,  so  kann 
er  stets  durch  drei  Punkte  bestimmt  gedacht  werden,  die  ihrer- 
seits wieder  eine  Ebene  bestimmen.  Die  Symmetralen  je  zweier 
unendlich  nahen  Lagen  dieser  drei  Punkte  gehen  durch  einen 
Punkt,  das  sogenannte  Momentancentrum.  Nennen  wir  die 
durch  den  Körper  bestimmte  Ebene  E\  jene  feste  parallel,  zu 
welcher  die  Bewegung  vor  sich  geht,  £,  so  wird  das  Momentan- 
centrum  im  Verlaufe  der  Bewegung  auf  beiden  Ebenen  Spuren 
zurücklassen,  die  wir  die  Curven  C  und  F  nennen  wollen.  So- 
dann reducirt  sich  die  Bewegung  dieses  Körpers  auf  das  Rollen 
zweier  Curven  auf  einander. 

2)  Um  die  analytischen  Ausdrücke  für  die  Curven  C  und  F 
zu  finden,  beachten  wir  Folgendes:  Wir  fixiren  zwei  Punkte  des 
Systems,  deren  unveränderlicher  Abstand  a  sein  soll.  Diese  wer- 
den während  der  Bewegung  zwei  Curven  a  und  ß  beschreiben. 
Seien  a;i  yj   und  rr2  j/j  ihre  Coordinaten,    so   wird  jederzeit  die 

Gleichung 

(xi  —  x^y  +  (yi  —  y,)«  =  a« li 

bestehen.  Dabei  denken  wir  uns  Xi  jfi  als  Functionen  einer 
Variablen,  ti  und  x^y^  als  Variable  von  t^.  Femer  nehmen  wir 
in  der  Bewegungsebene  ein  festes  Coordinatensystem  X  F,  und 
ein  bewegliches  ^rj  an.  Das  letztere  soll  die  Mitte  von  a  zum 
Ursprung  haben  und  so  beschaffen  sein,  dass  a  mit  der  I-Axf 
zusammenfällt. 


Mechanik.  dS7 

Sei  nun 

Xi  —  x^  =  acosk^    y^  ^  y^  =z  a  sin  A 2) 

50  giebt  k  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden  Coordinatensysteme 
in  und  es  wird: 


y  —  -ö  iVi  4-  ya)  =  |s*»^  +  12  cos A 


3) 


Der  Schnittpunkt  der  Normalen  giebt  das  Momentancentrum. 
Dieses  liefert: 


4) 


Aus  diesen  Gleichungen  1)  bis  5)  erhält  man: 

A.  Die  Gleichung  der  Bahn  eines  beliebigen  System- 
punktes.  Dabei  hat  man  |  und  17  als  seine  Coordinaten  zu  be- 
trachten und  ohne  Zuhülfenahme  von  4)  die  Grössen  £,  17,  ^1 
and  t^  zu  eliminiren  aus  1)  2)  3). 

B.  Die  Gleichungen  der  Curven  C  und  F^  wenn  man 
aus  1)  bis  4)  die  Grössen  A,  fi,  f^,  und  entweder  noch  |,  ri  oder 
X,  r  eliminirt. 

3)  Durch  Transformatiou  vermittelst  der  Methode  der  reci- 
proken  Radien  erhalten  wir  sofort  die  Relationen  für  die  Dre- 
hung und  Bewegung  eines  Körpers  parallel  einer  Kugelfläche. 
Der  Transformationsmittelpunkt  verbunden  mit  dem  Momentan - 
centrum  giebt  die  Momentanaxe.  Der  Transformationsmittelpunkt 
und  die  Curven  G  und  F  bestimmen  zwei  Kegelflächen ,  welche 
äen  Curven  C  und  F  entsprechen. 

4)  Es  bezeichne  für  das  System  in  1)  w  die  Winkelgeschwin- 
digkeit, c2'&  das  Differential  des  Rotationswinkels  um  die  Momen- 
tanaxe zur  Zeit  f,  t«  die  Geschwindigkeit  des  Momentancentrums, 
r  die  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes  in  der  Entfernung  r 
vom  Momentancentrum,  ds  das  Bogenelement  der  Curve  der 
Momentancentra,  und  q  und  q^  die  Krümmungshalbmesser  der 
Curven  C  und  F  für  den  augenblicklichen  Berührungspunkt, 
Bo  ist 
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W  = 


dt' 


V  =  wr  z= 


ds 


W  Qi±Q 

und  zwar  gilt   in  der   letzten  Formel    das    obere  oder   unt« 
Zeichen,  je  nachdem  die  benachbarten  Theile  der  Curven  a 


Fig.  14. 


entgegengesetzte  oder  dieselben  S< 

ten  der  gemeinschaftlichen  Tangen 

fallen. 

5)   Die  Bewegung   des  Mome 

tancentrums  längs  der  festen  Cur 

kann    aufgefasst  werden    als    eii 

neben  der  Drehbewegung  P  Q  stat 

findende   fortschreitende   Bewegui 

QP'  von   der  Beschleunigung   n 

in  der  Richtung  der  Normalen  d 

beiden  Curven.    Würde  der  augei 

blickliche    Drehpunkt    seine    Laj 

nicht   ändern,   so    würde    sich  d 

Beschleunigung    eines  Punktes   zi 

sammensetzen  aus    der  Gentripetalbeschleunigung  rw^  und  d* 

Tangentialbeschleunigung 

dw 

so  kommt  aber  noch  die  Beschleunigung  uw  hinzu. 

Wählt  man  die  Tangente  der  Curve  der  Momentancent] 
als  X-Axe  positiv  im  Sinne  der  Geschwindigkeit  u,  und  <t 
Normale  als  X-Axe  positiv  im  Sinne  der  Beschleunigung  tr 
so  sind  die  Gomponenten  der  Beschleunigung  längs  den  Coord 
natenaxen 


X  .  .  .  —  w^x  -j- 


dw 

TT 

dw 


y  =  p^ 


y  .  .   .  —    ||;»y _  X  -f-  UW  =py.  I 

Sei  px  =  0,  so  erhält  man  eine  Gerade,  in  welcher  die  R 
schleunigungen  parallel  sind  der  X-Axe,  ebenso  liefert  j)y  4 
Beschleunigungen  parallel  zur  X-Axe.  In  ihrem  Schnittpunkt 
P  wird  die  Totalbeschleunigung  0  sein  (Beschleunigung! 
centrum). 
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Die  Coordinaten  dieses  Punktes  sind: 

dw 

dt  w^u 

^'  ~  ~~7dwV'    ^'  ~     .    .    /dwV 


+  (It)  -  +  (17) 


Die   Componeuten  der  Beschleunigung  in  der  Richtung  des 
domentancentrums  und  senkrecht  darauf  sind: 

^  r    ^  r    ^         r        o 


^  dt  r  r  r 

^obei  Q  der  Krümmungsradius  der  Bahn  ist  Setzt  man  pn  =  0, 
)t  =  0,  so  erhält  man  zwei  Kreise  (Bresse'sche  Kreise,  Joum. 

le  rficol.  Polyt.  1853).    pt  =  0  giebt  ^  =  0,  d.  h.  t;  ein  Maxi- 

num  oder  Minimum,  die  Geschwindigkeit  wechselt  also  das  Zeichen 
Wechselkreis).  pn  =  0  giebt  v^/q  =  0  oder  p  =  oo,  die  Bahn 
4at  also  hier  einen  Wendepunkt  (Wendekreis). 
Die  Gleichung  des  Wendekreises  lautet 

^^  +  y'  =  —  y^ 

jene  des  Wechselkreises  ist: 

wu 


a;»  +  y2  = 


2  du; 


dt 

Die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  ß  liegen  auf  einem  um  das 
Beschleunigungscentrum  beschriebenen  Kreise,  dessen  Gleichung 

ist    Die  Totalbeschleonigung  ist  gegeben  durch 
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IV.    Die  Geschwindigkeiten. 

1)  Seien  v«,  Vy,  v,  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit  fi 
auf  die  drei  rechtwinkligen  Axen,  sowie  a,  /S,  y  die  Neigungs- 
winkel der  Tangente  im  Punkte  a:,  y,  e  der  Bahn,  so  wird 

dx  dy  o 

Vx  =  -^  =  vcosa^     Vy  =  -^  =  t?  cos  p, 

de 
9    ,      4    ,     «     cosa       cosß        cosy 

^     ^  Vx  Vy  Vm 

Sind  mehrere  Geschwindigkeiten  t^^,  v^,  .  .  .  t?«  eines  Punktes 
gegehen,  welche  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel...  (<x„/8»y«) 
bilden,  so  sind  die  äquivalenten  Geschwindigkeiten  F»,  T^,  Vg  ge- 
geben durch 

und  die  Resultirende 

F=vrj  +  vi+  Fi», 

für  deren  Richtungswinkel  a,  6,  c  die  Gleichungen 

cosa cosb  cosc 1 

TT  -  ~v;r  ~  ~v^  ~  V 

bestehen. 

Es  gilt  die  Regel:  Die  Resultante  von  beliebig  vielen  Ge- 
schwindigkeiten eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtung  und 
Sinn  durch  die  Schlusslinie  eines  Polygonzuges  dargestellt,  dessen 
Seiten,  in  beliebiger  Ordnung  genommen,  der  Grösse,  Richtung 
und  dem  Sinne  nach  mit  den  einzelnen  Geschwindigkeiten  über- 
einstimmen (Polygon  der  Geschwindigkeiten). 

2)  Seien  ferner  r  (Radiusvector),  O*  (Winkel  zwischen  r  und 
der  Polaraxe)  und  9  (der  Winkel  zwischen  der  Ebene  des  Win- 
kels &  und  einer  Fundamentalebene)  (Jie  Polarcoordinaten,  so 
sind  die  ihnen  entsprechenden  Geschwindigkeiten: 

dr  d&  •    ^  d  w 
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Die  Grösse  --jj  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  genannt  und 

mit  w  bezeichnet.  Die  Winkelgeschwindigkeiten  setzen  sich  nach 
dem  Polygon  der  Geschwindigkeiten  zusammen. 

3)   Betrachten  wir  ein  unveränderliches  System,  dessen  Punkte 

während  der  Zeit  dt  sämmtlich  parallele  und  congruente  Wege 

beschreiben.    Alsdann  wird 

ds 

die  Translationsgeschwindigkeit  des  Systems  genannt.  Es 
besitze  das  System  ferner  eine  unendlich  kleine  Rotation  dd^  um 
eine  Axe  a.    Wir  nennen  sodann 

dd- 

die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Axe  a. 

Die  gleichzeitige  Verbindung  einer  beliebigen  Menge  von 
Winkelgeschwindigkeiten  eines  unveränderlichen  Systems  um  be- 
liebige Axen  ist  äquivalent  einer  Winkelgeschwindigkeit  Ä  und 
einem  Rotationspaare  T  (einer  Translationsgeschwindigkeit),  für 
welche  folgende  Gleichungen  gelten: 

ß2  =r  aj   _|_  ii2   _^  Sl^ 

eosa  cofib  cosc  1 

~sir  ~  ~^  ~  "^ ""  ^ 

•  T,  =  2  (xivy  —  yw^) 

.     IV  =  TJ  ^  T^  ^  Ti      ■ 
cos  k  cos  fi cos  V 1 

"IT  "~  "5V  ~  ^r  ~  T' 

Der  Winkel  zwischen  der  Axe  von  ß  und  T  ist  bestimmt 
durch 

cos  t  = ^l  / 

Soll  sich  das  System  auf  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit  £1 
reduciren,  so  muss 

H,  T. -^  Sly  Ty  +  a.  T.  =  0 

sein. 

Lfttka,  mftthem.  Fonn«lnMiDxnlang.  41 
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Sollen  dagegen  sämmtliche  Winkelgeschwindigkeiten  einem 
Rotationspaare  äquivalent  sein,  so  muss  Sl  =  0,  d.  h. 

2  Wx  =  0,    2  w;^  =  0,    ^w,  =  0 

sein.    Das  System  ist  momentan  ein  Stillstand,  wenn  Sl  z=  0  und 
T  =  0,  also 

2  11?^  =  0  .  .  . 

4}  Die  relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ist  die  Resul- 
tante aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  desselben  und  der  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Geschvrindigkeit  des  mit 
ihm  zusammenfallenden  Punktes  des  Systems,  auf  welches  die 
relative  Bewegung  sich  bezieht. 


V.    Die  Beschleunigungen. 

1)  Analog  den  Geschwindigkeiten  bezeichnen  wir  die  Be- 
schleunigungen mit  9,  sodann  wird: 

~  =  fp^  =  q)€osa 
-^  =  Vy  =  Vcosß 

2    ,      2    ,      o     cosa       cosß        cosy         I 

9*  =  9x  +  9?  +  9?.   -z—  =  — -^  =  -TT"  =  :r- 

9»  Vy  9*  9 

2)  Die  Beschleunigung  kann  auch  in  eine  Tangential- 
beschleunigung fpi  und  in  eine  Normalbeschleunigung  9. 
jederzeit  zerlegt  werden.  Die  letztere  ist  längs  der  Hauptnor- 
malen nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet    Es  ist 

dv 

f"  =  -dt. 


wo  Q  der  Krümmungshalbmesser,  und  dBJdt  die>  Winkelgeschwin- 
digkeit um  den  Krümmungsmittelpunkt  bezeichnet. 
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3)    Sei  c  die  Sehne,  welche  die  Richtung  der  Beschleunigung 
im  Erümmungskreise  bestimmt,  so  wird 


1 

4)  Die  Deviation  ff  eines  Punktes  (d.  h.  die  Abweichung  des 
beweglichen  Punktes  von  der  Tangente  in  der  Richtung  der  Be- 
schleunigung nach  Verlauf  von  di)  ist  gegeben  durch 

3  =  1  9.d/3. 

5)  Bezüglich  der  Beschleunigungen  eines  unveränderlichen 
Systems,  welches  sich  parallel  zu  einer  Ebene  bewegt,  vergleiche 
Xr.  IIL,  S.  638. 

6)  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  für  die  allgemeinste 
Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  besteht  aus  vier  Com- 
ponenten. 

I.    Aus  einer  centripetalen,  normal  zur  Momentanaxe 

gleich  dem  Producte  aus  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindig- 
keit {yd)  um  die  Momentanaxe  in  den  Abstand  (r)  des  Punktes 
von  dieser. 

IL    Aus  der  Beschleunigung 

gleich  dem  Producte  aus  der  Winkelbeschleunigung  (a)  und  dem 
Abstand  (p)  des  Punktefs  von  deren  Axe.  Ihre  Richtung  ist  nor- 
mal zu  der  Ebene,  welche  der  Momentanaxe  und  der  Axe  der 
Winkelbeschleunigung  parallel  läuft. 

III.  Aus  der  Beschleunigung 

von 

senkrecht  zu  der  durch  die  Momentanaxe  und  die  Richtung  von 
u  gelegten  Ebene,  und 

IV.  Aus  der  Translationsbeschleunigung  des  Systems. 

7)  Die  relative  Beschleunigung  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
ein  bewegliches  System  besteht  aus  drei  Componenten  (Satz  von 
Coriolis). 

I.    Aus  der  absoluten  Beschleunigung  des  Punktes. 
II.    Aus  der  entgegengesetzt  genommenen  Beschleunigung  des 
mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes. 

III.    Aus    der    zusammengesetzten    Centrifugalbeschleunigung, 
welche  dem  Werthe  nach  gleicht  dem  doppelten  Producte  aus 

41* 


644  Mechanik. 

der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Momentanaxe  in 
die  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  eine  zur  Momen- 
tanaxe senkrechte  Ebene.  Diese  Componente  steht  senkrecht  auf 
einer  durch  diese  Axe  und  die  relative  Geschwindigkeit  gehenden 
Ebene;  der  Sinn  ihrer  Richtung  ist  entgegengesetzt  dem  Sinne 
der  augenblicklichen  Drehung  des  Systems;  sie  kann  daher  al< 
Axe  einer  Drehung  betrachtet  werden,  welche  die  Richtung  der 
relativen  Geschwindigkeit  auf  dem  kürzesten  Wege  in  die  Rich- 
tung der  augenblicklichen  Drehungsaxe  überfährt 

Coriolis  (Joum.  de  Tecole  polyt,  Tom.  XV,  Cah.  XXJV; 
nennt  die  zweite  Componente  „force  d'entrainement".  Specielle 
Fälle  dieses  Satzes  kannten  schon  Newton  (für  progressive)  und 
Clairaut  (für  drehende  Bewegung). 


§.  180. 

Dynamik. 

I.    Freie  Bewegung  eines  Punktes. 

A.     Geradlinige    Bewegung   eines    Punktes. 

1)   Sei  V  die  Gescliwindigkeit,  tp  die  Beschleunigung,  P  die 
Kraft,  m  die  Masse,  s  der  Weg,  so  gelten  die  Formeln: 

d  s  (l  V       d«  s 

'     dv  P  JHP«  ,,  , 

tl  t 

S  :=    I     Vds,      mv  —  771  V^J  =    j     Pdf 

8 


—  imv^  —  ivii)  =    r  Pds. 


»0 

2)  Der  freie  Fall  ohne  Rücksicht  auf  den  Widerstand  der 
Luft.  Sei  R  der  Erdhalbmcsser,  a  der  Abstand  des  Punktes  vom 
Erdmittelpunkte,  ,s  sein  Fallraum  nach  t  Secunden,  g  die  Be- 
schleunigung an  der  Erdoberfläche,  (p  diejenige  im  Abstände 
a  —  s  vom  Erdcentrum.    Sodann  wird 
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ds  dv  R^ 

dt='^    dt  =  'f'^   9>  =  (^^r^,^. 

Für  irgend  einen  Punkt  der  Erdoberfläche  ist 

ffij,  =  g^.^  (1  —  0,00259  cos  2  A)  (1  —  0,000000002  A), 

wobei  k  die  geographische  Breite,  und  h  die  in  cm  ausgedrückte 
Höhe  des  betrefl'enden  Ortes  über  dem  Meere  bezeichnet. 

^4.  =  9806  mm/sec^ 

^  a{a  —  ,s*) 
t  =  -jT  y  K~  )  V(a  —  s)  s  4-  cicircsin  j/—  • 


Daraus  für  den  gewöhnlichen  Fall: 


/2 


1         .  1  .,  1      y2  ' 

2  2  -^  2    g 

m 

Nimmt  man  im  letzteren    Falle    den  Widerstand  der  Luft 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  direct  proportional,  so  wird 

d  s  dv 


und  hieraus  folgt: 


t  =  7; —  log  -— ^— ,    a^  =  ^ 

(MXt  ^—axt 

*  =  «  e"'i  -f  e-»"'  =  aUjhypaxt 

\  (faxt      I      ß— «**  1 

•  ,s  =  —  log ^ =  —  log  cos  hyp  axt 

X  iU  X 

3)  Der  verticale  Wurf  ohne  Rücksicht  auf  den  Luftwider- 
stand. 

Sei  R  der  Erdradius  und  s  der  Abstand  des  steigenden  Punk- 
tes vom  Erdcentrum,  sowie  Vo  die  Anfangsgeschwindigkeit,  so  wird: 

<3P=:  —  5f— ,     vdv  =  —  q)ds, 

daraus 

i  _  J:^ 
s         R 


^  („»  _  vi)  =  0  li' 


s 


2i/-B  +  v«  — v? 
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Die  grösste  Steighöhe  ist 

^~2gB  —  vl  2gR-vf 

Der  Punkt  kann  nie  fallen,  wenn  2gB,  —  Vo  negativ  wird. 

,_ 2gJ?«(fo  -«) 

""  (2(/E«  —  vl)(2gB»  —  »?  +  «») 

und  die  ganze  Steigzeit  T 

Wird  die  Veränderlichkeit  der  Beschleunigung  der  Schwere 
nicht  berücksichtigt,  so  wird 

V  =  Vo  —  gt 


=  !iJii?e  =  .^_^  =  !i^ii:!, 


ferner 


"»'         2    -      2g 


T=—      H=  —  T  =  — 

g'  2  2^ 


Der  Punkt  kehrt  nach  der  doppelten  Steigzeit  in  seine  x\n- 
fangslage  zurück.  Die  Geschwindigkeit  im  wten  Theil  der  Steig- 
höhe ist 

t;  =  Va    1/  1 

^  n 

Wird  der  Widerstand  der  Luft  proportional  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  angenommen  und  die  Veränderung  der 
Schwere  nicht  berücksichtigt,  so  wird: 

g  n^  -f-  VqV  X '     a         '^ 

gt  ,    gt 

Vo  cos a  stn  ^^ 

da 

V  =  a 7 . 

gt    .         .    qt 
acos  - — \-  vq  stn  — 
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»2  [i;^      .    gt  gt\ 

=  —  log    —  Stn  ^  4-  COS  ^-} 

g  [a  a     '  a  ) 


g'  2x    ^        g 

4)    In  Bezug  auf  die  allgemeine  Behandlung  derartiger  Pro- 
bleme entnehmen  wir  dem  Werke:    Theorie  der  Bewegung  und 
der  Kräfte  von  Schell  folgende  Andeutungen: 
L     Es  sei  gegeben 

ds  dv  -,,. 

so  folgt: 

v^v,  =  J  f(t)dt 

s---So  =  Vo{t  -  to)+fdtJf(t)dt 

to  Co 

IL    Es  sei  gegeben 

ds  dv  -, . 

so  folgt: 


t 


a 

f[l  "s 

»0 

ds 


V  «0 


ds 


IIL   Es  sei  gegeben 

ds  dv  /i/  v 

Es  wird 


'-^=/^ 


) 


V 

vdv 


/vdt 


) 

»0 
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IV.     Es  sei  gegeben 
so  folgt: 


s  —  So  =    /  f(t)dt. 


V.  Es  sei  gegeben 

ds  d  V 

Man  hat 

T=/'(s)./(s). 

VI.  Es  sei  gegeben 

Man  hat  hier  die  Gleichung 

ZU  integriren. 

VII.  Es  sei  gegeben 

ds  dv  ^, 

Die  zu  integrirende  Gleichung  ist: 

.   (d^s      ds       \ 

VIIL    Es  sei  gegeben 

^^•"^  dv  ^,  ^       ^ 

Die  Differentialgleichung  lautet 

.  /d'^s     ds       \ 

IX.    Es  sei  gegeben 

<^S  '^^  -*/  .^  « 
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Diese  Aufgabe  erfordert  die  Integration  von 

'ds 


*(^,m)=0. 


X.     Es  sei  gegeben 

^5  ^v  ^,  ^         ^ 

dt  =  ''^    Tt  =  f^   *(<p,  »,  s,  0  =  0. 

Die  zu  integrirende  Gleichung  ist: 


^  /d^s     ds        \ 


B.    Krummlinige  Bewegung  eines  Punktes. 

1)  Die  krummlinige   Bewegung  eines   Punktes  ist  I.  durch 
die  Gleichungen 

dt^  ~  ^'     dt^  ~  ^'     rf<«  ""^ 

charakterisirt.    Zur  Bestimmung  der  sechs  Integrationsconstanten 
dienen  die  Werthe 

d  x,^      d  //o     d  Zo 
Xo.y,.^Oy    ^^^,    -j^,    -JJ^. 

oder  II.  durch  die  Gleichungen 

ds  dv  y2 

Tt  =  '^    di  =  '^'^   7  =  ''"- 

Die  ersteren  Gleichungen  rühren  von  Maclaurin  (Treatise 
of  Fluxions  1742)  her,  vor  ihm  waren  die  letzteren  gebräuchlich. 

2)  Der  horizontale  Wurf  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  Vq. 

d'^x 


_      d^y  d^z 


dt^ 

X  =  y  ^=  a  =  Vm  =  Vy  =  0^     Vjc  =  Vq  für  ^  =  0. 
Man  erhält 

und  die  Gleichung  der  Bahn: 

^  =  —  y, 

9    ^ 
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3)  Der  schiefe  Wurf  nach  aufwärts  mit  der  Anfangsgeschwio 
digkeit  vq. 


d^x       ^     d^y  d^z 


dp  ~    '     dt^  ^'    dt^ 

ä;  =  y  =  ;gr  T=  Vj  =  0,    Vx  =  ay    Vy  =  b  Tür  t  =  0. 
Man  erhält: 
X  =  aty  Vx  =  (i 

y  =  ht  —  -^gt\     Vy  =  b  —  gt,    v=Vv^  —  2gy 
und  als  Gleichung  der  Bahn 

V  =  —  X  —  -rr  -^  XK 

Die  Wurfhöhe  H  und  Wurfweite  W  ist 

^9  9 

Die  Länge  der  Bahn  während  der  Zeit  t  ist 

1 


^9 


b  Va»  +  6»  +  0/<  ^  ft)  Vo» +  («/«  — 6)« 


+  o'% 


Vo»  +  6»  —  6 
Die  Zeit,  in  welcher  eine  Bahnstelle  erreicht  wird,  ist 

^  =  f  =  I  ±  ~  V6»  -  2gy. 

^      g      g 

Soll  der  Punkt  Xi^  y^  in  der  Bahn  liegen,  d.  h.  getroffen 
werden,  so  ist,  wenn  a  den  erforderlichen  Wurfwinkel  bezeichnet; 

g^i   '  ' 

4)  Wird  der  Luftwiderstand  in  Betracht  gezogen,  und  zwar 
in  der  Weise,  dass  derselbe  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
direct  proportional  angenommen  wird,  so  lauten  die  Fundamen- 
talgleichungen : 

d^x  _  ^  g_  fdsy  dx 
dt^  ~       X«  \dt)   Iß' 

^__g_  fdsy  ^_n 

dt^  ~       X«  \dtj    dt       ^ 


d^z  _  ^  g_  /dsV 
de»  ~  ■"  X«  \dt) 
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and  die  Bedingungsgleichungen: 

X  =  y  =  g  =  0 

t;^  =  a  =  Vo  cos  a 
Vy  =z  b  =:  Vq  sin  « 
v,  =  0. 

Sei  j,=^,  ferner 
^        dx 


p =2>  Vi  + 1,2  +  %  0  4-  vr+7»). 

Sei   ferner  p^   der  Werth  von  j)  zur  Zeit  to  und  dem  ent- 
sprechend Po,  ferner 


c  =  Po  4- 


4^Ä  COS*«' 


so  wird 


Po 


p 

Po 


Ix*/* 


.—  Po 


t  =  ]/\jf[c-ir^dp. 


p 
Ist  Pü  sehr  klein,  so  wird 

,  x^         1  1   x«    H*    ,    1   x«) 

^  -^f     -r  ^gj^cos^a  [  2    ^  ~  2    gl 

5)  Die  Centralbewegung  eines  Punktes.    Die  Bewegung 
ist  eine  ebene. 

d^x X      d^y y^ 

dp  —  ^'^T'     d7»~~''7 

^  d&  ix  =  rcos^ 

r^  -^-T-  =  c,    wenn  \  .   ^ 

dt  [y  z=z  rstnd' 

Sei  1^  die  Fläche  des  Sectors,  welcher  von  dem  Fahrstrahle 
in  der  Zeit  t  beschrieben  wird,  so  ist 
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r 

c'^  d^        ^      Krümmungssehne  /^ 

=  i^  =  ^^^d];  =  ^^ i =  ^^7 

—  —  £l  A  /J_\  _     /d  »\  ^  _  d^jr 

■~         2  dr  Vi>V  ~^  Vd^;         d^»* 
Dabei  ist  p  das  vom   Coordinatenursprung  auf   die   Bahn 
tangente  gefällte  Perpendikel  und  q  der  Krümmungshalbmesser 
Die  Gleichung  der  Bahn  ist 

Ferner  die  Zeit  als  Function  von  r 

dr 


t-L  = 


Wir  haben  noch 


/V'-(7)' 


-  =  v'o-2  J   tpdr. 


r» 


Die  Centralbewegung  für  den  Fall,  dass  fp  = r,  habei 

wir  in  der  Astronomie  betrachtet,  §,  174. 

IL    Bewegung  auf  vorgeschriebener  Bahn.  j 

1)   Für  die  Bewegung    eines  Punktes   auf  vorgeschriebene^ 
Bahn  gelten  die  Gleichungen: 

d2  r 

1^  =  ^+^. 
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9  («,  y,  z)  —  0,    if  (x,  y,  z)  =  0. 
Sei 

Nx  =  Ncosa^    Ny  =  Ncosß^    N,  =  Ncosy^ 
10  wird 

JV^=  —  {Xcoaa  +  Ycosß  +  Zcosy]  ±  — , 

«robei  p  der  Krümmungsradius  ist. 

2)   Ist  ein  Punkt  (unter  der  Einwirkung  der  Schwere)  ge- 
zwungen, auf  der  Curve 

x  =  q>(z),    y  =  ^{z) 

zu  bleiben,  so  wird 

—^  =  Ncosa,    -^  =  Ncosß,    .^  =  —  g^Ncosy, 

Man  findet 

—  X«  -f-  v«  =  2gz  —  2gh 

yx2  -|-  2gh  —  2gz 

Dabei  ist  x  die  der  Höhe  h  entsprechende  Geschwindigkeit 
des  Punktes. 

3)  Sei  /(r)  irgend  eine  Function  der  Geschwindigkeit,  welche 
den  Widerstand  ausdrückt,  so  ist 

4)  Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Räche 

F{x,  y,z)  =  0 
zu  bleiben,  so  wird 

^^^  rr     I      -KT 
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1    dF  a       \   dF  l    dF 

"• = m' + (0 + m- 

Eliminirt  man  N  aus  den  ersten  drei  Gleichungen  und  Ter- 
bindet  die  so  entstandenen  Gleichungen  mit  F(x,  y,  ^er)  =  0,  s«j 
kann  man  :r,  y^  e  als  Functionen  von  t  bestimmen. 

5)  Ist  speciell 

Xdx  +  Ydy  -(-  Zdz  =  dq>{x^  j/,  z\ 

also 

v'^  =  2q>{x,y,z)+  C, 

so  kann  man  sich  oft  die  Lösung  des  Problems  erleichtern. 
Bildet  man  nämlich 

so  wird 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  N^  so  ent- 
steht eine  Gleichung  zwischen  x^y^  e^  die  t  nicht  enthält,  und 
die  in  Verbindung  mit  F{x^  y^  jgr)  =  0,  y  und  z  als  Functionen 
von  x  darstellt. 


§.  181. 

Relative  Bewegung. 

1)  Sei  xy  z  das  unbewegliche,  rr'y'^r'  das  bewegliche  Coordi- 
natensystem,  dessen  Anfangspunkt  die  Coordinaten  g,  iy,  %  besitzt. 
Sodann  haben  wir 
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2)  Für  die  absoluten  Geschwindigkeiten  ergiebt  sich 

dt  ~  dt   "^^  dt  ~^^   dt   "^^  dt 

I   dyf    ,  ,  dyf    ,  dz' 

dt~dt^       dt^^    dt^      dt 

d<    d*  ^    d<   '  ''  d*   '    dt 

+  **  "dT  +  *  dF  +  '^  W 

3)  Die  Beschleunigungen  ergeben  sich  aus 

dt*  ~  d«»    '        d<«  ^  ^   d<»  ~       dt« 

+  **    di»   +  '^  d««  ^^  '^  df» 

_,       fda:*    do_,   dj;'    db  ^^d^    dc\ 
"'")"dI""dT'T""dT"d7  +  'dF"  dt]' 

dt*  ~  dt*^       dP   ^^   dt*  ^       dt* 

+ "     dt*  ^^    dt*  ^'^   dt* 

Idaf    da'   ,    d^    dV_   .    d£    d£\ 
'^      [dt  '  dt   ^  dt  '  dt  '^  dt  '  dty 


d*z  _d*i  d*a"   ,     .  d*h"    ,     , 


d«c" 
dt* 

+  "     dt>   +*     d<»  ^'^    df» 


+M 


da/    d^       d£    db^       d^    d&^ 
dt  '  dt  "^  dt  '  dt  '^  dt  '  dt 


4)  Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  zweite  System  fortwährend 
mit  dem  festen  denselben  Anfangspunkt  behalte.  Sei  V  die  ab- 
solute, V  die  relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  -4,  sowie  u 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes  im  beweglichen  System,  in  wel- 
chem sich  A  zur  Zeit  t  befindet,  so  wird 


d56 


Sei 


Belative  Bewegung. 

Vx  =  Ux  -{-  vcos(v.x) 
^y  =  %  +  ^cofi{v,y) 
Vg  =  Ug  -j-  V  cos  (v,  z) 
v^  =  F2  +  n5  —  2  u  Vcos  (t/,  F). 

db    ,     ,db'         ,,dV* 


dt 


10, 


y 


de    ,     ,  de*         „ 


dt 


'''   —^dt^^    dt^^ 


dt 

dd' 
dt 

da" 
dt' 


so  folgt 


af  eos  (w,  x')  +  y'  cos  {ii,  y')  -\-  z'  cos  (m,  z*)  =  0 

Wx»  eos  (ti,  x")  -\-  Wy»  cos  {u,  y')  -f-  tVg^  cos  (w,  /)  =  0. 

Durch  Wx'^  Wy'^  Wz'  wird  eine  Gerade  w  dargestellt  mit  den 
Richtungscosinussen 


w 


Wy 

w 


Wgf 

w 


wobei 

und  es  wird 


w;2  =  wl*  +  Wy  +  Wg'^ 


ti  =z  rw  sin  (r,  w), 

r  ist  der  Radiusvector.  Nun  ist  r  sin  (r,  w)  der  Abstand  des  Punk- 
tes von  der  Momentanaxe.  Demnach  ist  w  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Momentanaxe,  und  Wxf^  Wy,  Wg'  ihre  Component^n 
um  die  beweglichen  Axen.    Vergl.  §.  179,  Nr.  III. 

5)  Sei  R  die  Beschleunigung  der  absoluten,  r  der  relativen 
Bewegung,  und  q  die  der  Geschwindigkeit  u  entsprechende  Be- 
schleunigung, so  wird: 

-T-  Vxf  =  rcos(r^x')  =  Rcos{R^x*)  —  qcos{q^x')  —  2 
^  ty  =  rcosix,^)  =  Rcos  (R,  i/)  —  qcos{q,  y")  —  2 

—  Vgf=r  cos  (r,  z')  =  R  cos  {R,  z')  —  q  cos  (p,  /)  —  2 

Setzt  man  die  letzten  Determinanten  der  Reihe  nach  gleich 
p cos (jp, a/),    pcos{p,yf),    pcos(j?,/), 


Wy 

«V 

Wg* 

rf 

Wg' 

«'.•' 

Wx* 

«V  i 

Wx» 

tv 

Wy 

tyl 

Relative  Beweg^ngr.  657 

80  wird 

jp  =  2vwsin{v,w) 
und 

tiV  cos  (p,  af)  -j-  Wy>  cos  (p,  y)  *f-  Wf  cos  (p,  ^r')  =  0. 

Daher  steht  p  senkrecht  auf  der  Momentanaxe  und  der  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit  v,. 
Man  hat  noch 

1    d 

"2  dl  ^^^^  ^  Rvcos{vyR)  —  (fvcos(y^Q). 

6)  Relative  Bewegung  in  der  Nähe  der  Erdoher- 
fläche.  Sei  w  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdbewegung,  und 
<p  die  geographische  Breite  eines  Erdortes  0,  der  zugleich  als 
Coordinatenanfang  angenommen  wird.  Die  Z-Axe  sei  die  Verti- 
cale  in  diesem  Punkte  vom  Erdcentrum  aus  positiv  gezählt,  die 
X-Axe  die  durch  0  gehende  Tangente  an  den  Meridian,  die 
T-Axe  senkrecht  auf  die  Ebene  XZ,  so  gelten  die  (genäherten) 
Gleichungen : 

d^x    .    ^       .       dy        ^ 

d^y       ^  dz       ^       .       dx        ^. 

dt^  ^  dt  ^  dt 

y  ist  die  Beschleunigung  der  Schwere. 

7)  Fällt  ein  Punkt  aus  der  Höhe  A,  so  wird: 

X  =  0 

gt^ 

1/  rrr  —  W  COS  (p  ~- 

i9 


z 


=  A-^.9''. 


Es  existirt  also  eine  Abweichung  nach  Orten,  die  dem  Cubus 
der  Fallzeit  direct  proportional  ist. 
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§.  182. 

Rotation  und  Translation. 

1)  Sei  ds  ein  Wegelement,  so  wird 

ds 

die  Translationsgeschwindigkeit  genannt.  Sei  dd"  ein  Bogen- 

element  in  der  Einheit  der  Entfernung  von   der  Rotationsaxe, 

so  stellt 

dd^ 

""  =  11 

die  Winkel-  oder  Rotationsgeschwindigkeit  dar.  Das  Sym- 
bol derselben  ist  ihre  Grösse  als  Länge  auf  der  Axe  aufgetragen 
zugleich  mit  der  Bezeichnung  der  Richtung. 

Setzt  man  mehrere  derartige  Symbole  nach  der  Analogie 
der  Kräfte  zusammen,  so  ist  die  Resultirende  das  Symbol  der 
resultirenden  Winkelgeschwindigkeit. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  in  der  Entfernung  r  von  der 
Rotationsaxe  ist 

di& 
dt 

2)  Wir  wählen  als  Bezeichnung  für  die  Winkelgeschwindig- 
keit das  Symbol  («;,  a),  wobei  w  ihre  Intensität,  a  ihre  Axe  be- 
zeichnen soll. 

Seien  (to^a)  und  (w'^a')  zwei  Winkelgeschwindigkeiten,  so 
wollen  wir  ferner  unter  a  —  a'  den  Abstand  dieser  beiden  Axen 
verstehen,  vorausgesetzt,  dass  sie  parallel  sind. 

Sodann  gelten  folgende  Sätze: 

3)  (t<^.«)  +  V  =r  (fr,Ä), 
wobei  a  II  6  und 

a  —  o  =  — 
w 

Die  erste  Gleichung  soll  gelesen  werden:  Die  Verbindung? 
(-|-)  einer  Rotationsgeschwindigkeit  (w,  ä)  mit  einer  Translations- 
geschwindigkeit V  ist  ä(iuivalent  einer  Rotationsgeschwindigkeit 
von  derselben  Intensität  und  Richtung  um  eine  Axe  b. 
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4)  (w,a)  +  (±  w'b)  =  {w±  w'c) 
wenn  a\\b.    Und  es  wird 

a||ft|k 
und 

a  —  c  :  b  —  c  =  u>'  :  w. 

5)  Gehen  die  beiden  Axen  durch  denselben  Punkt,  so  wird 

Ox7,a)  +  (u;',6)  =  (a,c), 

wobei  

Ä  =Vii;»  -|-  u;'«  -|-  2ww'cos{a^b) 

m 

sin  (a  c) sm  (b  c)  sin  (a  6) 

m;'  w  &l 

(Satz  vom  Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten.) 

6)  Aus  der  Zusammensetzung  der  Drehungen  folgt  unmittel- 
bar die  Existenz  der  Winkelgeschwindigkeitspaare 

{w,  o)  4-  (—  w,  6), 
für  welche 

(a  —  6)  .  «? 

das  Moment  darstellt.  Ein  solches  Rotationspaar  ist  äquivalent 
einer  Translationsgeschwindigkeit  in  der  Axenrichtung  mit  einer 
Geschwindigkeit,  die  gleich  ist  dem  Moment  des  Paares. 

7)  Die  Verbindung  einer  Rotation  {w^a)  mit  einer  Trans- 
lation V  parallel  zu  a  ist  äquivalent  einer  Schraubenbewegung. 
Bezieht  man  diese  auf  eine  Entfernung  r  von  der  Axe  a,  so  wird, 
wenn  Vr  die  Geschwindigkeit  der  Schraubenbewegung  darstellt, 

t?^  =  t;2  4-  r^iv^ 

und  ihre  Neigung  i>  gegen  die  Axe 

tqnif  =  r«  — 

8)  Für  die  Zusammensetzung  beliebiger  Drehungen  um  be- 
liebige Axen  gilt  dasselbe,  was  über  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  im  §.  185  gesagt  ist. 

Es  ergiebt  sich,  dass  sämmtliche  Winkelgeschwindigkeiten 
äquivalent  sind,  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten  einer  Win- 
kelgeschwindigkeit und  einem  Rotationspaar  (einer  Translations- 
geschwindigkeit) oder  zwei  Winkelgeschwindigkeiten,  deren  Axen 
im  Allgemeinen  nicht  in  dieselbe  Ebene  fallen. 

Vergl.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Da* 
selbst  auch  die  Literatur. 

42* 
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§/l83. 

Theorie  der  Kräfte. 

1)  Die  Kraft  ist  die  Ursache  der  Beschleunigung.  Die  Be- 
schleunigung ist  die  Ursache  der  Geschwindigkeitsänderung. 

2)  Die  Bewegungen  werden  aus  drei  willkürlichen  Hypo- 
thesen abgeleitet.    Diese  von  Newton  eingeführten  Hypothesen 

sind: 

L    Das  Trägheitsgesetz:    Corpus  omne  perseverare  in 

statu  suo  quiescendi  vel  movendi  uniformiter  in  di- 
rectum, nisi  quatenus  a  viribus  impressis  cogitur  statum 
suum  mutare. 

n.  Das  Kraftgesetz  [das  Gesetz  des  Parallelogramms]: 
Mutationem  motus  proportionalem  esse  vi  motrici  im- 
pressae  et  fieri  secundum  lineam  rectam  qua  vis  illa 
imprimitur. 
HI.  Das  Gesetz  der  Action  und  Reaction:  Actioni 
contrariam  semper  et  aequalem  esse  reactionem. 

3)  Das  Product  aus  der  Masse  m  in  die  Geschwindigkeit  r 
heisst  die  Bewegungsgrösse.  Das  Product  aus  der  Masse  und 
der^  Beschleunigung  q>  wird  die  bewegende  Kraft,  die  Krail 
welche  dieselbe  Beschleunigung  tp  der  Masseneinheit  ertheilt,  also 
1  .  9>  =  g),  wird  im  Gegensatze  hierzu  die  beschleunigende 
Kraft  genannt 

4)  Sei  Fn  die  Normal-  und  Ft  die  Tangentialbeschleunigung 
sowie  F  die  Totalbeschleunigung,  so  wird 

Ft  ^=  mq>t  =  m  Yf 

■ 

Fn  =  m  Wn  ^=  in  — 


o» 


F  ^VW+Ti^mYi^fT^ 


und  es  wird  das  Integral 

t 


I  Ftdt  ^=  mv  — 


der  Kraftantrieb  während  der  Zeit  (  —  Iq  genannt  und  das 
Integral 


8 

f 


Theorie  der  Kräfte.  661 


Ftdt  =  -^  mv^  —  -^  WVo 


»0 

die  Arbeit  der  Kraft  längs  des  Weges  s  —  Sq. 

5)  Das  Produet  aus  der  Masse  m  und  dem  Abstände  p  eines 
Punktes  von  einer  Ebene  E  wird  das  Moment  dieses  Punktes 
im  Bezug  auf  die  Ebene  E  genannt.  Sodann  gilt  der  Satz:  In 
jedem  System  giebt  es  emen  einzigen  bestimmten  Punkt,  fiir  wel- 
chen die  Summe  der  Momente  des  Systems  in  Bezug  auf  jede 
durch  ihn  hindurchgehende  Ebene  verschwindet  und  für  jede 
andere  nicht  durch  ihn  hindurchgehende  gleich  ist  dem  Momente 
desselben,  gebildet  aus  der  Gesammtmasse  des  Systems. 

Dieser  Punkt  heisst  der  Mittelpunkt  der  Massen. . 

6)  Der  Inbegriff  aller  an  einem  System  angreifenden  Kräfte 
wird  ein  Kräftesystem  genannt.  Kräftesysteme  sind  äqui- 
valent, wenn  sie  gleiche  Wirkungen  hervorbringen.  Ist  das 
Kräftesystem  äquivalent  einer  einzigen  Kraft,  so  wird  dieselbe 
die  Resultante  genannt. 

7)  Kräfte,  die  an  einem  einzigen  Punkte  angreifen,  besitzen 
immer  eine  Resultante,  ist  sie  Null,  so  sind  sie  im  Gleichgewicht. 

8)  Die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  sowie  ihre  Zerlegung 
geschieht  nach  dem  Princip  des  Kräfteparallelogramms.  Wirken 
auf  einen  Punkt  die  Kräfte  Pi  und  Pq,  die  einen  Winkel  q)  mit 
einander  einschliessen,  und  ist  R  die  Resultirende,  so  wird 

B  =  VPl-i-  Pi  -\-  2P,  P,cos(p 
R  Pi  P, 


sin  (Pi  Pa)  ""  sin  (R  P^)       sin  (R  P^) 

9)  Fällt  man  von  irgend  einem  Punkte  der  Ebene  auf  die 
Richtungen  dieser  drei  Kräfte  Senkrechten  j),  p^,  j?,,  so  wird 

Rp  =  PxPi  -\-P^p^. 
10)  Allgemein  ist 

R  =  y^  Pi  +  2^  P.Pxcos  (P;Px) 

Rp  =  ^P.p.. 

11)  Umgekehrt  kann  auch  jede  Kraft  wieder  zerlegt  wer- 
den. Seien  n^  ß^y  die  Winkel,  die  die  Kraft  mit  den  recht- 
winkligen Goordinatenaxen  einschliesst,  und  X,  F,  Z  ihre  Com- 
ponenten,  so  wird 
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R  =  Vx«  +  r^  +  Z2 

1  cosa cosß eosy 

12)  Wirken  mehrere  Kräfte  auf  einen  Punkt,  so  gelten  die 
obigen  Formeln,  nur  ist  dann 

X  =  ^Pcosa,     Y  =  ^Pcosß,    Z=^Pcosy 

zu  setzen.    Im  Falle  des  Gleichgewichtes  wird 

X  =  0,     Y  =  0,    Z=0. 

13)  Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  einer  Curve  zu  bleiben, 
so  tritt  zu  den  Kräften  noch  der  Widerstand  der  Curve  hinzu. 
Seien 

die  Gleichungen  der  Curven,  so  liefern  diese. im  Vereine  mit  der 
Determinante 


X 

8/i 


r 

dy 


Z 

dz 


dx 

8/2  Ö/2  S/a 


=  0 


dx     dy     dz 

jene  Punkte  der  Curve,  an  welchen  sich  die  Kräfte  Gleichgewicht 
halten  können.    Die  Gleichgewichtsbedingung  wird 

Xdx-{-  Ydy  -{-  Zdz  =  0. 
14)  Ist  der  Punkt  gezwungen,  auf  der  Fläche 

/(^,y,^)  =  0 

zu  bleiben,  so  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

X  +  Ncosk  =  0,     r  +  Ncosii  =  0,    Z  4-  Ncosv  =  0, 

dabei  ist  N  der  Widerstand  der  Fläche  und 

cos  A cos  ^ cosv 1 


0/         0/ 


dx  dy  de 

es  muss  also  im  Falle  des  Gleichgewichtes 

Ä  —  X  — A 

'  8/' 


v{U)' + m + m 


IL 

dx 


df 

8» 


dg 
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15)   Bei  einer  Reibung  treten  noch  zu  den  einzelnen  Gom- 
ponenten  die  Grössen 

±.ifp,    +sNp,    +sN^ 
ds      ~"        ds      —        ds 

hinzu,     s  ist  der  Reibungscoefficient 

Der  Reibungscoefficient  ist  die  Tangente  des  sogenannten 
Ruhewinkels. 


§.  184. 

Die  Eräftepaare. 

1)  Sind  zwei  Kräfte  gleich  und  parallel,  aber  dem  Sinne 
nach  entgegengesetzt,  so  lassen  sie  sich  durch  eine  einzige  Kraft 
nicht  ersetzen.  Sie  bilden  ein  Kräftepaar.  Sei  P  die  Inten- 
sität der  Kraft,  sowie  p  der  Abstand  der  beiden  parallelen  Rich- 
tungen, so  wird  Pp  das  Moment  des  Paares  genannt 

Ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  des  Paares  nach  der  Seite 
des  Raumes  gerichtet,  von  welcher  aus  der  Sinn  der  Drehung 
mit  dem  Uhrzeigersinne  übereinstimmt,  heisst  die  Axe  des  Paares 
und  eine  Strecke  auf  ihr  gleich  dem  Zahlenwerth  des  Momentes 
das  Axenmoment. 

2)  Kräftepaare  sind  äquivalent,  wenn  sie  gleiche  Axen- 
momente  besitzen. 

3)  Das  resultirendc  Kräftepaar  von  mehreren  gegebenen  hat 
ein  Axenmoment,  welches  als  Kraft  betrachtet  die  Resultirende 
der  gegebenen  Axenmomente  bildet. 


§.  185. 

Die  Kräftesysteme. 

1)  Jedes  Kräftesystem,  welches  an  einem  unveränderlichen 
Punktsysteme  angreift,  lässt  sich  auf  unendlich  viele  Arten  auf 
eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar  reduciren.  Die  Resultante  bleibt 
in  allen  Fällen  der  Intensität,  der  Richtung  und  dem  Sinne  nach 
dieselbe,  nur  das  zugehörige  Paar  kann  variiren.  Die  Gesammt- 
heit  aller  möglichen  Lagen  der  Resultirenden  bestimmt  ein  paral^ 
leles  Strahlenbüschel. 
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Derjenige  Strahl  dieses  Büschels,  für  den  das  Axenmoment 
des  zagehörigen  Strahles  gleichfalls  die  Richtung  des  Büschels 
annimmt,  wird  die  Centralaxe  des  Kräftesjstems  genannt. 

2)  Sei  Mo  das  Axenmoment  für  die  Centralaxe,  Jlf  jene  eines 
Strahles  in  der  Entfernung  r  von  der  Centralaxe,  und  R  die 
Resultante,  sowie  ^  die  Neigung  des  Axenmomentes  gegen  die 
Centralaxe,  so  wird 

M^  =  MS  +  r3B« 

3)  Ein  Kräftesystem  ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  wind- 
schiefen Kräften  äquivalent.  Für  alle  solche  Paare  von  Kräften 
ist  das  Volumen  der  Pyramide,  welche  sie  zu  Gegenkanten  hat, 
constant. 

4)  Das  Kräfbesystem  liefert  eine  Resultante,  wenn  das  Axen- 
moment senkrecht  auf  der  Resultante  steht,  und  ist  äquivalent 
einem  Kräftepaar,  wenn  die  Resultante  =  0  ist. 

5)  Seien  x^  y,  2  die  Coordinaten,  X,  F,  Z  die  Componenten 
der  Kräfte  nach  den  Coordinatenaxen,  sowie  R  die  Resultirendo. 
so  wird  

R^-  ]/(£  X)2  +  (£  Yy  -f  (jszy 

cos  (R  X)  _  cos  (R  Y)  _  cosjRZ)  _  1 

2:x    ~     2:y    '^     zz    ~  R' 

Seien  ferner  L,  M^  N  die  Axeumomente,  so  wird: 

L  =  2:(y  Z-  ^Y) 
M=  2:{zX  —  X  Z) 
N  =  Z(xY  -yX) 
und  das  Moment  des  resultirenden  Paares 

U  =  VL^-j-M^-\-N^, 
dessen  Axe  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 

cos  k  cos  yL cosv 1 

bildet.    Der  Winkel  ^  zwischen  H  und  R  ist 

cos  itf  =  cos  (R  X)cosl  -{-  cos  (JB  Y)cosii  -f*  cos  (RZ)  oos  v 
oder 

,     lex  +  M2:y-\-ni:z 

cosi>= ^^ 
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Um  die  Gleichung  der  Centralaxe  zu  bestimmen,  bilde  man 

NZY  -  MEZ 


1  = 


g 


LEZ—NSX 
MZX—LSY 


30  wird  die  Gleichung  der  Gentralaxe 

X  —  ^  _  y  —  1?  _  g  —  g 
EX  ~    SY    ~    EZ  ' 

Existirt  kein  Eräftepaar,  so  ist 

LEX-{-MEY-^NEZ^(i. 

6)  Für  das  Gleichgewicht  eines  Systems  ist  erforderlich,  dass: 

ZX  =  0,    EY—0,    EZz=o 
E(yZ  —  zY)  =  0,    E(2X  —  xZ)  =  0,    E(xY—yX)=zO. 

7)  Für  ein  System  der  parallelen  Kräfte  existirt  immer 
ein  Kräftemittelpunkt,  wenn  die  Resultirende  nicht  =  0  ist.  Seine 
Coordinaten  sind: 

^-^p^   ,/-^Py   ^-^^' 

8)  Hat  das  System  einen  festen  Punkt,  so  leitet  derselbe 
sinen  Widerstand  U,  dessen  Componenten  X^  Y^  Z  sind.  Die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  lauten  sodann: 

^{yZ  —  zT)  =  0,    S{zX  —xZ)  =  0,    £(xY-yX)  =  0 

9)  Seien  zwei  Punkte  (=  einer  Axe)  vorhanden  in  der  Ent- 
fernung h  von  einander,  und  wählt  man  die  durch  sie  gehende 
Gerade  zur  Z-Axe,  und  sind  Xi  FiZi,  Xj  FgZj  die  Componen- 
ten ihrer  Widerstände,  so  wird 

Xi+  X^ +  -2:X  =  0,    £(y  Z^  zY)-  Y^h  =  0 

Fl  +  Fj  +  2;  r  =  0,  2;(^  X  -  rc  z)  +  X,  A  =  0 

Zi+Za+2:Z=0,    2J(xY  -yX)  =  0. 

10)  Berührt  das  System  die  Ebene  in  den  Punkten  x^yx  mit 
äen  Normal  widerständen  Nx^  so  wird,  wenn  diese  Ebene  die 
XF- Ebene  sein  soll,  im  Falle  des  Gleichgewichtes: 
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£X  =  0,   £¥=0,   £Z-^i;n=o 

£(yZ—  gY)-\-2:yN=0 

S{zX  —  xZ)  —  £xN=0 

£(x7—  yX)  =  0. 

11)  Das  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  an  einem 
unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  ist  in-  Bezug  auf  eine  Axe 
von  der  Richtung  (9,  %,  f)  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem 

wobei 

S  =  fcos^  9  -^  ff  cos^  Z  +  *  ^ös2  ^ 

—  2{Fcosxcosilf  -f"  Gcosrlfcosfp  -f-  Hcostpcosil, 


wonn 


/=2:(y  r+  zZ)  F=:£yZ=2:zY 
g  =  S{z  Z-\-  xX)  G  =  E  zX  =  2:x  Z 
h  =  Z{xY-[-yY)     H  =  SxY  =  2:yX. 


§.  186. 
Das  Prinoip  von  Gauss. 

Seien  m,  m'  .  .  .  Massen,  die  sich  in  irgend  welchen  Be- 
ziehungen befinden.  Frei  würden  sie  in  einem  Zeitelement  die 
Wege  a  &,  a'  6'  zurücklegen.  Die  Verbindungen  zwingen  sie  aber 
zu  den  Wegen  ac^  a'  (f^  ,  .  .  Sodann  ist  bei  der  wirklichen  Be- 
wegung die  Abweichungssumme 

2m(bc)\ 
ein  Minimum.    Liefert  eine  jede  Bewegung  grössere  Abweichnngs- 
summen  als  die  Ruhe,  so  besteht  Gleichgewicht 
Gauss,  Grelle  Journ.  IV,  S.  233  (1829). 

§.  187. 

Astatisohe  Körper. 

1)  Ein  Körper  wird  astatisch  genannt,  wenn  er  so  be- 
festigt ist,  dass  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  bei  jeder  seiner 
möglichen  Stellungen  im  Gleichgewicht  bleiben.  Wir  nehmen  an, 
dass  die  vorhandenen  Kräfte  bei  jeder  Körperlage  unverändert 
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n  der  Intensität  und  Richtung  an  ihren  Angriffspunkten  haften 
»llen. 

2)  Sodann  ist  die  Bedingung  für  das  astatische  Gleichgewicht 
der  Yorhandenen  Kräfte 

2]xX=0  2:yX  =  0  2JzX=0 
2:xY=0  2:yY=0  2:js;Y=0 
2x1=0    ZyZ=0    i:zZ=0. 

3)  Sind  die  Bedingungsgleichungen: 

L'xX  _  ZxY _  ZxZ 

zx  ~  i:y  ~  uz 

^Ä  —  ^jlJ  —  ^y^ 

£x  ~  ir  ""  zz 

EzX  _i:zY       SzZ 
£X  ~  £Y  ^    UZ 

erfüllt,  so  kann  das  astatische  Gleichgewicht  durch  Hinzufiigung 
einer  Kraft  U,  deren  Componenten 

£X,    UY,    UZ 

sind,  mit  dem  Angriffspunkte,  dessen  Coordinaten  |,  ij,  %  so  be- 
schaffen sind,  dass 

« —  zx'  ^~"  2;r'  ^~"  2;z ' 

Dieser  Punkt  heisst  der  astatische  Mittelpunkt  des 
Systems.  Diese  sechs  Gleichungen  sind  für  parallele  Kräfte 
immer  erfüllt  Der  statische  Mittelpunkt  fallt  mit  dem  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  zusammen. 

4)  Verschwindet  die  Resultante  nicht  und  sind  die  beiden 
Gleichungen : 

{2;  Y.UizZ)  —  ZZE^z  Y)\  [ZZ.Uix  X)  -  ZX.2:(xZ)] 

{SX.EyY^  UY.ZyX] 

r=  {Z!Y.2(yZ)  -  2!Z.£(yY)]{2:Z.2:(zX)  —  £X.i:(zZ)\ 

{UX.EixY)  ^  £Y.Z(xX)} 
oder  in  selbstverständlicher  Abkürzung  geschrieben 

A-i  A'2  ^3  =  Jji  £j>i  £ß^^ 

ferner: 
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B,li,{£(xX).£(yY)  -i:(xY).£(yX)\ 

+  Ä,A,  {£(y  Y).£(zZ)-£(yZ).  £(ji  ¥)] 

+  Ai.Bi[£(xX).£(eZ)  —  £  (xZ)  .  £(eX)}  =0 

erfüllt,  so  kann  das  astatische  Gleichgewicht  durch  eine  Km 
deren  Gomponenten 

£X,    £Y,    £Z 

sind  und  durch  ein  Kräftepaar  mit  den  Gomponenten 

£{xX)  —  l£X     £(yY)  —  ri£Y    £(eZ)  —  t£Z 

wobei  S',  S  willkürlich,  und 

_  A,  .        £{x  X)£(y  Y)  -  £(x  Y)£(y  X) 

''-b;^ B, 

^       5,  .    ,   £(xX)£(eZ)  -  £(xZ)£(eX) 

^  =  tJ-^ —Ä 

Diese  letzte  Gerade  heisst  die  astatische  Mittellinie. 

5)  Wirken  auf  einen  Körper  Kräfte,  deren  Resultante  nid 
verschwindet,  so  kann  jederzeit  mit  Hülfe  einer  Kraft  und  zwei( 
Kräftepaare  der  astatische  Zustand  hergestellt  werden. 

Der  Angriffspunkt  dieser  Kraft  kann  beliebig  in  der  astat 
sehen  Mittelebene  des  Systems  gewählt  werden.  Die  Arm 
der  beiden  Kräftepaare  liegen  parallel  zu  dieser  Ebene. 

Um  die  Gleichung  dieser  Ebene  zu  erhalten,  berechnen  w 
die  Grössen  A,  fi,  i/,  ö  aus  den  Gleichungen: 

k.Ux  Y  +  fi.Zy  Y-^v.£z  Y=6.i:  T 
k.Sx  Z  -{-  (i.Hy  Z  -^v.Zz  Z  =  0,2:  Z 

und  erhalten 

A  L      fi   M      V   __  jY 

Sind  sodann  $,  i^,  i  die  Goordinaten  des  Angriffspunktes  dei 
einzelnen  Kraft,  so  ist  die  Gleichung  der  Mittelebene: 

6)  Enthält  der  Körper  einen  Punkt,  um  den  er  gedreht  wer- 
den kann,  so  muss  dieser  Punkt  mit  dem  astatischen  Mittelpunkt 
zusammenfallen,  wenn  der  Körper  astatisch  gemacht  werden  soll 
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7)  Besitzt  der  Körper  eine  feste  Axe,  die  wir  als  z-kxe  be- 
ichten, so  müssen  im  Falle  des  astatischen  Gleichgewichtes  die 
eichungen: 

£X  =  o,  2;r  =  o,  zz  =  o 

2:(xZ)  =  0,    i:{yZ)  =  0,    i:(0Z)  =  O,    £{jsY)  =  0 

ZXa?X)  +  2:(yr)  =  0,    £(xY)-£(yX)  =  0 

füllt  werden. 

Weitere  Untersuchungen  findet  man  in:  Duhamel,  Lehr- 
ich  der  analytischen  Mechanik,  Bd.  L,  S.  63  bis  76. 

§.  188. 

Der  Schwerpunkt. 

1)  Sei  m  die  Masse  eines  Systempunktes  ^,  y,  ^,  so  sind 
e  Coordinaten  des  Schwerpunktes  gegeben  durch: 

w 2Jmx         £my      ,  Emz 

2)  Seien  q  die  Entfernungen  der  Systempunkte  von  dem 
chwerpunkte,  ö  die  Entfernungen  der  Systempunkte  von  irgend 
nem  anderen  beliebigen  Raumpunkte,  so  wird  immer 

h.  diese  Summe  von  Producten  erreicht  für  den  Schwerpunkt 
n  Minimum. 

3)  A.  Der  Inhalt  der  Rotationsfläche,  welche  ein  ebener 
urvenbogen  bei  einer  Umdrehung  um  eine  in  seiner  Ebene 
egende  Axe  beschreibt,  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Länge 
es  erzeugenden  Bogens  in  die  von  seinem  Schwerpunkte  durch- 
lufene  Peripherie. 

B.  Der  Inhalt  des  Rotationskörpers,  den  eine  ebene  Fläche 
ei  ihrer  Umdrehung  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Axe  be- 
jhreibt,  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  erzeugenden  Fläche  in 
ie  von  ihrem  Schwerpunkte  durchlaufene  Peripherie. 

(Sätze  von  Pappus.) 

4)  Für  eine  Curve  im  Räume  wird,  wenn 

X  =  r  sin  q>  cos  ^ 
y  -=  rsln  q>sind' 
z  =1  rcosf 
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gesetzt  wird, 

^  =  /  Bds 

wobei  B  die  variable  Dichte  bezeichnet 
5)  Für  krumme  Flächen  wird 

=   f  C  rBdtpd 
und  damit 

i^=  j    i  Axdxdy,    rjii  =  J  J  Ay  dx  dy, 

f^=    /    /   Azdxdy, 

Ist  die  Fläche  durch  Rotation  von 

r  =f(x)  von  a:  =  rro  bis  ic  =  iCi 
um  die  x-Axe  entstanden,  so  wird,  b  =  l  gesetzt: 


"-'Jy-V^+iW 


.j=«/x,.«y,+0 


„  =  ,8  =  |/,...V.+(^»)'. 


«0 

G)   Sei 

dr  rrr  dx  dy  dz, 

so  gelten  die  allgemeinen  Rauraformeln 


V-ri^  J  J  J  sydx,    (i^  =  J  J  Jszdt. 
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7)  Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kreisbogens  liegt  auf 
lem  auf  der  Sehne  senkrecht  stehenden  Halbmesser  und  ist  vom 
littelpunkte  um  die  Strecke 

a  sin  a 

w  =  r  —  =  r 

'  s  a 

ntfemt,  dabei  ist  v  der  Halbmesser,  a  die  Länge  der  Sehne, 
die  Länge  des  Bogens  und  a  der  halbe  Gentriwinkel. 

8)  Der  Schwerpunkt  eines  Kreissectors  mit  dem  Centri- 
rinkel  2  a  und  dem  Radius  r  steht  vom  Mittelpunkte  um  die 
Urecke 

2       a         2      sina 

^       I     7  ~  "3      ^IT 
ib. 

9)  Der  Schwerpunkt  eines   Kreissegmentes  wird  durch  die 

uänge 


V  =  ^r 


sin^a 


3      a  —  stn  a  cos  a 

rom  Mittelpunkte  aus  bestimmt. 

10)  Sei  ri  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Kugel- 
nittelpunkte,  so  wird  für  eine  Kugelzone  mit  den  begrenzenden 
Entfernungen  hh'  vom  Mittelpunkte 


rür  das  Kugelsegment  folgt  hieraus 

^  =  ^  (^  +  ^)' 
^        4   2r  -\-  h 


§.  189. 

Das  Prinoip  der  virtuellen  Versohiebungen. 

1)  Wirken  an  den  Punkten  A,B,C...  die  Kräfte  P, P\ P" . . . 
und  ertheilen  wir  den  Punkten  irgend  welche  unendlich  kleine, 
mit  der  Natur  der  Verbindungen  verträgliche  (virtuelle)  Ver- 
schiebungen r,  t;',  v"...,  und  bilden  von  denselben  die  Projec- 
tionen  p,  p\  p"  .,,  auf  die  Richtungen  der  Kräfte,  positiv  in  der 
Richtung  der  Kraft  gerechnet,  so  ist  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichtes 

Pjf)  +  P' j>'  -f  P"i/'  H 5  0, 
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oder  kürzer  geschrieben 

ZPp  =  2:Pvcos(P,v)  ^  0. 

2)  Denkt  man  sich  die  Kräfte  nach  den  Goordinatenaie 
zerlegt  und  bezeichnet  die  Componenten  der  virtuellen  Verschie 
bungen  mit  dx,  Sy,  iz^  so  wird 

EPp  =  i:{X8x-\-  T8y  -\-Z8e]  =  0. 

Bestehen  ausserdem  zwischen  den  Coordinaten  der  Angriffs 
punkte  die  Gleichungen 

Fl  =  0,    F2  =  0,    F3  =  0  .  .  ., 

so  sind  mit  der  obigen  Gleichung  noch  die  folgenden: 


dxi  '    dy^      ^     ^     dzi  ^    dx^ 

zu  verbinden. 

Maupertuis  hat  bemerkt,  dass  die  Gleichung 

Pp  +  P'p'-\-  P"%r  H 

als  nichts  anderes  als  das  Element  der  Arbeit  angesehen  werden 
kann.  Sodann  sagt  das  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen, 
dass  die  Variation  der  Arbeit  gleich  Null  ist,  d.  h.  dass  die 
Arbeit  entweder  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  {y,Loi  de  repos^, 
1740  der  Pariser  Akademie  mitgetheilt}. 

Das  Princip  hat  zuerst  Job.  Bernoulli   (1717)  in   einem 
Briefe  an  Varignon  allgemein  ausgesprochen. 


§.  190. 

Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft. 

1)   Bewegt  sich  ein  Massen theilchen  m  auf  der  Curve 

so  wird 

/dx  d'^x   .  dy  d^y   .   dz  d^z\       ^     . ,.  ,      .    ,r  ,     ,   ^  j  i 

weil  der  Einfluss  der  Bahn  ganz  wegfällt 
Ist  ferner 

dx  öy  öz 
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;o  folgt  hieraus  durch  Integration 

-p'-©):i=-/(if'''+i?^»+i?^') 

oder 

Es  hängt  also  der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  nur  von 
der  Anfangs-  und  Endlage  des  Massentheilchens  m  ab,  der  Weg, 
auf  welchem  m  aus  der  einen  Lage  in  die  andere  gelangt,  kann 
ein  beliebiger  sein. 

2)  Ist  speciell  für  die  Schwere 

so  folgt: 

wobei  die  g-kxe  in  der  Richtung  der  Schwere  angenommen  wird. 

3)  Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  gilt 
nicht:  • 

I.    Wenn  die  Kräfte  nicht  reine  Functionen  der  Coordinaten, 
sondern  auch  der  Zeit  sind. 

IL    Bei  den  Widerstandskräften.    Sei 

F»  =  t|2  -f  v^  -\-  w^ 

dx         dy  d^er 

^^  ~  dt'    ^  ~  Tt'    ^''~7F' 

so  wird  der  Widerstand 
sein  und 

F(V).rdt, 

es  findet  demnach  eine  dauernde  Verringerung  der  lebendigen 
Kraft  statt. 

Dasselbe  gilt' von  der  Reibung. 

IIL  Enthält  die  Bedingungsgleichung  die  Zeit  expli- 
cite,  so  gilt  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  ebenfalls  nicht. 

Sei 

f(x,  y,  z,t)==0 

Laska,  roathem.  FormelnBammlung.  43 
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die  Bedingungsgleichung,  sowie  k  die  bewegende  Kraft  des  nor- 
malen Druckes,  so  wird 


wobei 


_2  r^^Jdt 


IV.  Ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  findet  ferner  statt  bei 
plötzlicher  Abnahme  der  Geschwindigkeit  oder  bei  plötz- 
licher Richtungsänderung. 

Diese  Ausnahmen  gelten  streng  nur  für  ein  Massentheilchen 
allein  oder  für  ein  System  allein.  Werden  auch  die  umgeben- 
den Systeme  berücksichtigt,  so  findet  sich  in  ihrer  Bewegung  die 
verloren  gegangene  lebendige  Kraft  wieder. 

4)  Wird  die  Bahn  discontinuirlich,  d.  h.  geht  die  Geschwin- 
digkeit 

1^2  =  n^  ^  t?»  +  W« 

plötzlich  über  in 

Ä«  =  C72  +  P  +  W\ 

so  ist  der  Verlust  an  lebendiger  Kraft  gegeben  durch 

ümiw^  —  ß«)  =  Zm  [{u  —  üf  +  (v  —  Fj«  +  {w  —  TF)*} 

(Carnot'scher  Satz). 

5)  Durch  Explosion  findet  immer  ein  Gewinn  an  leben- 
diger Kraft  statt. 

6)  Sei  M  die  Masse  eines  Systems  und  n  die  Geschwindig- 
keit des  Schwerpunktes,  sowie  w  die  des  Massenelementes  m  in 
Bezug  auf  den  Schwerpunkt,  so  wird 

Ist  die  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  eine  Ro- 
tation, und  0  die  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  f,  ferner  q  der 
Abstand  des  Elementes  t«  von  der  Drehaxe,  so  wird 

7)  Gilt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  so  wird  das  In- 
tegral 

2]"  m  V  d  s, 


/ 
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nachdem  mit  Hülfe  des  genannten  Princips  die  Zeit  aus  ihm 
eliminirt  ist  und  wenn  es  auf  die  ganze  Bahn  des  Systems  von 
einer  Position  in  die  andere  erstreckt  wird,  für  die  wirkliche 
Bewegung  ein  Minimum.    (Maupertuis  1747.) 

(Princip  der  kleinsten  Wirkung.) 

Vergl.  Mach:    1.  c.  p.  340. 

Zum  ganzen  Paragraphen  vergleiche:    F.  Neumänn,  Ein- 
leitung in  die  theor.  Physik,  IV.  Cap. 


§.  191. 

Die  Theorie  der  Fadenourven. 

1)  Der  Faden  sei  frei,  vollkommen  biegsam  und  unelastisch. 
Sei  T  die  Spannung  im  Punkte  a:,  y,  jgr,  ^  die  Dichtigkeit  und 
w  der  Querschnitt  in  diesem  Punkte,  sowie  X  FZ  die  Compo- 
nenten  der  wirkenden  Kräfte,  und  setzt  man  p  ii;  =  tn,  so  müssen 
im  Falle  des  Gleichgewichtes  die  Gleichungen: 

a 


erfüllt  sein.    Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

oder 

T^Const--    r m\Xdx-\~Ydy^  Zdz\. 

2)   Ruht  der  Faden  auf  einer  glatten  Fläche 

«*=/(^,y,^) 

und  bezeichnet  R  die  Reaction  der  Fläche  in  einem  beliebigen 
Punkte  it,  y,  e  des  Fadens,  so  wird 

43* 
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ds  \    dsj    '  '  dx 

ds\    ds/    '  '  dy 

ds  \    ds/    '  '  öjer 

wobei  zugleich 

dx  ^    dy  ^    dz 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

yniX  +  1  -dp)  [d^dl^d^d^j 
•    \  '         dt^/  [ds  dx       ds  dz] 


und 


I    f     y    ,    rpd^z\\dxd%i       dydu\        _ 

4-   im  Z  +   T  -y-rr  I    1-7—   K T^  TT-}   =  0 


0  =  rZT4- w{XfZa:rh  Ydy -{- Zdz]. 


Diese  Gleichungen  bestimmen  zugleich  mit  der  Gleichung  der 
Fläche  die  Gestalt  des  Fadens. 

3)   Die  Bewegungsgleichungen  sind: 

dvr.         d    / ^  dx^ 


m 


dvy 


m 


Ausserdem  ist 


dt 

dv,  _   d    /     dz\    ,        y 
lT  =  rsVd-s)+''''^' 


dx  dvx  _,    dy  dvy  _ydz  di\  

ds    dt  ^  ds   dt     '    rf s    dt 

Diese  vier  Gleichungen  liefern  ,r,  y,  ^  und  T  als  Functionen 
von  s  und  t 

4)  Ist  der  Faden  elastisch  und  bezeichne  d  ö  die  ungedehnte, 
d  s  die  gedehnte  Elementenraenge,  sowie  k  den  Elasticitätsmodulus 
des  Fadens,  so  wird 


m 
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dvx         d    / ^  dx" 


d6\     ds/^ 


ferner 


dt 
dvy         d    /-,  dy\    .        ^ 

d6  \     dsj    ' 


ds        .    X     T 
=  1  +  IT 


m 


dt 


dö 
und 

dx  dvx    .dydvyj^dz  dv,  /      ,     T\   1  dT 

diese  Gleichungen  liefern  t;«,  t;„,  t?,,  s  und  T  als  Functionen  von 
6  und  t. 

5)  Ein  vollkommen  biegsamer  und  unausdehnbarer  Faden,  der 
in  zwei  festen  Punkten  aufgehangen  ist  und  auf  den  die  Schwere 
wirkt,  bildet  die  sogenannte  Kettenlinie.    Ihre  Gleichung  ist 

Ueber  diese  Curve  vergleiche:  Kulik,  Theorie  und  Tafeln 
der  Kettenlinie.    Abhandl.  der  k.  böhm.  Ges.  der  Wiss.,  1832. 

Es  gilt  der  Satz:  Unter  allen  Curven  von  bestimmter  Länge, 
welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen,  liegt  der  Schwerpunkt 
der  Kettenlinie  am  tiefsten. 


§.  192. 

Das  Trägheitsmoment. 

1)  Das  Trägheitsmoment  irgend  eines  Körpers  bezüg- 
lich einer  Axe  ist  ^e  Summe  aller  Producte  aus  den  Massen- 
elementen in  die  Quadrate  der  Abstände.  Ist  31  die  Gesammt- 
masse  und  T  das  Trägheitsmoment,  so  ist 

wobei  h  den  Namen  des  Trägheitsradius  führt. 

(^Euler,  Theoria  motus  corporum  solidorum.) 

2)  Seien  x^  y,  0  die  Goordinaten  eines  beliebigen  System- 
punktes von  der  Masse  M,  und  A^  jß,  (7  die  Trägheitsmomente 
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des  Systems  bezüglich  der  drei  Coordinatenaxen ,  und  sei  T  das 
Trägheitsmoment  dieses  Systems  bezüglich  einer  Geraden,  die 
durch  den  Coordinatenursprung  geht  und  mit  den  Axen  die  Win- 
kel a,  /),  y  einschliesst,  so  wird: 

A  =  2:m (y>  +  z%    B  =  Um (x^  +  y»),    C  =  27 w(a;^  -f  y*), 

oder  für  ein  Continuum 

wobei 

rfr  =  dx  dy  djs 
ist.     Sei  noch 

l=^xym=    f  I J   xy  dt 

n  =^^  x^m  =    I   I   I   xzdt^ 

so  folgt: 

T=  Acos'^a  +  Bcos^ß  +  Ccos^y 

—  2{lcosacosß  4"  f^cosß  cosy  -(-  n  co5  a  cos  y\- 

3)   Denkt  man  sich  vom  Coordinatenursprung  ein  Strahlen- 
bündel gelegt  und  für  jeden   Strahl  das  T  berechnet  und  auf 

ihn  die  Länge 

1 

Q  = 


m 


VT 

aufgetragen,  dann  liegen  die  Endpunkte  auf  dem  sogenannten 
Central-  oder  Trägheitsellipsoid,  dessen  Gleichung 

Ax^  +  By^  -\-  Cz^  —  2  {Ixy  -f  myz  '-{-  nxz\  —  1  ==  0 

ist.  Seine  Axen  heissen  Hauptträgheitsaxen,  und  die  Träg- 
heitsmomente bezüglich  dieser  Axen  die  Hauptträgheits- 
momente. 

(Poinsot,  Liouville  Journ.,  Tom.  XVI,  1851^ 

Dieses  EUipsoid  heisst  auch  das  erste  Trägheitsellipsoi^I. 
Die  Grössen  Z,  w,  n  führen  den  Namen  der  Deviation smomente. 

Es  gelten  nun  folgende  Sätze: 
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4)  Der  grössten  Hauptaxe  entspricht  das  kleinste,  der  klein- 
sten das  grösste,  der  mittleren  das  mittlere  Trägheitsmoment 

5)  Die  Summe  der  Trägheitsmomente  für  drei  zu  einander 
senkrecht  sich  in  einem  Punkte  schneidende  Axen  eines  Systems 
ist  constant  und  gleich  der  Summe  der  Hauptträgheitsmomente 
dieses  Punktes. 

6)  Um  die  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoids  zu  bestimmen, 
berechne  man  die  (stets  reellen)  Wurzeln  der  Gleichung: 

Z,  T  —  B,        m        =0, 

sodann  liefern  die  Gleichungen 

(T  —  A)cosa  -\-  Icosß  -\-  n cosy  =  0 

Icosa  -\-  (T —  B)cosß  -]-  nicosy  =  0 

neos a  -\-  m cos ß  -{-  {T  —  C)cosy  =  0 

die  Verhältnisse 

cos  a  :  cos  ß  :  cos  y 

und  damit  die  Richtungen  der  Hauptaxen. 

7)  Sei  T  das  Trägheitsmoment  eines  Systems  in  Bezug  auf 
eine  Axe,  T  dasjenige  in  Bezug  auf  eine  ihr  parallele,  in  der 
Entfernung  £  befindliche,  so  wird 

wobei  M  =:  Em.     Geht  die  Axe  mit  dem  Trägheitsmomente  T 
durch  den  Schwerpunkt,  so  ist 

T  =  T-\~  Mb\ 

Unter  allen  diesen  parallelen  Axen  besitzt  die  Schwerpunkts- 
axe  das  kleinste  Trägheitsmoment 

8)  Das  Ellipsoid,  dessen  Hauptaxen  die  drei  Hauptträgheits- 
radien des  Schwerpunktes  sind,  wird  das  zweite  Gen  tralellipsoid 
genannt 

(Clebsch,  Grelle  Journ.,  Bd.  57,  S.  73.) 

Man  erhält  es,  indem  man  auf  jeder  Axe  des  Schwerpunktes 
die  Länge  ihres  Trägheitsradius  aufträgt. 

Vergl.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 

9)  Für  ein  rechtwinkliges  homogenes  Parallelepiped  mit  den 
Kanten  a,  6,  c  und  Dichtigkeit  =  1  wird 
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wobei  M  die  Masse  des  Parallelepipeds  bezeichnet,  also 

M=  abc 

ist. 

10)  Für  das  homogene  EUipsoid  mit  der  Gleichung 

f!.y!_LÜ_i_o 

a«  +  6'  +  c''        ^  -  " 
findet  man 

wobei 

M  =  —  abcn. 

11)  Für  einen  Rotationskörper,  der  durch  die  UmdreliuDg 
der  Curve 

y  =/(^) 

um  die  x-Axe  entstanden  ist,  von  x  =^  o(^hv&  x  =  x^^  findet  man: 

Ä  =  ^JyUix 

A 

B=  C  = 


A         r 


xo 


wobei  die  Dichte  des  Körpers  gleich  1  angenommen  wurde. 

Weitere  Probleme  in:  Kraft,  Sammlung  von  Problemen  der 
analytischen  Mechanik,  V.  Tbl.,  IL  Cap.,  Stuttgart  1885,  sowie  in 
„Problemes  de  mec.  rationelle",  p.  P.  M.  Jullien,  Paris  1855 
und  in  den  „Aufgaben  zur  analytischen  Mechanik  von  A.  Fuhr- 
mann". 


§.  193. 

Bewegung  eines  festen  Körpers. 

A.    Bewegung  um   einen  festen  Punkt. 

1)  Seien  xyz  die  drei  festen  Axen,  a^j,  yi,  Zi  jene,  die  fest 
mit  dem  Körper  verbunden  sind  und  beweglich  sind  in  Bezug 
auf  die  a;y;8^-Axen.    Und  es  sei 


wobei 
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X  =  a  Xi  -\-  b  yi  -\-  c  Zi 
y  =  a'  a:i  -f  6'  y,  4-  c'  z^ 
js  =  a"xi  +  V*!f,  +  d'z„ 

a  =cos{xXi)  b  =  cos(xyi)  c  =  cos(xZi) 
a!  =cos{yxi)  V  z=:cos{yyi)  c'  =cos(yzi) 
a"  =  cos  (z  Xi)    ft"  =  cos  (z  y,)    c"  =  cos {z  Zi). 


Setzt  man 


db    ,     ,dV    ,     „db" 

da    ,     ,  da*    ,     ,,  rfa" 

.da    ,    t^,  da*    .    ,  „  d  a" 


SO  folgt: 


Pyi  —  qxi=0 

rxi  —  pzi  =0 

qzi  —  ryi  =  0. 

Diese  drei  Grössen  p-,  q-^r  sind  nichts  anderes  als  die  Rich- 
tungscosinusse der  Momentanaxe,  sie  ist  der  geometrische  Ort 
aller  jener  Punkte,  in  welchen  die  Geschwindigkeit  im  Momente  di 
gleich  Null  ist 

2)  Die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  ist  in 
der  Entfernung  Eins  gleich 

Vp'  +  g'  +  r», 
also  sind  j>,  g,  r  ihre  Componenten  nach  den  Hauptaxen. 

3)  Seien  ^  JB  C  die  drei  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die 
Hauptaxen,  welche  wir  zu  Coordinatenaxen  für  aJi,  j/i,  Zi  wählen, 
so  haben  wir: 

A  '^  +  (C  -  P)  r  3  =  2  ^^'  ^  -  -^i  ^> 
Dieses  sind  die  Eul  er 'selben  Gleichungen. 
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Setzt  man 

a  =  cos  ^  sin  ^  sin  <p  -|-  cos  H>  cos<p 

h  -r^  cos^  sin  if  costp  —  cos  ^  sin  tp 

c  =  sin  ^  sin  ^ 

a'  =  cos  9  cosjlf  sin  q>  —  sin  ^  cos  q> 
V  =  cos  0"  cos  ^  cos  9  -f-  sin  ^  sin  <p 
d  =  sin  %  cos  ilf 

a"  =  —  sin  d"  sin  q> 
ft"  =  —  sin  d"  costp 
c"  =  cos  ^, 
so  folgt  noch 

p  =  sm  9  sin  9  -r- cos  <p  -jr- 

q  =  costp  sind^  -^  -[-  sintp  -rr 
dq)  ^  dif 

Bestimmt  man  aus  den  ersten  Gleichungen  p^  q^  r,  und  au^ 
den  letzten  9,  O*,  ^,  so  sind  damit  die  Goefficienten 


«, 

b, 

c 

«', 

h\ 

c' 

«", 

V\ 

c" 

gegeben,  und  somit  a?,  y,  z  als  Functionen  von  t 

4)   Sind  keine  äusseren  Kräfte  X,  F,  Z  vorhanden,  so  winl 

£^^+(.4-  C)rp^O 

Ihre  Integration  giebt: 

Ap^  -^  Bq^  +  Cr^  =  k 

Dabei  ist  h  eine  Constante,  welche  die  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  des  Systems  darstellt. 
Ausserdem  ist 
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Dabei   ist  die  Constante  i^  das  Moment  des   resultirenden 
Paares  der  Bewegungsquantitäten  des  Systems. 
Ausserdem  wird 

dt  —  CVÄW.dr 

~  V[i:*^  —  ^Ä  +  C{B  -  C)r^  [Ah  —  k^  +  C(C  -  A)r^] 

Diese  Gleichung  liefert  r  als  Function  von  t^  sodann  folgt 
aus  den  beiden  ersteren: 

^  _¥  -  Bh-i-  C{B  -  C)r^ 
^   ~  A(A^B) 

,       Jc^  —  Ah-A-  C(A  —  C)r^ 

a*  — ■ >--^ — • 

*  B(B  -  A) 

Mit  diesen  Grössen  kann   man  sodann  die  Winkel  9),  'd',  ip 
berechnen.    Man  hat 

.  Ap 


^  Cr 

Damit  ist  das  Problem  gelöst. 

5)  Im  Specialfalle,  wo  ^  =  2?  ist,  ist  r  eine  Constante  n.   Sei 

A  —  C=  (lA 
und  M  und  b  zwei  Constanten,  so  wird 

p  =  Msin{fint  -\-  s] 
q  =  Mcos{iint  -f-  e\ 

Cn 
0"  =  const  =  arccos  -^y— • 

k 


B.    Bewegung  um  eine  Axe. 

1)  Sei  P  die  Kraft,  p  ihr  Abstand  von  der  Axe,  Jlf  die  Masse 
des  Körpers,  Mk^  das  Trägheitsmoment,  {  die  Entfernung  des 
Schwerpunktes  von  der  Axe,  so  wird: 


684  Bewegung  eines  festen  Körpers. 

1^  —  _     -gfp 

wobei  &  der  Drehungswinkel  ist,  oder  für  einen  schweren  Körper 

wobei  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  ist     Wird  fc  =  0,  so 
erhalten  wir  die  ßewegungsgleichung  des  mathematischen  Pendel> 


rf2^ 


= T-  sin^. 


dt^  L 

Ist  demnach 


l      ' 

so  werden  die  Schwingungen  des  mathematischen  Pendels  und 
des  Körpers  dieselben  sein,  vorausgesetzt,  dass  die  Anfangs- 
bedingungen dieselben  sind. 

L  wird  die  Länge  des  einfachen  äquivalenten  Pendels 
genannt  Sie  bestimmt  zugleich  den  Abstand  des  Schwiugungs- 
mittelpunktes  von  der  Axe. 


§.  194. 
Der    Stoss. 

1)  Seien  nii^  m2  die  Massen,  Ui^u^  die  Geschwindigkeiten 
vor,  Vi,  V2  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  so  wird  beim 
geraden  Centralstoss 

nii  Vi  -f-  wia  Va  =  nii  Mj  -|-  nii  u-j. 

2)  Sind  die  Massen  unelastisch,  so  werden  sie  sich  nach  dem 
Stoss  mit  der  Geschwindigkeit  v  =  Vi  =  v.2 

Wj  -f-  *Wi 
weiter  bewegen.    Bei  dem  Stoss  ist  eine  mechanische  Arbeit 

Wi  -j-  fth  2 

verloren  gegangen. 

3)  Sind  die  beiden  Körper  vollkommen  elastisch,  so  tritt  zu 
der  Gleichung  in  1)  noch  die  Gleichung 

Wi  v^  4"  ^i  ^'-2  =  *^h  wf  4"  ^^2  ttj', 
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md  wir  erhalten 

2^2^^  4-(mi  —  ma)iii 
^   = j 

f»!    -f-   tili 

2  Wi  Wi  —  (nii  —  Wj)  «2 

i;     =   j • 

Wi  -|-  Wlj 

Man  hat  ferner: 

ti,  —  t?i  =  2  j (ui  —  «2) 

Wi  +  W2 

«2  —  i?2  =  2  p (Wa  —  «1). 

w,  +  W2  ^ 

Diese  Gleichungen  bestimmen  den  Geschwindigkeitsverlust 
und  den  Geschwindigkeitsgewinn  des  stossenden  und  gestossenen 
Körpers, 

4)  Der  schiefe  Centralstoss.  Seien  «i  und  «3  die  Winkel, 
welche  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  Mj  und  tig  mit  der 
gemeinschaftlichen  Normalen  der  Oberflächen  im  Augenblicke  des 
Stosses  einschliessen. 

Die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  Vi  und  V2  sind: 

Vi  =  uicos«!  —       ^        {uicosoi  —  U2Cosai\(l  -\-  e) 

Wl   -\-  tW2 

1-2  =  1*2  cosa^  +  ^   ^^^    [ui  cosai  —  112005062}  (1  +  «), 

wobei  £  ein  von  der  Elasticität  der  Körper  abhängiger  Factor 
ist;  bei  vollkommen  elastischen  Kugeln  ist  s  =  1.  Die  resul- 
tirenden  Geschwindigkeiten  sind: 

w'2  =  V^Tsin^Oa-j-tJ/ 

und  die  Winkel  ßi  und  /J2,  welche  sie  mit  der  gemeinschaftlichen 
Normale  beider  Körper  einschliessen: 

Ui  sin  «1 


tgßi  = 


tgß,  = 


^1 
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§.   195. 

Das   Pendel. 

1)  Die  Schwingungsdauer  eines  mathematischen  Pendels  T 
ist  gegeben  für  sehr  kleine  Schwingungen  durch  die  Gleichung 

^   9 

wobei  l  seine  Länge  und  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  be- 
zeichnet. 1 
Sind  die  Amplituden  kleiner  als  10^  so  wird 


oder 


wobei  a  den  Elongationswinkel  und  d  die  Höhe  der  Schwin- 
gung bezeichnet 

Die  allgemeinere  Fomiel  lautet: 


r=..l/Ij.  +  (|)'^..|  +  (-|y^„.| 


+ 


2)   Die  Bewegungsgleichung    eines   mathematischen  Pendels 
hat  die  Form 

^  +  T  ^"*«  =  ^' 

aus  ihr  folgt 

\Jt)   ='f{cosa^cosß\ 
wobei  ß  die  Integrationsconstante  ist.    Setzt  man  noch 


sin  j  fi  =  k, 


so  wird 


sin a  =  2  A"  SP  ty  ^y  Jnt  \  — 
cosoc  =  1  —  ik^snHyj-' 
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3)   Die  Schwingungsdauer    eines  physikalischen    Pendels 
ist  gegeben  durch  


T=24/^     ® 


9    'S' 

dabei   ist  S  das  Trägheitsmoment  und  S  das  statische  Moment. ' 
Setzt  man 

so  ergiebt  sich  die  Länge  eines  mathematischen  Pendels,  welches 
mit  dem  physikalischen  gleich  schwingt,  l  wird  die  reducirte 
Länge  des  physikalischen  Pendels  genannt. 

Für  eine  Stange,  die  homogen  ist  und  deren  Länge  L  ist,  wird 

4)  Um  die  Schwingungen  Ti  auf  den  leeren  Raum  zu  redu- 
ciren,  hat  man  nach  Bessel: 

T=T,  ji-i^O  +  y)) 

y  =  0,9459. 

Dabei  ist  P  das  Gewicht  des  Pendels,  p  das  Gewicht  der 
yerdrängten  Luft. 

5)  Die  Beschleunigung  Qq,  für  die  geographische  Breite  q> 
ist  bekanntlich 

9ip  =  </o(l  +  0,00511781  s/w«  9) 

(7ö  =  9,781029  m, 

damit  wird  die  Länge  des  Secundenpendels 

oder 

l^  =  /,  {1  -f  0,00511781  sin^q>\ 

?o  =  991,027015  mm. 

lieber  die  Theorie  des  Pendels  vergleiche:  Durege,  Theorie 
der  elliptischen  Functionen.  F.  Neumann,  Einleitung  in  die 
theoretische  Physik,  herausgegeben  von  Pape.  Kraft,  Aufgaben- 
sammlung zur  analytischen  Mechanik,  Bd.  IL 

6)  Das  ballistische  Pendel.  Wird  das  Pendel  von  einer 
Kugel  mit  dem  Gewichte  j)  und  von  einer  Geschwindigkeit  v 
getroffen,  und  zwar  in  der  Entfeniung  a  von  der  Axe,  und  ist  a 
der  Ausschlagwinkel,  so  ist 
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Das  Pendel. 


„=2(,+^)Vf-««f 


a 


Dabei  ist  A  das  statische  Moment  und  l  die  Länge  des  Pen- 
dels; Dieselbe  Formel  lässt  sich  auch  anders  schreiben.  SeiP 
die  Masse  des  Pendels  und  T  die  Scwingungsdauer,  so  wird 

7)  Trägt  ein  cylindrischer  Stab  vom  Halbmesser  r  an  seinem 
unteren  Ende  eine  Kugel  von  der  Masse  M  und  dem  Radius  B, 
und  am  anderen  Ende  im  Abstände  c  eine  Schneide,  um  welche 
er  drehbar  ist,  und  beträgt  über  derselben  seine  Länge  noch  d 
so  ist  die  Länge  /  des  correspondirenden  einfachen  Pendels 


M' 


?  = 


4  "^        12        "^         4 


+  JJf  ^|-Ä«  +  (^+72) 


5 


I 


Jlf' 


d 


2 


+  M(c  +  R) 


wobei  M'  die  Masse  des  Cylinders  bezeichnet. 
Die  Schwingungsdauer  T  ist  also 

T»  =  ^»  i-, 
9 

oder  genähert,  wenn  M^/M  sehr  klein  ist: 

9 


§.  19G. 

Das  PotentiaL 

A.    Allgemeines. 

1)    Die  Einwirkung  der  Punkte  P,  mit  den  Massen  m*  auf 
einen  Punkt  P  mit  der  Masse  1  ist  gegeben  durch 


y=T^^ 


wobei  Tx  die  Entfernung  des  Punktes  m^  von  dem  Punkte  P  be- 
zeichnet.   Bilden  die  Punkte  ein  Continuum,  so  ^ird 

,j       —       C  dm 


y 
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und  es  ist  das  obere  Zeichen  für  die  Anziehung,  das  untere  für 
die  Abstossung  zu  nehmen.  {Gauss  und  Riemann  haben  die 
dieser  jetzt  üblichen  entgegengesetzte  Bezeichnungsweise.} 

Der  Factor  s  hängt  von  dem  Maasse  ab,  nach  dem  man  die 
Einwirkung  messen  will  und  wird  gewöhnlich  gleich  1  gesetzt. 

Die  Kraftcomponenten  nach  den  drei  Axen  sind 

Y__8Z       Tr__?Z       y__^ 
^—       dx'     ^~        dy'  dz' 

Die  Kraftcomponente  in  der  Richtung  n 

dn 

2)  Die  Flächen,  in  welchen  V  eine  Constante  ist,  werden 
Niveauflächen  genannt.  Die  Richtungscosinuse  der  Normalen 
dieser  Flächen  sind  proportional  den  Grössen 

/  dV     dV     dV 

dx'     dy'     dz' 

und  es  kann  die  Kraft  nur  senkrecht  auf  diese  Flächen  wirken 
längs  der  sogenannten  Kraftlinien,  deren  Gleichung 

,        ,        ,  dV  dV  dV 

dx  :  dy  :  dz  =  -^~:-^— :^5— 
^  dx    dy    dz 

ist. 

3)  Die  Function  V  nennen  wir  nach  Clausius  die  Poten- 
tialfunction.  Sie  wurde  zuerst  von  Lagrange  in  die  mathe- 
matische Physik  eingeführt.  Ihre  wahre  Bedeutung  erkannte 
jedoch  erst  Green  (1828,  vergl.  Grelle  Journ.  39,  44,  47). 

4)  Die  Arbeit,  welche  bei  irgend  einer  Bewegung  des  Punk- 
tes P  geleistet  wird,  ist  gleich  der  DiflFerenz  derjenigen  Werthe, 
welche  die  Potentialfunction  in  der  End-  und  Anfangslage  hat, 
wenn  man  anziehende  Kräfte  voraussetzt. 

Daher  können  wir  sagen,  dass  die  Potentialfunction  in  einem 
Punkte  jene  Arbeit  angiebt,  welche  nöthig  ist,  um  diesen  Punkt 
aus  der  Entfernung  oo  in  seine  gegenwärtige  Lage  zu  bringen. 

5)  Gehört  der  Punkt  P  einem  zweiten  Körper  an,  so  wird 


_    r  dmdrn! P 


die  Potentialfunction  des  ersten  Körpers  auf  den  zwei- 
ten genannt  und  es  gilt  nach  Gauss  der  Satz 

W=    f  Vdm'  =   fr  dm, 

Laska«  mathem.  FonttelnBaromlang.  44 


w 
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d.  h.  die  Potentialfunction  eines  Körpers  auf  einen   zweiten  ist 
gleich  der  Potentialfunction  dieses  zweiten  Körpers  auf  den  ersten. 
Denken  wir  uns  die  beiden  Körper  gleich  und  vereinigt,  so 
wird  jeder  Punkt  zweimal  vorkommen,  daher  wird 

1     r  dm  dm' 

~'2J  r 

das  Potential  eines  Körpers  auf  sich  selbst,  also  jene 
Arbeit,  die  nöthig  war,  die  Massenpunkte  aus  der  unendlichen 
Entfernung  von  einander  in  ihre  gegenwärtige  Configuration  zq 
bringen. 

6)   Seien  a,  6,  c  die  Coordinaten  von  dw,  h  die  Dichtigkt^it 
in  dm,  so  wird 

hdadb de 


-fff 


-fff 


hdadb'dc 


V(a  -  xy  +  (ft  -  yy  +  (c-ri- 

das  Potential  (des  Systems,  dem  dm  angehört)  im  Punkte  t,i/.:. 
Setzt  man 

a  —  X  =  rsina  cos  ß 

b  —  y  =  r  sin  a  sin  ß 

c  —  g  =  rcosa^ 
so  wird 

V=    111  hrsinadr  dadß, 

oder  wenn  man  allgemeiner 

a  —  X  =  r  sin  acosß  —  q  cos  ^  sin  fp 

b  —  y  =  rsina  sinß  —  gsinif  sinq) 

c  —  z  =  rcosa  —  q  cos  q> 

setzt  und 

cos  w  =  cos  ncos(p  -\-  sin  a  sin  <p  cos  {ß  —  ^) 
macht 

y_    r  r  r   hr^sinadrdadß   _     r dm 

J  J  J    ]/r^  —  'lrQcosw-]-Q^       J   (r»  — 2rpcost(?  +  ()-)^ 

Sei 

JJa  =  ^2  _-.  ^rQcosw-^-  9*, 
so  wird: 

1  1         r  r* 

^  =  ~  +  —  Pi  {cosw)  +  —  P^{cosw)  +-••     Q>r 
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oder 

Vergl.  §.  139, 
und  (Limit  für  9  I>  r 

wobei 

Yq  =   I    dm^     Tx  =   I   r*Px(cosw)dm 

oder  für  r  ]>  p 
wobei 

7)  Aus  den  beiden  letzten  Gleicbungen  folgt: 

I.    Das  Potential  eines  Systems,  welches  ganz  im  Endlichen 
liegt,  ist  für  unendlich  entfernte  Punkte  =  0,  aber  so,  dass 

lim  Vq  r=  j   dm  für  limg  =  00. 

II.  Sei  V  die  Potentialfunction  der  Massen,  welche  sämmt- 
hell  ausserhalb  eines  geschlossenen  Raumes  liegen,  und  sei  V  in 
irgend  einem  Theile  des  Raumes  constant  =  Fo ,  so  muss  V  in 
diesem  ganzen  Räume  =  F©  sein. 

8)  Die  Functionen 

y     dV     dV     dV 

sind  für  den  ganzen  Raum  endlich  und  stetig. 
Femer  convergiren  die  Werthe 

xV,    yV,    eV, 

mit  wachsenden  Werthen  der  Coordinaten  x,  y,  z  gegen  eine  be- 
stimmte endliche  Grenze. 
Dasselbe  gilt  auch  für 

.r,    r«|I,    r.|I,    r.|I, 
cx  dy  oz 

44* 
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und  zwar  wird  r  F  immer  von  Null  verschieden  sein,  die  übrigen 
Grössen  nur  im  Allgemeinen. 

9)  Für  einen  Punkte  der  ausserhalb  der  wirkenden  Masse 
liegt,  ist 

(Gleichung  von  La  place,  Theorie  des  attractions,  Hist.  de 
TAcad.,  1772.) 

Liegt  der  Punkt  dagegen  innerhalb  der  wirkenden  Masse,  so 
wird: 

wobei  h  die  Dichte  in  dx^  dy,  da  bezeichnet    (Gleichung  von 
Poisson,  Bull,  de  la  societ  PhiL  III.    Mem.  de  TAcad.,  T.  VL) 

10)  Besitzen  zwei  Functionen  die  Eigenschaften  8)  und  9> 
so  sind  sie  identisch.  Daher  drücken  diese  Sätze  die  nothwen* 
digen  und  hinreichenden  Eigenschaften  der  Potentialfunction  ans. 
(Satz  von  Dirichlet,  Ueber  die  im  umgekehrten  Verhältnisse 
des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte,  1876.) 

Die  Literatur  der  Theorie  des  Potentials  findet  man  ziem- 
lich vollständig  in:  Bacharach,  Abriss  der  Geschichte  der 
Potential theorie.  Die  Theorie  selbst  in:  Glausius,  Die  Poten- 
tialfunction und  das  Potential,  Leipzig  1885.  Femer  fast  in 
allen  Lehrbüchern  der  Mechanik,  insbesondere  aber  in:  Thom- 
son und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik,  Braunschweig 
1879.    Vergl.  auch:  Heine,  Handb.  der  Kugelfunctionen,  Bd.  II 

11)  Seien  U  und  V  zwei  Functionen  der  Raumcoordinaten, 
und  sei 

du  dV^dü  dV  .  dU  dV  ,   dU  dV 

dx    dx  ~  dx    dx^  dy    dy    '     diB    dz' 
femer    U  und    F,    sowie  ihre  ersten    und  zweiten  Differential- 
quotienten nirgends  im  betrachteten  Räume  unendlich  gross,  so 
gelten  die  Sätze:  j 
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dabei  ist  dr  ein  Baumelement  und  die  Integrale  nach  r  er- 
strecken sich  über  den  ganzen  gegebenen  Raum ;  d  m;  ist  ein  Ele- 
ment der  Oberfläche  und  das  Integral  nach  w  erstreckt  sich 
über  die  ganze  Oberfläche;  n  ist  die  auf  die  Oberfläche  errich- 
tete, nach  innen  zu  als  positiv  gerechnete  Normale.  (Satz  von 
Green.) 

12)  Es  giebt  für  einen  beliebigen  begrenzten  Raum  immer 
eine  und  nur  eine  Function  V  von  o;,  y,  0^  die  selbst  und  deren 
erste  Differentialquotienten  stetig  sind  und  die  der  Gleichung 

JV=0 

innerhalb  des  ganzen  Raumes  erfüllt  und  die  in  jedem  Punkte 
der  Oberfläche  einen  vorgeschriebenen  Werth  hat. 

Unter  allen  Functionen  i7,  die  diese  Bedingungen  erfüllen, 
jedoch  so,  dass 

ist,  hat  V  die  Eigenschaft,  dass  es  das  Integral 

zu  einem  Minimum  macht,  d.  h. 

ist  unter  allen  Q  ein  Minimum. 

(Das  Dirichlet'sche  Princip;  vergl.  Dirichlet,  1.  c.  §.  32 
bis  38.  Früher  und  allgemeiner  bewies  Thomson  die  Existenz 
der  Potentialfunction  in  Cambr.  and  Dublin  Mathem.  Journ.  1848.) 

13)  Bisher  haben  wir  die  wirkende  Masse  als  dreidimensional 
betrachtet;  die  folgenden  Theoreme  beziehen  sich  auf  solche 
Massen,  die  auf  Flächen  ausgebreitet  sind. 

Sei  n  die  Richtung  der  Normalen,  so  wird 

(l¥X-(l¥)_  =  -*'''^ 

wobei  der  Index  -[-  oder  —  anzeigen  soll,  dass  dV/dn  unendlich 
nahe  der  Fläche  in  der  positiven  oder  negativen  Richtung  von  n 
zu  nehmen  ist.  x  ist  die  Dichte  des  Oberflächenelementes  um 
n  herum. 

14)  Sei  dto  ein  Element  der  mit  einer  Masse  belegten  Schicht, 
auf  den  Normalen  denken  wir  uns  unendlich  kleine  Längen  s 
aufgetragen.     Dadurch  entsteht  eine  zweite  Fläche,  die  wir  uns 
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mit  einer  eben  so  grossen  Masse  belegt  denken,  die  jedoch  vod 
entgegengesetzten  Vorzeichen  ist,  sodann  ist 


V  = 


die  Potentialfunction  dieser  Doppelschicht  in  Bezug  auf  einei 
Punkt  in  der  Entfernung  r.  xe  wird  das  Moment  der  Dopptl 
belegung  genannt. 

Die  durch  diese  Gleichung  definirte  Potentialfunction  erleitlej 
sprungweise  die  Vergrösserung  4?rxf,  wenn  der  Punkt  duR-li 
die  Doppelschicht  hindurchgeht,  der  Differentialquotient  dV  ci^ 
ist  an  ihr  endlich  und  stetig.  j 

Ist  die  Doppelschicht  geschlossen,  so  wird  ihr  Potential 

0,    2  ;r  X  €,    4  ^  X  £, 

je  nachdem  der  Punkt,  auf  den  sie  einwirkt,  ausserhalb,  auf  tlel 
Oberfläche  oder  innerhalb  der  Doppelschicht  sich  befindet.  jDeJ 
Name  der  Doppelschicht:  „Doppelbeleg**  rührt  von  Heimholt^ 
her.  Pogg.  Ann.  89  (1853).  Ausfuhrlicher  behandelt  in:  C.  Neu 
mann,  Untersuchungen  über  das  logarithmische  und  Newton* 
sehe  Potential  1877,  Cap.  IV.,  VII.} 

15)   Wir  wollen  nun  eine  sehr  wichtige  Aufgabe  lösen: 
Ein   Raum    R  ist  begrenzt  von   einer   Fläche   S,   und  de^ 
Werth  von 

ist  im  Innern  von  R  gegeben,  so  wie  die  Werthe  von  V  für  alle 
Punkte  von  S.  Es  wird  gesucht  der  Werth  Vp  von  V  für  einen 
Punkt  P  innerhalb  R, 

Die  Entfernung  von  P  von  irgend  einem  Punkte  sei  r. 

Denken  wir  uns  nun  .eine  Function  Z7',  die  in  ganz  R  end 
lieh  und  stetig,  und  deren  Werth  auf  der  Oberfläche  von  i?. 
d.  h.  in  S,  gleich  ist 

J^ 
r' 
und  die  der  Bedingung 

genügt,  sodann  hat  die  Function 

f7  =  1  4-  17' 
r 
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olgende  Eigenschaften:    Sie  ist  in  JB,  ausgenommen  P,  endlich 
md   stetig,  in  S  gleich  Null  und  genügt  innerhalb  der  Bedingung 

Die    Function    U   führt    den    Namen    der    Green'schen 
Function.    Sodann  wird 

dU 


4«  Fp  =  —  f  UDVdR+  f  V 


on 


Das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  das  Innere,  das  zweite 
luf  die  Oberfläche  von  S. 

Durch  diese  Gleichung  ist  das  obere  Problem  zurückgeführt 
luf  die  Aufsuchung  einer  Function  ü,  die  die  bezeichneten  Eigen- 
schaften hat. 

B.    Specielle  Probleme. 

I.  Kugelschale.  Der  innere  Halbmesser  sei  rj,  der  äussere 
r^,  und  die  Dichte  eine  Function- von  r.  Sei  Pj,  Pj,  P3  ein  Punkt 
nuerhalb,  in-  oder  ausserhalb  der  Kugelschale,  Fi,  Fi,  F3  die 
zugehörige  Potentialfunction,  so  wird 

^122  +  1^  =  0 
dr*     '    r    dr 

dr*     '    r    dr     ' 


d»F,    ,    2  dFs 


+  ^^^  =  0, 


lamit  wird 


dr^     '    r     dr 


■=*'/ 


kr  dr 


Hier 


»^»-0   iH-o   ^-0   ^  =  0 


aa;  '      ay    ~    '      ö^  '     dr 

«rie  schon  Newton  (Principia  1.  I.,  s.  XII,  prop.  LXX)  gezeigt. 
Sei  /(r)  die  Masse  innerhalb  r,  so  wird 

V^=f^-\-i.n  f  Urdr 

ind  demnach 

dV,^      f(r) 
dr  r» 
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Endlich  ist 


V,  =  ^fur^dr  =  l^. 


IL    Ueber  das  Potential  eines  Ellipsoids  vergl.:     Schell 
Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  1870,  IV.  Thl.,  IX,  Qp 
Man  findet  für  einen  inneren  Punkt: 

_        /*  d  .s  f  x^  y^  e^     \ 

J    UV  ■"  s  +  o«  ~  F+~6^  ~  s+T^J' 

0 

wobei 


und 


«2  ~  Ja   ~   c2 


die  Gleichung  des  Ellipsoids  ist. 

Für  einen  äusseren  Punkt  findet  man  dagegen 


OD 

r  ds 
=  V  77 


_      x^ y^ £«_\ 


wobei  <J  die  einzige  reelle  und  positive  Wurzel  von 


ist.    Es  gelten  die  Sätze: 

Die  Anziehungskräfte,  welche  von  zwei  homogenen  confocalea 
EUipsoiden  auf  denselben  äusseren  Punkt  ausgeübt  werden,  haben 
dieselbe  Richtung  und  sind  den  Massen  der  Ellipsoide  propori 
tional.    (Satz  von  Maclaurin.) 

Zwei  innere  Punkte,  welche  auf  einer  durch  den  Mittelpunll 
des  Ellipsoids  gehenden  Geraden  liegen,  werden  mit  Kräften  an- 
gezogen, welche  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte  proportional 
und  einander  parallel  sind. 

Zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  homogene  Ellipsoide  von 
gleicher  Dichte  ziehen  einen  für  beide  inneren  Punkte  mit  gleichen 
und  gleich  gerichteten  Kräften  an. 

Bestimmt  man  auf  zwei  confocalen,  conaxialen  Ellipsoidon, 
welche  homogen  und  von  gleicher  Dichte  sind,  zwei  correspon- 
dirende  Punkte,  so  verhalten  sich  die  Attractionscomponentec 
nach  den  Hauptaxen,  welche  jedes  EUipsoid  auf  den  festgeset/teo 
Punkt  des  anderen  ausübt,  wie  die  Flächeninhalte  ihrer  Haupt- 
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jchnitte,  welche  auf  der  Richtung  der  Componenten  senkrecht 
stehen. 

Satz  von  Iwory  nach  Poisson  heim  beliehigen  A.ttractions- 
^esetz  gültig. 

Wendet  man  diesen  letzteren  Satz  auf  zwei  concentrische 
Kugeln  an,  so  ergieht  sich,  dass  das  einzige  Anziehungsgesetz,  für 
welches  eine  homogene  sphärische  Schicht  keine  Wirkung  auf  die 
Punkte  ihres  Innern  ausübt,  das  des  umgekehrten  Verhältnisses 
des  Quadrates  der  Entfernung  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Potentialfunction  hat  man  überhaupt 
folgende  Wege: 

1)  Directe  Auswerthung  des  Integrals  A.  6). 

2)  Integration  der  Laplace-Poisson'schen  Gleichung  A.  9). 

3)  Integration    dieser  Gleichung    vermittelst    der  Green'- 
schen  Function  A.  15). 

4)  Näherungsintegrationen. 

Beispiele:  Beer,  Einleitung  in  die  Elektrostatik.  Kölle- 
ritzsch,  Lehrbuch  der  Elektrostatik. 

5)  Benutzung  der  Diagramme. 

Beispiel:    Maxwell,  Treatise  part.  L,  chapt.  VII. 

6)  Transformation  vermittelst  der  reciproken  Radien. 
Beispiel:  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunctionen  IL,  VL  Cap. 

C.    Das  logarithmische  Potential. 

Das  logarithmische  Potential  gründet  sich  auf  die  Thatsache, 
dass  die  Newton'sche  Anziehung,  der  mit  Masse  von  der  Dich- 
tigkeit <J  belegten  ^r-Axe,  auf  einen  Punkt  der  xy-Ehene  ersetzt 
werden  kann  durch  die  Anziehung  proportional  der  ersten  Potenz 
der  Entfernung  und  ausgehend  vom  Nullpunkte,  in  dem  man 
sich  die  doppelte  Masse  concentrirt  denkt. 

Das  Potential  wird  sodann 


V  =   I   dm  log r. 


Das  logarithmische  Potential  wird  im  Unendlichen  unend- 
lich, das  Newton'sche  verschwindet. 

Sowohl  die  Laplace'sche,  als  auch  die  Poisson'sche  Glei- 
chung gilt  für  das  logarithmische  Potential. 

Das  logarithmische  Potential  leistet  gute  Dienste  besonders 
dann,  wenn  sich  ein  Problem  auf  zwei  Parameter  zurückfuhren  lässt, 
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Vergl.  Neumann,  Untersuchungen  über  das  logarithmiscL 
und  NeWton'sche  Potential,  1877. 

§.  197. 

Elastioität. 

1)  Seien  a;,  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  in 
Zustande  des  Gleicbgewichtcs 

jene  zur  Zeit  t^  und  sei  q  die  Dichte  des  elastischen  Körpers 
die  wir  constant  voraussetzen,  so  werden 

^    dP  ~    dx   '^    dy   '^    dz 

*^  Tf«"  ""  TF  ■+"    dy   "^    'dz 

die  allgemeinen  Gleichungen  fiir  die  Bewegung  eines  elastisch«'U 
Mediums.  Die  Grössen  Xa-  .  .  .  Z,  sind  die  Druckcomponon^ 
ten.    Man  hat  allgemein 

Xy    =     Ix 

T,  =  Z, 

Zx  =  Xg. 

2)  Im  Falle  des  Gleichgewichtes  ist 

Y 8  Xx  _,    d  Xy    1^  d  Xg 

dx    ~^    dy    '^    dz 

Y 8  Yx    I    d  Yy    ,    8  Ff 

~    8a:    "•"    8y    "T"    8;8r 

8a;   "^    8y    "^    dz  \ 

3)  Zu  diesen  Gleichungen  kommen  noch  die  Oberflächen- 
bedingungen hinzu.  Sei  P«  der  auf  die  Einheit  der  Oberfläche 
wirkende  Druck  und 

seine  Componenten,  so  sind  die  Grenzbedingungen: 

Xn  =  Xx  COS  (w,  x)  -|-  Xy  COS  (w,  y)  -|-  Xg  cos  (n,  z) 
Yn=  YxCOs{n^x)  -^  Fy  cos (n, y) -|-  YgC08(n,z) 
Zn  =  Zx  cos  (n,  a;)  -f-  Zy  cos  (n,  y)  -|-  ^m  cos  (n,  ät). 


ind 
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4)    Setzt  man 

du  du    ,    dv 

^'~d^'  ^^  —  ^'  —  dy^Tz 

dv  dw    .    du 

y^'  —  dTf  ^'  —  ^'~di'^di 

dw  ^_  ^^    i_  ^^ 


/ 

»11  di  +  022  yl  +  «3»  ^? 

-f  2  ai2  Xxtjy  -{-  2  «13  X,  z» . 

iodann   wird 

—  2a^^yyZ,-\-  .  . 

-^«  5^  z,^    »        -*■  2   -^y  ^  -., 

^'       dyy'    ^'       ^'       dz. 

7               ^f          V              V              ^f 

r  ist    eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  sechs  Argu- 
mente 

*^X-i     Xy^     yy^     y,,     Zg^     Zx-i 

die  Coefficienten 

»11?    »12?    »13    •  •  •  »33 

werden  Elasticitätscoefficienten  genannt. 

5)  Die  Grösse 

du    i    dv    X    dw 

^  ~~dx'^  dy'^'dz' 

die  vom  Coordinatensystem  unabhängig  ist,  wird  die  räumliche 
Dilatation  genannt. 

6)  Ist  der  Körper  homogen,  so  kann  man  schreiben: 

d^u        V    I    /i    I      \  ^^    I        ^ 


dP  '    '^      '    ^^  gy 

wobei  wie  üblich 

g2      .       8«      .       82 


/l  —  — — l-  -^^ — I- 


8a;»    '    8t/»    '    dz'^ 
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7)  Die  allgemeinen  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf  die  Ten 
peraturveränderungen  sind: 

^   dt*        ^  dy'^   dx   ~^    dy   '^   dg 

^  dP  ~^  Iz^   dx   ^    dy  '^    dz' 
wobei  s  die  Temperatur  und  j)  eine  Constante  bezeichnet   Es  is 

j)  =  Jlf «, 

wobei  Jlf  der  Elasticitätsmodul,  und  a  der  lineare  thermisch 
Coefficient  ist. 

Die  Gleichungen  für  die  Oberfläche  lauten  nun 

Xn  =  jpscos(w,Ä:)  -f-  Xa.C()s(n,a;)  -f-  XyCOs(n,y)  -|-  X,cö5(h,.") 

ri,  =  2>scös(n,y)  -f-  Y^cQs{n,x)  -|-  F»«)s(n,y)  -|-  Y^co${fi,i\ 

Zn=  ps cos (n, z)  4-  Zx cos (n, ic)  -\-  Zy cos (n, y)  -|-  Zg  cos (w, ^^l. 

8)  Wird  ein  stabf  örmiger  Körper  vom  Querschnitte  F  dnxcl 
eine  Kraft  P  gezogen,  und  sei  l  seine  Länge,  so  wird 

die  Gesammtdehnung  dieses  Körpers  sein.     6  wird  die  specii 
fische  A.usdehnung  genannt  und  es  wird 

—  i—     ^ 


l   ~  FE' 

wobei  E  der  Elasticitätsmodul  ist;  es  ist  dieses  diejenige 
Kraft,  welche  ein  Prisma  vom  Querechnitte  l  um  seine  eigene 
Länge  verlängern  würde,  wenn  dies  ohne  üeberschreitung  d^f 
Elasticitätsgrenze  möglich  wäre. 

9)  Wird  ein  prismatischer  Stab  von  der  Länge  ?,  der  Breik  h 
und  der  Höhe  h  gebogen,  so  werden  gewisse  Theile  kürzer,  gewisse 
länger,  es  wird  aber  immer  eine  Faser  geben,  die  während  der 
Biegung  gleich  bleibt.  Diese  wird  die  neutrale  Faser  genannt. 
Sei  P  das  spannende  Gewicht,  E  der  Elasticitätsmodul,  Tda> 
Trägheitsmoment,  und  es  werde  die  Mitte  der  ursprüngbcheii 
Lage  als  die  X-  Axe,  und  die  Senkrechte  darauf  als  Y-  Axe  an- 
genommen, so  ist 
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ie  Gleichung  der  elastischen  Linie,  d.  h.  jener  Gur^e,  welche 
ie  neutrale  Faser  bei  der  Biegung  macht. 

Die  Abweichung  am  Ende  von  der  ursprünglichen  Lage  ist 

E  bh» 

Die  allgemeine  Gleichgevichtsgleichung  lässt  sich  schreiben 
rie  folgt: 

labei  ist  q  der  Querschnitt  und  q  die  Dichte  des  Prismas.    Die 
illgemeine  Bewegungsgleichung  lautet: 

d*y  _  .^  (tt    ^'y 


10)  Die  Zugkraft,  welche  einen  prismatischen  Körper  vom 
Querschnitte  Eins  bis  zur  Elasticitätsgrenze  ausdehnt,  wird  der 
rragmodul  der  Ausdehnung  genannt  und  mit  2\  bezeichnet. 
Die  Druckkraft,  welche  diesen  Körper  bis  zur  Grenze  der  Elasti- 
cität  zusammendrückt,  wird  der  Tragmodul  der  Zusammen- 
drückung genannt  und  mit  T^  bezeichnet. 

Unter  dem  Tragyermögen  versteht  man  das  Product  aus 
dem  Querschnitt  in  den  Tragmodul.  Man  erhält,  wenn  man  das- 
selbe mit  Pi,  resp.  P,  bezeichnet, 

für  den  Zug        P^  =  F  1\ 

für  den  Druck    P,  =  FT,. 

Die  Zugkraft,  bei  welcher  ein  prismatischer  Körper  vom  Quer- 
schnitt 1  zerreisst,  wird  der  Festigkeitsmodul  genannt  und 
mit  Kl  und  K^  für  den  Zug,  resp.  den  Druck  bezeichnet. 

11)  Sei  G  das  Gewicht  des  prismatischen  Körpers  von  der 
Länge  l  und  dem  Querschnitte  P,  so  ist  seine  Ausdehnung  in- 
folge der  eigenen  Schwere  halb  so  gross  als  die,  welche  ein  Ge- 
wicht O  am  Ende  des  Körpers  hervorbringt,  also 

Dasselbe  Gesetz  gilt  auch  für  die  Gompression.  Sei  q  die 
Dichte  des  Prismas,  und  K  sein  Festigkeitsmodul,  so  zerreist  das- 
selbe bei  verticaler  Aufhängung  infolge  eigener  Schwere  bei  einer 
Länge  =  {K  :  q). 
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12)   Man  hat  in  Kilogrammen  per  1  qmm  Querschnitt 

A.    Für  den  Zug. 


Namen   der   Körper 

• 

±! 

^1 

A', 

Gusseisen 

Schmiedeeisen 

10000 

20000 

1100 

6,67 

13  —  20 

1,8 

13 

41—62 

6,5 

Holz  in  der  Richtung  der  Fasern  . 

B.    Für  den  Druck. 


Namen  der  Körper 


Gusseisen 

Schmiedeeisen 

Holz  in  der  Richtung  der  Fasern  . 


9900 
19  700 


13,13 
13,13 


73 
22 

4,8 


Ausserdem  sind  die  Werthe  von  K^  für  Basalt  =  20,  Ziegel- 
stein =  0,6,  Mörtel  =  0,4. 

13)  Man  nennt  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  neutralti 
Faserschicht  von  der  Fibene  eines  Querschnittes  geschnitten  lÄird^ 
die  neutrale  Axe  des  Querschnittes. 

Sodann  definiren  wir  die  Summe  der  Producte  aus  den  eiu- 
zelnen  Elementen  des  Querschnittes  in  die  Quadrate  der  Ent- 
fernungen von  der  neutralen  Axe  als  das  Maass  des  Biegungs- 
momentes und  bezeichnen  sie  mit  W.  Diese  Grösse  multipliiirt 
mit  dem  Elasticitätsmodul  nennt  man  das  Biegungsmoment 

Für  ein  Prisma  von  der  Breite  b  und  Länge  /  ist  für  die 
durch  den  Schwerpunkt  parallel  zu  b  gehende  Axe 

für  einen  Kreis  vom  Radius  r 


Tr=fr^, 


für  einen  beliebigen  Querschnitt  bezogen  auf  die  X-Äxe 
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nd  bezogen  auf  die  F-Axe 

Wy  =   I    x^ydx  ^ 

Sei  Q  der  Krümmungshalbmesser  der  elastischen  Linie,  und 
M  das  statische  Moment  aller  auf  den  betreffenden  Querschnitt 
rirkenden  äusseren  Kräfte,  so  wird 

WE 

Wir  haben,  wenn  die  Biegung  gering  ist,  näherungsweise 

laraus  folgt: 

WE^^  =  M 

ils  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  für  diesen  Fall.  Es  gel- 
:en  ferner  folgende  Sätze: 

Es  ist  das  Maass  W  des  Biegungsmomentes  bezogen  auf  die 
leutrale  Axe  gleich  dem  Maasse  Wi  bezogen  auf  irgend  eine 
5ur  neutralen  parallele  Axe  vermindert  um  das  Product  aus  dem 
Querschnitte  F  in  das  Quadrat  des  Abstandes  beider  Axen.  Die 
jr  rosse   W  ist  also  auf  die  neutrale  Axe  ein  Minimum. 

Seien  Wx  und  Wy  die  Werthe  von  W  bezogen  auf  die  X- 
and  F-Axe,  Wu  und  Ww  die  Werthe  von  W  bezogen  auf  die 
V'  und  jr-Axe,  wobei  ü  ]_W  denselben  Anfangspunkt  besitzt 
wie  X  und  F,  so  wird 

Vergl.  Weisbach,  Lehrb.  der  Ingenieur-Mechanik,  Bd.  L 
14)   Unter  dem  Drehungsmomeut  der  Torsion  wird  die  Grösse 

{W,-\'Wy)C=W.C 

verstanden,  wobei  C  das  Modul  der  Torsionselasticität  ist. 

Sei  P  die  tordirende  Kraft  und  a  der  Torsionswinkel,  so  ist 
für  einen  Cylinder  von  der  Länge  l  und  dem  Durchmesser  a 
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§.    198. 

Hydrostatik. 

1)  Sei  p  der  Druck,  q  die  Dichte,  und  seien  X,  Y",  Z  die 
Componenten  der  wirkenden  Kräfte,  so  muss  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes 

dp  =  Q  {Xdx  +  Ydy  +  Zdg]  =  0, 

also  auch 

Xdx  +  Ydy  +  Zdjg  =  0. 

Diese  Gleichung  stellt  die  Niveau  flächen  dar.  Im  Zu- 
stande des  Gleichgewichtes  steht  die  Resultirende 

R=VX^-\-  Y^-{-Z^ 

auf  den  Niveauflächen  senkrecht  und  es  existirt  nothwendiger- 
weise  eine  Kräftefunction  [/,  so  dass 

^-■gi"'    ^-'di'   ^-'dJ' 

2)  Dreht  sich  eine  Flüssigkeit  gleichförmig  um  die  Z-Axe 
mit  einer  Geschwindigkeit  ti?,  so  ist 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  +  w^\xdx  +  ydy]  =  0 

die  Gleichung  der  Niveauflächen  und  zugleich  der  Oberfläche  der 
rotirenden  Flüssigkeit. 

3)  In  einem  Cylinder  von  der  Höhe  h  und  dem  Radius  a 
wird,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet, 


Ferner  ist  der  Druck,  wenn  po  den  Druck  auf  der  Oberfläche 
bezeichnet  und 


gesetzt  wird. 


l>  =  —  ^rp^  -f  p  —  (a;2  +  y2)  -f  c. 


2 

4)  Rotirt  eine  flüssige  Masse  mit  einer  constanten  Geschwin- 
digkeit um  die  z-kxQ  und  werden  hierbei  ihre  Theile  von  dem 
Anfangspunkte  des  Coordinatensystems  nach  dem  Newton'schen 
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setze  angezogen,  so  wird,  wenn  r  die  Entfernung  eines  Punktes 
r  Masse  vom  Goordinatenursprung  und  g  die  Grösse  der  An- 
hung  in  der  Entfernung  a  bezeichnet, 

^  +  ^  (^'  +  y)  =  (^0^- 

s  Gleichung  der  gesuchten  Oberfläche  sein. 

5)  Versteht  man  unter  Druckhöhe  die  Tiefe  des  Schwer- 
nktes  einer  Fläche  unter  dem  Wasserspiegel,  so  gilt  allgemein 
\  Regel: 

Der  Druck  des  Wassers  normal  gegen  eine  ebene  Fläche  ist 
dch  dem  Gewichte  einer  Wassersäule,  deren  Basis  die  Fläche, 

und  deren  Höhe  die  Druckhöhe  ist. 
Dieser  Druck  entspricht  einer  Kraft, 
deren  Angriffspunkt  der  Mittelpunkt 
des  Druckes  genannt  wird. 

Sei  z  sein  Abstand  vom  Niveau, 
so  wird 

g.hF=  f  Kdw, 

wobei  F  die  ganze  Fläche  und  h  den 
Abstand  des  Schwerpunktes  dieser 
Fläche  vom  Niveau  bezeichnet 

Seien  x  und  y  die  Goordinaten 
dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  Axen- 
system  FOX,  so  wird: 


x.Fh 


=    /  xldw, 


io  gleich  dem  Trägheitsmoment  von  F  in  Bezug  auf  die  Axe 
X  und 


y.FH=  I  x^y^dw, 


K)  gleich   dem    sogenannten   Centrifugalmoment  in  Bezug 
f  die  Axe  0  F. 


§.  199. 

Hydrodynamik. 

I)  Es  seien  u,  t;,  u;  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit 
rallel  zu  den  Goordinatenaxen  zur  Zeit  t  im  Punkte  x^  y^  z.  Sei 
fner  p  der  Druck,  q  die  Dichtigkeit,  so  wird 


I^aRka,  mathem.  Formalluammlimg. 


45 
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(Euler'sche  Gleichungen) 


JW  ~  Q  dx 

dt^  Q  dy 

d^e  _  „_  J_  8p 
di^  ~  Q  dx, 

oder  auch 

du    ,       du    ,       du    ,        du        ^        l  dp 

Tt+''d^'^'d^  +  ^dJ  =  ^-'^di 

dv     .        dv    .       dv    ,        dv         ^       l  dp 
dt  dx    ^       dy    ^        dz  q  dy 

dw    i       du)    ,       8u;,       dw        „        19p 
dt    ^       dx    ^       dy    ^        oz  g  de 

Dazu  kommt  noch  eine  Relation  zwischen  p  und  p.     Die 

ist  fiir  Gase  bei  constanter  Temperatur  durch  das  Boyle^sc 

Gesetz  gegeben 

p  =  hQ. 

Im  Falle  der  incompressiblen  Flüssigkeit  ist 

Q  =  const.  I 

Bewegt  sich  ein  Gas  so,  dass  keine  Wärme  weder  aufgenoi 
men,  noch  abgegeben  wird,  so  ist 

wobei  V  =  1,41  für  atmosphärische  Luft  ist 
Femer  die  sogenannte  Gonünuitätsgleichung 

dg    ,    dgu   ,    dgv    ,    dgu> 

8M     8a:   "•"    8y  "+"   dz    ~ 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  fünf  unbekannten  Gross 

w,  t7,  tc,  p,  g. 
Sei  noch 

F(x,y,z,t)  =  0 

die  Begrenzung  der  Flüssigkeit,  so  muss  jederzeit 

8JF      ,    8F      ,    8-P       ,    dF       ^ 
dx       '    8y       ^    dz        '     dt 

Diese  Gleichung  besagt,  dass  Theilchen,  welche  einmal  s 
der  Oberfläche  waren,  auf  derselben  bleiben. 

2)  Denkt  man  sich  x^y^  z  als  Functionen  der  Coordioat 
des  Anfangszustandes  a,  i,  c  und  der  Zeit,  welche  dann  die  Bai 
des  Theilchens  x,  j/,  z  bestimmen,  so  folgt 
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(d^x         \dx     /dty      y\dy,/d*e      „\de      ldp_ 


(^-^) 


db^\dt*      ^J 


\dt* 

dy  .  /d*z 
db'^Xdt* 


') 


db^  Qdb  ~^ 


d{a,b,c) 


dy 
da 

dy 
db 

dy 

de 


dz_ 
da 

d^ 

db 

d£ 

de 


Dieses  ist    die   sogenannte  Lagrange'sche   Form][der  Be- 
regungsgleichungen. 

Die  Continnitätsgleichung  ist 

^_^   d{x,y,z) 

^~^'  d(a,b,cY 

?o  Qo  di^  Anfangsdichtigkeit  nnd 

dx 
da 

dx 

db 

dx 
Wc 

lie  übliche  Bezeichnung  der  Functionaldeterminante  ist. 

3)  Sind  die  Geschwindigkeiten  u^  v,  f€  so  beschaffen,  dass 

(ie  Ableitungen  einer  und  derselben  Function  q)  nach  x,  y,  z  sind 

st  also 

dq> 

dl' 

30  wird  q>  das  Geschwindigkeitspotential   genannt,   und  es 

besteht  der  Satz: 

Existirt  fiif  irgend  einen  Theil  einer  vollkommenen  Flüssig - 

Iceit  das  Geschwindigkeitspotential  unter  dem  Einflüsse  von  Kräften, 

lie  ein  Potential  haben,  so  existirt  für  diesen  Theil  das  Potential 

SLUch  in  jedem  anderen  Augenblicke,  wenn  nur  der  Druck  eine 

Function  der  Dichte  allein  ist. 

Die  Flächen 

q)  =  Const 

«werden  Niveau  flächen  genannt 

4)  Man  nennt  Stromlinie  eine  Linie,  deren  Richtung  in 
jedem  Punkte  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  hat. 

Ihre  Differentialgleichungen  sind 

dx       dy       dz 

UV  w 

46* 


dw 


dq> 

8y 


to 
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Ein  Raum,  der  von  sich  stetig  an  einander  schliessenden 
Stromlinien  gebildet  wird,  wird  ein  Stromfaden  genannt 

5)  Ist  für  jeden  Punkt  die  Geschwindigkeit  unabhängig  von 
der  Zeit,  so  entsteht  eine  continuirliche  Bewegung.  Die  Be- 
dingung hierfür  ist 

»if_0      ^-0     ^-0 

dt  -"'    dt  -"'    dt  —  "' 

6)  Alle  diese  Gleichungen  haben  die  sogenannte  innere 
Reibung  nicht  berücksichtigt. 

Sei  fi  der  Reibungscoefficient  also  für  die  Luft 

(i  —  0,0001878(1  +  0,003660-     • 
t  ist  die  Temperatur  in  Celsiusgraden,  oder  für  Wasser 

|ü  =  0,014061 
für  eine  Temperatur  von  24,5°  Celsius,  und  sei 

dx^  dy~  dz  ' 

welcher  Ausdruck  den  Volumzuwachs  des  Elementes  misst  mA 
räumliche  Dilatation  genannt  wird,  ferner 

dx^'^  dy^  "^  d0^  "~      ^' 

du  ^       dp    .    l      dD    ,        ., 

^  dt        ^  dx    ^    S  ^  dx    ^   ^ 

dv  ^       dp    ,    l      dB    ,        .^ 

^  dt        ^  öy    '    3       8y        ^ 

dtv  dp    ,    l      dB    .        .. 

^17  =  ^^-01+3'^  87  +  *^^'*^- 

Für  incompressible  Flüssigkeiten  ist  B  constant,  also  die 
Ableitungen  nach  a;,  y,  z  gleich  Null. 

In  Bezug  auf  weitere  Belehrung  verweisen  wir  auf:  Lamb, 
Einleitung  in  die  Hydrodynamik,  übersetzt  von  Reiff,  1884. 
Auerbach,  Die  theor.  Hydrodynamik  nach  ihrer  geschichtl.  Ent- 
Wickelung,  1881.  Daselbst  auch  Literatur,  desgl.  auch:  Thom- 
son und  Tait,  Handbuch  der  theoretischen  Physik. 

7)  Existirt  ein  Geschwindigkeitspotential  9,  und  haben  die 
Kräfte  ein  Potential  F",  so  lassen  sich  die  Euler'schen  Gleichun- 
gen integriren.  Man  hat  dann  nur  eine  Function  9  zu  bestim- 
men, welche  der  Gleichung 


so  wird 
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d^q>         d^q>         .8^y  _ 

;eiiügt  und  diese  in 

tinzusetzen,  so  ergiebt  sich  der  Druck  p.    Hier  ist 

q  =  Vw»  -i-  v^  -\-  w^ 

ind  F(t)  eine  willkürliche  Function.  Um  diese  zu  bestimmen, 
nuss  p  in  irgend  einem  Punkte  der  Flüssigkeit  für  alle  Werthe 
^eh  t  bekannt  sein. 

Lamb-Reiff,  1.  c.  p.  28. 

8)  Haben  die  Kräfte  ein  Potential,  so  können  die  Funda- 
nentalgleichungen  eine  andere  Form  annehmen.  Seien  w©,  Vq»  ^o 
lie  anfanglichen  Componenten  der  Geschwindigkeit  und 

\o  lauten  die  sogenannten  Web  er 'sehen  Gleichungen: 
dx   ^[dy    dy  j^dz    dz _i    ^% 

dx   dx    ,dy    dy    .dz     dz i    ^>C 

dt'db~^dt'db'^'dt'Fb~^'~^db 

dx   dx.dy    dy    .dz     dz _I_^>C 

'di'Fc'^dt'dc'^'di'dc~'^'^dc' 

Weber,  Grelle  Joum.  Bd.  68. 

9)  Sei 

^ Jl^  /dw  __  dv\ 

^-  2\d^       d^J 

^  ~  2  \dz      dx) 

^  ~  2\dx       dyj 

Sodann  wollen  wir  eine  von  Punkt  zu  Punkt  gezogene  Linie, 
welche  überall  mit  der  Momentanaxe  der  Rotation  der  Flüssig- 
keit übereinstimmt,  eine  Wirbellinie  nennen. 

Die  Differentialgleichungen  dieses  Systems  von  Linien  sind: 

dx dy dz 

T ""  Y  ~  T" 
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Ziehen  wir  durch  jeden  Punkt  einer  kleinen  geschlossenen 
Curve  die  entsprechende  Wirbellinie,  so  erhalten  wir  einen  Wir- 
belfaden oder  Wirbel.  Diese  Bezeichnung  übertragen  vir 
auch  auf  die  im  Wirbel  befindliche  Flüssigkeit. 

Das  Product  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Quer- 
schnitte ist  für  alle  Punkte  des  Wirbels  dasselbe.  Es  führt-  des 
Namen  der  Intensität  des  Wirbels. 

Die  Wirbellinien  sind  geschlossene  Gurven,  oder  sie  müssen 
sonst  in  den  Grenzflächen  anfangen  und  endigen. 

Vergl.  Auerbach,  1.  c.  p.  94.    Lamb,  Cap.  VU. 

10)  Ausfluss  durch  eine  Oeffnung.  Sei  w  der  Fläclen- 
inhalt  des  Schnittes  durch  das  Gefass  in  der  Entfernung  x  vom 
Anfangspunkte  des  Coordinatensystems,  u  die  Geschwindigkeit, 
ferner  Sl  der  Flächeninhalt  der  Oeffnung  und  U  die  Geschwin- 
digkeit in  der  Oeffnung,  h  der  Abstand  des  Niveau  vom  Anfange 
der  X  und  b  sein  Abstand  von  der  Oeffnung,  femer  P  der  cot- 
stante  Druck  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  so  wird  unkr 
der  Voraussetzung,  dass 

wu  =  HU    (Parallelismus  der  Schichten) 

und  wenn  0  den  Werth  von  W  am  Niveau,  femer  P'  den  Dmck 
auf  die  Flüssigkeit,  welche  aus  dem  Gefässe  heraustritt,  bezeich- 
net, und 


dx 

—  =  w 
w 


/ 


ist, 


P  —  P'  =  gQd  (d  sehr  klein) 
1  —  rr^  =  «'  («  nahe  an  1) 
2(/(Z.f  d}  =  x« 


wäre  U  constant,  so  würde  folgen 


dies  ist  der  hydrodynamische  Druck.    Der  hydrostatische 
wäre 
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Es  ist  demnach 

nachdem 

w  =  0. 
< 

Man   findet  femer,  wenn  zur  Zeit  ^  =  0  die  Geschwindig- 
ten gleich  Null  waren, 

^        a  1  +  e*' 


^==  — 


mSl 


Der  Werth  TJ  nähert  sich,  je  kleiner  ü  ist,  in  desto  kürzerer 
it  der  Grenze 


Das   Volumen   F,  nach  dem  Verlaufe  der  Zeit  t  aus  dem 
ifässe  getreten,  ist  gegeben  durch 

ZTl — 2 — 

id  nähert  sich  bei  grossem  t  der  Grenze 


V2 g (Z  +  S)    ,        2mtog2 


i  allen   diesen  Formeln  wurde  vorausgesetzt,  dass  das  Niveau 
:;h  nicht  ändert. 

11)  Diese  Formeln  gelten  nur  dann,  wenn  der  Druck  der 
ift  auf  den  Wasserspiegel  ebenso  gross  ist,  wie  der  gegen  die 
asmündung.  Sei  p  der  Druck  im  Niveau  der  Ausmündung,  so 
ird  näherungsweise 

Vergl-  Weisbach,  Lehrbuch  der  Ingenieur -Mechanik,  Bd.  L 
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§.  200. 

Aerostatik. 

1)  Barometrische  Höhenmessung.  Seien  &o  ^^^  h  ^ 
beiden  Barometerstände,  t^  und  ti  die  Temperaturen,  und  h  d 
gesuchte  Höhendififerenz  in  Metern,  ferner 

«  =  I  («0  +  h), 

80  ist  nahezu 

h  =  IS  4:20  {log  bo  —  %6i}(l  +  0,0039  f> 

2)  Ist  bt  der  bei  der  Temperatur  t  abgelesene  Baromete 
stand,  so  ist  der  auf  0®C.  und  für  9  =  45^  reducirte 

Jo  =  Jj(l  -.  0,0001310(1  —  0,0026  cos  2  9). 
Vergl.  Rühlmann,  Barometrische  Höhenmessungen,  1870. 

3)  Bedeutet  ^0  die  Temperatur  auf  der  Oberfläche,  t  jeue  i 
der  Höhe  Ä,  sowie  g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  ro  di 
Geschwindigkeit  des  Schalles  an  der  Oberfläche  der  Erde,  sü*i 

y  =  1,3492,  .  .  . 
so  wird 


<  =  <.(l  -^^9h). 


4)  Sei  12  der  Halbmesser  der  Erdkugel  und  g  die  Beschiel 
nigiing  der  Schwere,  r  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  di 
Erdatmosphäre  vom  Erdcentrum,  tp  seine  geographische  Breii 
und  T  die  Umdrehungszeit  der  Erde,  so  ist  die  Gestalt  der  AtBi' 
Sphäre  bestimmt  durch 

1  _    1  f|  _  2«»  r^cos^fp 


r  ~  R\  P      gR 

Vergl.  F.  NeumanU)  Einleitung  in  die  theoretische  Physi| 

§.  201. 

Aerodynamik. 

A.    Allgemeines. 

1)  Sei  p  der  Druck  der  äusseren  Lufb,  pi  und  pi  der  Dmd 
und  das  specifische  Gewicht  der  inneren  Luft,  so  ist,  wenn  m 


I 

M 
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>ufl  während  des  Ausflusses  ihre  Dichtigkeit  nicht  ändern  würde, 
ie  Ausflussgeschwindigkeit  gegeben  durch 


-  =V^'  f:  ('  -  i} 


2)  Nimmt  man  an,  dass  die  Luft  beim  Ausströmen  keine 
'emperaturyeränderung  erleidet,  dass  sie  sich  also  hierbei  nach 
em  Mariotte'schen  Gesetze  (S.  623)  ausdehnt,  so  wird 

v,  =  y2g  ^log  nat^ 


v,  =  396  y(l  +  0,00367  0  log  not  4-^, 

fTobei  b  den  Barometerstand  der  äusseren,  und  h  den  Manometer- 
tand  der  inneren  Luft  bezeichnet.  0,00367  ist  der  Ausdeh- 
lungscoefficient  der  Luft.  Diese  Formel  genügt  für  lang- 
same Yolumveränderungen. 

3)  Allgemeine  Formel,  wenn  langsame  Bewegungen  voraus- 
gesetzt werden  und  die  Temperaturveränderungen  berücksichtigt 
Verden,  lautet: 

wobei 

X  =  1,41 

gleich  dem  Quotienten  aus  den  specifischen  Wärmen  beim  con- 
stanten  Druck  und  Volumen. 

4)  Fliesst  die  Luft  aus  einem  Reservoir  durch  eine  Röhre 
rem  Querschnitte  6,  an  deren  Ende  sich  eine  Oeflhung  F  be- 
findet, so  wird  die  Ausflussgeschwindigkeit 


174  = 


y^^WW' 


dabei  wird  jedoch  vorausgesetzt,  dass  die  Röhre  keineswegs  zu 
lang  ist,  denn  sonst  müsste  noch  die  Reibung  berücksichtigt  wer- 
den. Bei  allen  diesen  Formeln  wurde  der  Manometerstand  als 
constant  vorausgesetzt 


7U 


Aerodynamik. 


Fig.  16. 


B.    Dynamik  der  Atmosphäre. 

1)  Ein  jeder  auf  der  Erdoberfläche  sich  bewegende  Körpei 
von  der  Masse  m  hat  in  Folge  der  Erdrotation  die  Tendenz,  aoi 
der  nördlichen  Hemisphäre  nach  rechts,  auf  der  südlichen  nacl 
links  von  jeweiliger  Bewegungsrichtung  abzuweichen.  Diese  Ten* 
denz  entspricht  der  Kraft 

2  m  Vt€  sin  % 

wobei  V  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  w  die  Winkelgesch^n 
digkeit   der  Erde  und   tp  die  geographische  Breite  bezeichnet 

Geschieht  die  Bewegung  nun  unta 
dem  Einflüsse  dieser  Kraft ,  so  be- 
schreibt der  Punkt  die  sogenannte 
Trägheitscurve,  deren  Krüm- 
mungsradius Ei  die  Grösse 

2wsinfp 

ist 

2)  Sei   r  die  sogenannte  Gra- 
dientenkraft  und  wird 

Fn  =  rsin  if 

Fi  =  Fcos  if 
gesetzt,  so  folgt: 

rn^=in\2Vfjosinq> =-L 

wobei  R  der  Krümmungsradius  der  Luftströmung  ist.    Femer 

wobei  k  der  Reibungscoefficient  und  a  die  Beschleunigung  des 
Luftstromes  ist. 

3)  Sei  G  die  barometrische  Differenz  für  eine  horizontale 
Entfernung  von  111km,  so  wird 

worin 

^  =  (?45. 0,00012237. 

Sei  noch  g  die  Dichte,  so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen 
auch  schreiben  wie  folgt: 
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—  Gsinif  =:  2wsinwV yr 

—  Ocosi>  =  xV -^  a. 

In  diesen  Gleichungen  ist  die  Beziehung  zwischen  G  (Luft- 
ick),  V  (Windgeschwindigkeit)  und  Reibung  theoretisch  nieder- 
egt 

Die  Constante  x  hat  nach  Mohn  und  Guldberg  je  nach 

r  Oberflächenbeschaffenheit  verschiedene  Werthe.     Die  Gren- 

1  sind: 

«  =  0,00002  für  Meeresoberfläche, 

X  =  0,00012  für  sehr  unebene  Binnenländer. 

4)  Man  kann  noch  andere  Grundgleichungen  ableiten:   Seien 

und  t;  die  Gomponenten  der  horizontalen  Luftgeschwindigkeit  F, 

die  Dichte  der  Luft,  P  der  Luftdruck,  t  die  Zeit,  femer  x  der 

ibungscoefficient  und 

X  =  2  «;  stn  9, 

lauten  die  Grundgleichungen  (siehe  Hydrodynamik): 

du  ,  1 8P 

dt  Q  dx 


>bei 


dv         ,    ,  l  dP 

dt         \  Q   öy 

du       d^x 


dt        dt^ 

dv d^y 

dt^Ti» 
H    Setzt  man  noch 

X  =  rsin^y    y  =  r cos-O-, 
mar 

^  l   IdP    '   ^    i    dP       ^]  l  dP 

^1  = -5—  sind-  4-  ^r—  COSd)  = ■:^- 

Q  \dx  '    Sy  J  Q   dr 

.  l   IdP       ^       dP    .   ^\  1   dP 

^1  = { a—  cosf^  •—  ^—  sind']  = -— , 

Q  \dx  dy  J  Q  dn' 

folgt: 

dt^-'idt)  -*^dr  +  ^d7  =  ^^ 

d»d   ,    ^dr  da-    ,    ,  dr    ,         d-fr        . 
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wobei  n  die  Normale  des  Radiusvector  ist.     Es  sei  noch  ao^ 

2« 


führt)  dass 


w  = 


=  0,00007292 


86164 

logw  =  0,86285  --  5 

gesetzt  werden  kann. 

Vergleiche:    Sprung,  Lehrbuch  der  Meteorologie,  Hamta 
1885. 


i. 


§.  202. 

Akustik. 


1)   Eine  regelmässige  Erschütterung  kann  unter  Umständi 
einen  Ton  hervorbringen.     Die  Anzahl  der  Erschütterungen 
der  Zeiteinheit  wird  die  Tonhöhe  genannt.     Das   Verhältd 
der  Erschütterungszahlen  zweier  Töne  heisst  ihr  Intervall.   D 
wichtigsten  Intervalle  sind 

.  c  :  Ci  =  1  :  2 

.  c  :  jf  =  2  :  3 

-  ?  :  Ci  =  3  :  4 

.  c  i  e  =4:5 

.  e  :  g  =5:6. 

Eine  Erschütterung  entspricht  einer  Schwingung,  die  Za 


Octav     .    . 
Quint     .    . 
Quart    •    . 
Grosse  Terz 
Kleine  Terz 


der  Erschütterungen  wird  die  Schwingungszahl  genannt 
Man  hat  für  die  gewöhnliche  Dur-Scala:  . 


Name 


a 


s 

GQ 


OD      M 

OB      U 

5^ 


9 

.a 


O      Q) 


I  ^1 

OB    'w*     I      _ 

»;    &  !    ä 


Zeichen 


Relative  Schwingungszahl 
Intervall 


c 

ixty  do 

1 


d 
re 

% 


e 
mi 

V« 


/ 

fa 

8 


Vi 


9 

8Öl 

% 


a 
la 

Vs 


h 


6 


V. 


8 


'% 


16 


'/l5 


•/< 


8 


'% 


V, 


8 


IS 


u 


Das  Verhältniss  %  :  Vio  =  80  :  81  heisst  ein  Komma. 

In  der  Musik  gebraucht  man  die  Stimmung  der  gleicl 
schwebenden  Temperatur,* indem  man  die  relativen  Sch^ 
gungszahlen  vertheilt  wie  folgt: 
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d        dis        e       f      fis 

2Vi»     2Vn    2Vi,   2Vi,    2Vi, 

a  ats         h  C] 

2Vi2      2iVi»    2"A,    21«/». 

Zur  absoluten  Bezeichnung  der  Tonhöhe  benutzt  man: 

=  435     Schwingungen  per  Secunde  (Pariser        Stimmung) 
-  426,6  „  ji         ji        (Akustische  „      ). 


c 

c%s 

2Vi. 

2'/.. 

9 

gis 

2V» 

2V.» 

Der  natürlichen  Zahlenreihe  entsprechen  durch  ihre  Schwin- 
folgende  Töne: 

1  23456789         10 

c        Ci       gi       C2       c,       g2  c^       d^       e,. 

(Harmonische  Oberreihe.)  Die  die  Klangfarbe  ans- 
ehenden Partialtöne  gehören  der  harmonischen  Oberreihe  an. 

2)  Sei  E  der;  Elasticitätsmodul  und  D  die  Dichte  eines 
diums,  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schal- 
a  gegeben  durch 


-Vi- 


Für   die  Luft  oder  irgend  ein  Gas,  wenn  P  den  Anfangs- 
ick  bezeichnet,  geht  diese  Form  über  in 


•=V7|, 


bei   y  =  1,396  für   trockene  Luft,  Sauerstoff,  Stickstoff  und 
isserstoff.    Für  die  Luft  hat  ifian  speciell 

o  =  330,70  Vi  4-  0,00367 1  m, 

t  die  Temperatur  in  Celsiusgraden  bezeichnet,  y  ist  nichts 
leres  als  das  Verhältniss  der  specifischen  Wärmen  beim  con- 
nten  Druck  und  Volumen.    Für.  Wasser  ist 

a  =  1435. 

3)    Das  Geschwindigkeitspotential   für   die  Luftbewegungen, 
einem  einfachen  Tone  entsprechen,  ist,  wenn  n  die  Schwin- 
ngszahl  bezeichnet,  und 

X  =  

a 

^tzt  wird: 

<p  =  Acosxxcos2xnt  -|-  Bsinxxsin2nnt 
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Sei  nun  l)  B  =  0  oder  (A  =  0),  so  wird 

9  =  Äcosicxcos2xnt^ 

und  wenn  |  die  Verrückung  zur  Zeit  t  in  der  Richtung  der  jr-Ai 
bezeichnet, 

dt        dx' 

also 

A 

ä  = sinxxsin27cnt 

a 


Die  Grösse 

— 

A    . 

—  stnxx 
a 

nenni 

^  man  die  Amplj 

Ltude. 

Sei  k  die  Wellei 

X  = 

23t        a 
X         n 

und 

• 

Amplitude  = 

-0 

,  wenn  x  = 

„  =Max„      „      a;  =(2i>  + 1)-^, 

dabei  ist  p  eine  positive  ganze  Zahl. 

Im  ersteren  Falle  ist  die  Geschwindigkeitsänderung  gleic 
Null,  es  entsteht  ein  Knoten,  im  letzteren  ist  die  Druckändenu 
gleich  Null,  es  entsteht  ein  Bauch. 

Schwingungen  dieser  Art  werden  stehende  Schwingua 
gen  genannt.^  \ 

Sei  nun  ^  =  ±  j&,  so  entstehen  die  sogenannten  fort 
schreitenden  Schwingungen,  es  ist  sodann 

(p  =  Acosx(x  ^  af) 

I  =  qp  J.  cos  X  (a?  :p  a  <). 

Ist  die  Luftmasse  durch  eine  zur  a;-Axe  senkrechte  Eb^ 
begrenzt,  so  wird 

und  es  entsteht  an  der  Begrenzungsstelle  ein  Knoten.  Daßä 
folgt,  dass  für  zwei  begrenzende  Ebenen  der  Abstand  ein  ^^ 
faches  der  halben  Wellenlänge  sein  muss. 

4)  Um  die  Gleichungen  für  die  Wellenbewegung  nach  eiri« 
Dimension  zu  erhalten,  hat  man  folgende  Ueberlegung  anzusteU«^' 
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Sei  I  die  Verrückung  jener  Theilchen  in  der  Zeit  t^  die  sich 
rspriinglich  in  der  Lage  x  befanden.     Die  Ebene,  die  früher 

urch 

X  und  X  -{-  dx 

egrenzt  war,  ist  nun  von 

x-\-i    und    a;  +  S  +  (l+||)da: 

egrenzt,  so  dass  die  Gontinuitätsgleichung 


'{■+ii)=- 


ein  wird,  wo  q  die  Dichte  bezeichnet.     Die  Bewegungsgleichung 
er  Luftschicht  ist  nach  den  hydrodynamischen  Grundgleichungen 

^  dt*~       dx 
mdet  kein  Verlust  noch  Gewinn  an  Wärme  statt,  so  wird 

Iliminirt  man  p  und  p,  so  folgt,  wenn 
;esetzt  wird, 


dt* 


^  dx 


r+i 


!)a  nun  d^ßx  sehr  klein  ist,  so  ist  nahezu 

dP  dx* 

)as  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  ist 

i  =  F(x  —  at)  -\-f(x  4-  at). 

5)   Fär  eine  Kugelwelle,  die  symmetrisch   um  den   Er- 
ichütterungspunkt  sich  fortpflanzt,  lautet  dieBewegungsgleichung: 

d*  r     \         *d*   ,     . 

iabei  ist  (p  das  Geschwindigkeitspotential  und  r  der  Radius  der 
JVelle,  die  Lösung  dieser  Gleichung  lautet 

<p=lF(r-aO+/(r  +  aO. 

T 
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6)  Um  die  allgemeinen  Gleichungen  zu  erhalten,  setze  mafi 

Qo 

wobei  <y,  je  nachdem  es  positiv  oder  negativ  ist,  Condensation 
oder  Dilatation  genannt  wird.  Qq  ist  die  Dichte  im  Gleich- 
gewichtszustände, sodann  lauten  dieselben 


=  a' 


10a:«    '    dy^ 


I) 


0=f{x,y,z)  für  ^  =  0 H) 

|£  =  _(|!fo+|ü2  +  |!^l=  F{x,y,z)  für  <  =  0  lU.) 
dt  \dx  ~  dy~  dz]  \  '^'  ^ 

Man  hat  zunächst  eine  allgemeine  Lösung  der  ersten  Glei- 
chung I)  aufzusuchen,  sodann  in  ihr  die  willkürlichen  Constanta 
so  zu  bestimmen,  dass  sie  die  Gleichungen  II)  und  III)  erfüllen. 
Sodann  erhält  man  die  Grössen  tt,  v,  w  (die  Componenten  der 
Geschwindigkeit)  nach  den  drei  Axen  aus  den  Gleichungen: 

t 

M(j  —  tt  ==  a*   /    -jr-  dt 

J    ox 


0 
i 


Vq  —  V  =  a^  I   ^  dt 


0 

7)  Seien  l  und  V  die  natürliche  und  gespannte  Seitenlange 
bei  einer  spannenden  Kraft  p,  so  ist  genähert  (nach  einem  zuerst 
von  Hooke  aufgestellten  Princip  „ut  tensio  sie  vis")  die  Span- 
nungszunahme 

wobei  q  eine  vom  Material  und  Querschnitt  abhängige  ConstaDte 
bezeichnet. 

8)  Nehmen  wir  nun  constante  Spannung  an  und  verDScb- 
lässigen  wir  die  Quadrate  der  Neigungen  gegen  die  iiT8]»riio^- 
liche  Lage,  so  liefert  das  D'Alembert'sche  Princip  folgeD<i^ 
Gleichungen  für  die  Bewegung  einer  vollkommen  bi^?' 
Samen  Saite: 
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8»S         ^,8«! 


=  ß 


2 


— '-  =  a'  — ^ 


|ö^=     ^ 


8f»  ay« 

Dabei  sind  a;,  y,  xf  die  Coordinaten  der  ursprünglichen  Lage 
(parallel  und  senkrecht  zur  ruhenden  Saite),  |,  iy,  g  die  der  Ver- 
rückung, jp  ist  das  Gewicht  der  ganzen  Saite,  c  ist  ihre  Länge 
iSid  g  die  Beschleunigung  der  Schwere. 

Dazu  kommen  noch  die  Bedingungsgleichungen. 

Die  erste  Gleichung  giebt  die  Longitudinal-,  die  beiden 
letzteren  die  Transversalschwingungen  der  Saite. 

9)  Nehmen  wir  die  TransTersalschwingungen  als  in  der 
xy-Ebene  vor  sich  gehend,  so  wird: 


mit  den  Bedingungen: 


für  i  =  0,  und 


n  =  0 


für  y  =  0,  und  y  =  c. 
Die  Integration  giebt: 

ff  =    >.«  {^x cos t  -f-  BxStn ^1  sin  —  y, 

^  C  C        }  c 

wobei  ^  und  J?  sich  bestimmen  aus 


00 

/(»)  =  2*  ^«  *'"  ^  ^ 
^:(y)  =  ^  2*  -^'  ^*^  V  ^' 


so  dass 


e 

Ajt  =  —    I  f{X)sm  —  X.dX 
c  ^j  c 

0 
Laika,  msthem.  FMnelniammlimg.  4^ 


722  Akustik. 


5^  =  -^    f  Fa)sin—  X.dl 


0 

wird.    Für  die  tiefste  Schwingung  (x  =  1)  ergiebt  sich  als  Periode 
und  hieraus  ergiebt  sich  die  Schwingungszahl  des  Grundtones 


JL-11/^ 


Diese  Formeln  enthalten  die  von  Mersenne  (1636)  expei-  * 
mentell  entdeckten  Gesetze  derTransversalschwingungen  der  Saiten 

10)  Für   longitudinale   Schwingungen  von  Stäben 
gilt  allgemein  die  Gleichung: 

wobei  £  die  Verrückung,  x  die  ursprüngliche  Lage  eines  Punktes 
charakterisirt  Sei  r  die  auf  die  Flächeneinheit  senkrecht  zum 
Querschnitt  wirkende  Spannung,  so  wird 

r  =  flr  — i,    q  eine  Gonstante 

ox 

und 

wo  Q  die  ursprüngliche  Dichte  bezeichnet. 

I.    Nehmen  wir  nun  an,  der  Stab  sei  an  beiden  Enden  frei. 
Sodann  haben  wir  die  Gleichungen: 

dP  dx^ 

—2.  :=  0,  für  a:  =  0,  und  x  =  L 
dx         ^  ' 

wo  l  die  Länge  des  Stabes  bezeichnet. 
Ausserdem  ist 

o  fc  für    ^  =  0. 

Man  hat: 


Aicos 


—j \-  Bi  sm  — j—L 
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wobei  A  und  B  auf  dieselbe  Weise  wie  in  Nro.  9  zu  bestimmen 
sind  aus  f{x)  und  jP(x).    Die  Periode  der  tiefsten  Schwingung  ist 

a  ^    q 

U.  Ist  das  eine  Ende  fest,  das  andere  frei,  so  sind  die 
Schwingungen  dieses  Stabes  identisch  mit  denen  der  einen  Hälfte 
eines  Stabes  von  doppelter  Länge,  dessen  beide  Enden  frei  sind, 
vorausgesetzt,  dass  derselbe  nur  in  den  Arten  schwingt,  für  welche 
i  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist 

III.    Sind  beide  Enden  fest,  so  haben  wir: 

dp  ~        dx^' 
für  a;  =  0,  ist  auch  |  =  0 

sowie 

a  fc  für   ^  =  0. 

dt  ^  ^' 

Die  Lösung  lautet: 

g  =  /J  y  +  ^<  Sin  — T—  lAiCOS  — ^ 1-  Bi stn  —^ — ^• 

A  und  B  bestimmen  sich  wie  früher. 

11)  Aehnlich  gestalten  sich  die  Gleichungen  für  Torsions- 
schwingungen. Sei  n  die  Elasticitätsconstante  und  q  die 
Dichte,  %'  die  Winkelverschiebung  eines  Querschnittes,  der  um  x 
vom  Anfangsquerschnitt  entfernt  ist,  so  wird 

Die  Bedingungsgleichungen  sind  dieselben  wie  bei  den  Lon- 
gitudinalschwingungen.    Für  ein  freies  Ende  ist 

für  ein  festes  #  =  0. 

Sei  n  die  Schwingungszahl  für  longitudinale,  -W  jene  für  Tor- 
sionsschwingungen, so  wird 


V3>^>V2. 


46* 
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12)  Für  transversale  Schwingungen  von  Stäben  hat  maD 
Fundamentalgleichung 


dt*  ^       dx*       ' 


wobei  X  den  Trägheitsradius  des  Querschnittes,  und  wenn  q  d< 
Elasticitätsmodul  und  q  die  Dichte  bezeichnet, 

Q 

Die  Grenzbedingungen  für  ein  freies  Ende  sind 

dx*  ~~  '    dx»       ' 


dagegen  für  ein  festes: 


,  =  0,    11  =  0. 


Sei  l  die  Länge  des  Stabes  und  m  eine  noch  zu  bestimmende , 
Zahl,  so  ist  die  allgemeine  Lösung  enthalten  in 


Dazu  haben  wir  vier  Endbedingungen,  für  jedes  Ende  zwei, 
diese  liefern  das  Verhältniss 

A:  B:  C:D, 

sowie  eine  Gleichung,  der  ni  genügen  muss. 

Die  Theorie  ergiebt  eine  Schwingungsdauer  für  cylindriscbe 
Stäbe  vom  Radius  r 

»  =  o,.c.  Ij^'  VI 

und  für  prismatische  von  der  Höhe  h 

n  =  0,162  ^  yl, 

bei  den  letzteren  ist  n  von  der  Breite  unabhängig. 

Diese  Schwingungen  entsprechen  dem  Grundtone.  Die  Schwin- 
gungszahlen  höherer  Töne  verhalten  sich  zum  Gnmdton  wie 

1  :  6,26  :  17,54  :  34,78  :  56,84  ... 

13)  Sei  Tdie  Spannung  einer  Membran,  sowie  q  ihre  Ober- 
flächendichtigkeit, sowie  q>  die  Verrückung,  so  lautet  die  Be- 
wegungsgleichung 
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obei 

T 

a  =  — 

9 

Als  Nebenbedingungen  haben  wir 

^  =  0  in  der  Umgrenzung  der  Membran 
»=/(«,»)     tu,    1  =  0. 

In  Bezug  auf  die  hier  behandelten  Schwingungstheoreme  sei 
erwiesen  auf:  Strutt-Rayleigh,  Theorie  des  Schalles,  deutsch 
on  Neesen.  Riemann,  Partielle  Differentialgleichungen,  h. 
'.  Hattendorf.  Kirchhoff,  Mechanik.  Clebsch,  Theorie  der 
Slasticität  (1862).  Beer,  Einleitung  in  die  mathematische  Theorie 
1er  Elasticität  (1869).  Lame,  Lebens  sur  la  theorie  math.  de 
'elasticite  (1866). 

§.  203. 

Wärmeleitung. 

1)  Die  Wärmemenge,  welche  ein  Körper  von  der  Masse  m, 
der  specifischen  Wärme  c  und  der  Temperatur  u  enthält,  ist 

W  =  mcu. 

2)  Sei  ein  isotroper  Körper  gegeben,  und  sei 

wobei  X  der  innere  Wärmeleitungscoefficient  genannt  wird 
und  Q  die  Dichtigkeit  ist,  so  wird 

dt  '~  ^  \dx^'^  dy^    '    eW 
dazu  kommt  noch  die  Bedingung  an  der  Grenze 

du    .    h  .  V        ^ 

wobei  h  der  äussere  Wärmeleitungscoefficient  ist.   Für  den 
Fall,  dass  zwei  Körper  zusammenstossen,  ist 

du         f  du* 

dn  dn 
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Dieses  sind  die  Fundamentalgleichungen  für  die  Wänn*- 
vertheilung  in  isotropen  Körpern. 

3)  Sei 

X  =  rsinO  cosq> 

y  =  rsind  3inq> 
z  =  rcos  ö, 
so  wird  die  erste  Gleichung  zu 

dt  ~  r^  [dr\     dt)  "^  sind  80  V*^^  90/  "*"  sm«ö  "8^1  j 

4)  Um  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  anisotropei 
Körper  zu  erhalten,  seien  a^x  gewisse  von  der  Natur  des  Kör 
pers  abhängige  Constanten,  so  wird 

+  («12  +  «Jl)  ÖTZToT.  +  («28   +  «Ss)  ÖT"^  +  («13  +  «Sl) 


8a:8y    '    ^"    '    ^''^dydz    '    ^"    '      ^'^  er(..• 
8u  , 

r=:  CO  1 

^  dt 

die  allgemeine  Gleichung  sein. 

Im  holoedrischen  System  ist 

Wir  haben  demnach 

82m    ,    ^  82u     ,        8>ti  du  „ 

«8r»  +  ^87+^8r;^  =  '^8i'  •  •  •  •  "' 

Ist  u  von  der  Zeit  unabhängig,  so  entsteht  ein  Zustand  ih 
Wärmegleichgewichtes  oder  der  sogenannte  stationäre  Zustaiiii 
Die  durch  den  Punkt  xyz  in  der  Richtung  l(iv  fliessenA 
Wärmemenge  ist 

j  8m    ,    p  8ti    ,    ^  8m 
^8¥  +  ^8l?+^87' 
wobei  im  allgemeinen  Falle: 

^  =  «11^  +  «J2f*+  «13  V 
If  =  «31  A  +   «22  ^  +  «23  V 

0  =  «31  A  +  «32  ^  +  «83  V. 

Die  Grösse 

g  =  Va2  +  ^2  ^  y> 

wird  auch  der  mittlere  Wärmeleitungscoefficient  genannt. 
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5)  Im  Falle  eines  holoedrischen  Systems  hat  Lame  zwei  zu 
in  Problemen  in  enger  Beziehung  befindliche  EUipsoide  einge- 
hrt,  das  Hauptellipsoid 


«« 
«/ 

+ 

+ 

1 

id 

das 

L 

eitungselli 

psoid 

«2 

ß' 

— 

2^ 
y2 

1 

Es  giebt  nämlich  in  jedem  Körper  ein  einziges  rechtwink- 
ges  Coordinatensystem,  für  welches  die  allgemeine  Gleichung  I) 
I  die  holoedrische  II)  übergeht.  Dieses  System  bildet  die  Axen 
es  Hauptellipsoids. 

Es  giebt  zugleich  unendlich  viele  schiefwinklige  Systeme,  die 
las  bewirken;  ihre  Axen  sind  conjugirte  Durchmesser  dieses  EUip- 
oids.     In  der  obigen  Gleichung  ist 

^^.  setzen. 

Wählen  wir  die  Hauptaxen  des  Hauptellipsoids  als  Coor- 
iinatenaxen  und  bestimmen  für  jede  Richtung  die  Grösse  von  x 
md  tragen  auf  diese  Richtung  die  Grösse 

c 
X p, 

q 

so  liegen  die  Endpunkte  auf  dem  Leitungsellipsoid. 

lieber  die  Theorie  der  Wärmeleitung  handeln  folgende  Werke : 
Fourier,  Analytische  Theorie  der  Wärme,  deutsch  von  Wein- 
stein (Orig.  1822  erschienen).  Lame,  LcQons  sur  la  theorie 
analyt.  de  la  chaleur,  Paris  1861.  Riemann,  Partielle  Diffe- 
rentialgleichungen, herausgegeben  von  Hattendorf,  Braun- 
schweig 1882.  Heine,  Handbuch  der  Kugelf unctionen ,  Bd.  II. 
Dronke,  Einleitung  in  die  analytische  Theorie  der  Wärme- 
verbreitung, 1882.  Poisson,  Theorie  math.  de  la  chaleur,  Paris 
1835—1837. 

6)  Nehmen  wir  einen  isotropen  Körper,  der  von  einer  un- 
endlichen Ebene,  die  wir  als  die  j/;8r- Ebene  nehmen,  begrenzt  ist. 
Die  zu  integrirende  Gleichung  ist: 

du  _       d^u 
dt  dx^' 
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wobei 


Man  findet 


u=f{x)    für    ^  =  0 
fi  =  9?  (f)      „     a;  =  0. 


"  =  .-^J7TA«"f 


(«5-i)t  («+i)« 


C      4a«i      —   C        4«**« 


] 


( 


9)(A)dA.(*  —   A)      2    -C     4a«(i-i) 


0 


oder 


t«  =  Ui  +  Uj. 

Sodann  genügt  lij  den  Nebenbedingungen 

u  —f{or)    für    i  =  0 
ti  =  0  „     a?  =  0 

und  ^2  den  Nebenbedingungen : 

w  =  0         für    ^  =  0 
M  ==  9  (^)     »     a?  =  0. 

Aus  diesem  Problem  ergiebt  sich  in  Bezug  auf  die  Erde, 
wenn  -S*  die  Temperaturschwankung  in  der  Tiefe  x^  dass 

_£.l/— 

-9-  =  2piC     a'^2' 

Dabei  wird  die  Temperatur  der  Oberfläche  gleich 
9?  (t)  =  Po  -|-  pi  cos  {at  —  Ai)  -f-  p2  cös  (2  a  ^  —  ^s)  -f-  •  •  • 
angenommen,  in  welchem  Ausdrucke  po  ^^^  mittlere  Temperatur 
der  Erdoberfläche,  und  pi  die  halbe  mittlere  Schwankung  (Maxi- 
mum weniger  Minimum)  bezeichnet.   Für  zwei  verschiedene  Tiefen 
ergiebt  sich:  ^ 

-1  =  e        a      ^   % 

Wachsen  demnach  die  Tiefen  in  arithmetischer  Progression, 
so  nehmen  die  Schwankungen  in  geometrischer  Progression  ab. 

7)  Sei  eine  Kugel  im  diathermanen  Mittel.  Hier  ist  die 
allgemeine  Gleichung 

dt^  \dx^  ^  dy^  ^  dz^f 

Ersetzt  man  die  Differentiationen  nach  den  Coordinaten  durch 
die  Differentiation  nach  dem  Radius  r,  so  wird,  wenn  man  noch 
ru  =  V  setzt, 
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dv  _    ^d^v 

Sei  nun  c  der  Radius  der  Kugel,  so  lauten  die  Nebenbedin- 

;ungen: 

v  =  rF(r)  für    ^=.0 

dv 


£  +  (fl-i).  =  o 


r  =  c 


v  =  0     y,    r  =  0. 
Dabei  ist 

Es  ergiebt  sich 

00 

1 

wobei  A„  die  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung 

c k cos c X  -\-  {hc  -^  l)  sin ck  =  0 

rind  und  hn  so  bestimmt  werden  müssen,  dass  die  erste  Bedin- 
?ung8gleichung 

V  =  rF(r)    für    ^  =  0 
befriedigt  werde. 

Vergl.  Riemann,  1.  c.  §.  44  bis  §.  74. 

8)  Berücksichtigt  man  noch  die  Ausdehnung,  so  muss  die 
allgemeine  Gleichung  anders  geschrieben  werden.    Sei 

die  sogenannte  räumliche  Dilatation  (vide  Elasticität),  so  wird: 

dt        ^  \dx^     '    8y2  "•"  dz^J  Cv       '  «  dt' 

wobei  V  die  Temperatur,  Cp  die  specifische  Wärme  beim  con- 
stanten  Druck,  und  Cv  jene  beim  constanten  Volumen  bezeichnen. 
*«  ist  der  lineare  thermische  Ausdehnungscoefficient. 

Die  Bedingung  für  die  Oberfläche  ändert  sich  nicht. 

F.  Neumann,  Vorlesungen  über  Elasticität,  §.  59. 


Elektricität  und  Magnetismns. 


§.  204. 

Elektrostatik« 

1)  Wirkt  auf  einen  Punkt  von  der  Masse  Eins,  ein  Masses 
theilchen  von  der  Masse  m,  so  wird  der  Ausdruck 

V  =  — 
r 

die  Potentialfunction  von  m  auf  den  Punkt  für  die  Env 
feniung  r  genannt. 

Die  Arbeit,  welche  nöthig  war,  um  die  Masse  Eins  aus  dtr 
unendlichen  Entfernung  in  jenen  Punkt  zu  bringen,  wird  das 
Potential  in  diesem  Punkt  in  Bezug  auf  die  Masse  m  genanü 

Diese  strenge  Unterscheidung  zwischen  Potential  und  Potet- 
tialfunction  wird  nur  von  Clausius  eingehalten. 

2)  Wirken  mehrere  Massen  auf  den  Punkt,  so  wird 

oder  für  ein  Continuum 

wobei  das  Integral  über  das  ganze  Continuum  zu  nehmen  ii^t. 
Gehört  der  Punkt  einem  zweiten  Körper  an,  so  ist  das  Potential 
dieser  beiden  Körper  auf  einander  gegeben  durch 
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Fällt  der  zweite  Körper  mit  dem  ersten  zusammen,  so  spricht 
in  von  einem  Potential  des  Körpers  auf  sich  selbst 

JE?  =  4    r  Vdm. 


=u 


Es  ist  dieses  die  Arbeit,  welche  nöthig  war,  um  ihn  vom 
tential  Null  bis  auf  das  Potential  E  zu  bringen. 

3)    Die  wichtigsten  Eigenschaften  des  Potentials  sind: 

a)  V  ändert  sich   von  Punkt  zu  Punkt   ausser   in   den 
ive auflachen,  wo  V  =  const. 

b)  Die  Differentialgleichung  der  Kraftlinien  ist 

dx       dy       dz 

H  _  ^  —  u 

X  ~  Y  "  Z' 

obei 

^~        dx'     ^~        dy'     ^~        dz' 
Die  Kraftlinien  stehen  auf  den  Niveauflächen  senkrecht. 

c)  Die  Kraftwirkung  ist  verkehrt  proportional  dem  Abstände 
er  Niveauflächen,  diese  können  sich  daher  nicht  schneiden,  wenn 
icht  das  Potential  unendlich  sein  soll. 

Sei  also  dn  eine  unendlich  kleine  Strecke  der  Normalen 
iner  Niveaufläche,  und 

R=  yx«  +  Y'  +  z^ 

ie  wirkende  Kraft,  so  wird 

^        dV       dV. 
dn        an 

V  wird  das  Gefälle  des  Potentials  genannt. 

4)  Ist  ein  Punkt  an  einer  Stelle,  wo  sich  kein  Agens  be- 
endet, so  ist 

d^r  ,    d^V       d^V  _ 
dx^  +  dy^  "•"  dz^   ~    ' 

«findet  sich  dagegen  an  jener  Stelle  das  Agens,  dessen  Menge 
ttr  Volumeinheit  durch  h  gegeben  ist,  so  wird 

d^V   ,    d^V   ,    d^V 

T^  +  W'^T^'^^ 

5)  Befindet  sich  die  Elektricität  im  Gleichgewicht,  so  ist 
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dx 

dy 

also 

V  =  const 

-^  F  =  -^— r-  +  -5-—-  4-  — -^  ==  —  43rÄ  =  0 

und  demzufolge 

A  =="0, 

d.  h.  im  Innern  eines  leitenden  Körpers  ist  keine  freie  Elektri- 

cität  vorhanden. 

6)   Sei  Q  die  Menge  eines  von  einer  Fläche  eingeschlosseneu 

Agens,  deren  Element  wir  mit  dvo  bezeichnen,  sei  ferner  «  die 

Normale  auf  dw   und  F  die  Potentialfunction,  so  ist  nach  den: 

Satze  von  Green 

8F  ,  ,     ^ 

—^dw  =  —  ^nQ, 

wobei  sich  das  Integral  über  die  ganze  Strecke  erstreckt 

Ist  die  Oberfläche  eines  Körpers  mit  einer  elektrischen  Schieb 
bedeckt,  die  sich  im  Gleichgewichtszustande  befindet,  so  dass  als^« 
die  Oberfläche  eine  Niveaufläche  ist,  und  ist  0  die  Dichtigkeit 
des  Flächenelementes  dw^  so  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

-—  =  —  4  «  ö. 

Jon 

ly  Ist  ein  Körper  auf  seiner  Oberfläche  so  geladen,  dass  is 
seinem  Innern  F=  1  wird,  so  bezeichnet  man  die  auf  ihm  be- 
findliche Elektricitätsmenge  mit  dem  Namen  der  Capacität  de^* 
Körpers.  Bezeichnet  man  mit  x  die  Dicke  der  Schicht,  so  wi 
die  genannte  Elektricitätsmenge  der  Oberfläche  oder  die  Ladun? 

Q=  f  ^dw, 

das  Potential  auf  einem  Punkt  im  Innern 

xdw 


ff 


=/ 


r 

Vergrössert  man  die  Menge  der  Elektricität  so,  dass 
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wird  auch 

^  =  -^  =  const. 

So  stellt  dieses  constante  Verhältniss  auch  die  Capacität  des 
dters  dar.  Sie  kann  daher  auch  definirt  werden  als  die  Ladung 
r  das  Potential  Eins. 

Die  Kraft,  welche  auf  ein  Oberflächenelement  wirkt,  ist 

so  die  Gesammtkraft  oder  die  Spannung 

ö  =  —    /   X  ——  dw. 


Geht  X  in  px,  also  V  in  pV  über,  so  wird  S  zu  p'^  8^  also 
b  die  Spannung  dem  Quadrate  der  Ladung  proportional. 

8)  Für  eine  Kugel  vom  Radius  a,  die  mit  der  Elektricitäts- 
enge  E  geladen  ist,  wird  die  Dichtigkeit  ö  an  allen  Punkten 
ir  Oberfläche 

^  =  T"1 — 

4ta^7t 

Die    Potentialfunction   auf  dei:   Oberfläche    Vq   und  im   In- 

em  Vi 

E 

Vq  •=  Vi  ■=  —  =  4a3r<J 

a 

ir  einen  äusseren  Punkt  in  der  Entfernung  r 

'  o  —     „  > 
T 

ir  die  resaltirende  elektrische  Kraft  findet  man 

■'^=2H»*    ^*  =  ^'    ^o  =  -iS' 

Der  Druck,  mit  welchem  die  Elektridtät  nach  aussen  ge- 
rieben wird,  ist 

9)  Ein  EUipsoid  sei  durch  die  Gleichung 

_  4_  ^  j_  _  r=  1 
a»  ^  6«  ~  c» 
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gegeben.    Die  Grössen  seien  wie  früher  bezeichnet.     Man  findet, 
wenn 


'=[s+s+ir* 


gesetzt  wird, 


ferner  wird 


«=     ^« 


4  3raftc' 


^       8?r\a6c/ 

10)  Sind  im  Abstände  e  zwei  unendliche  Platten  gleicher; 
mig  mit  der  Elektricität  beladen  und  sind  6i  und  ö^  die  Dich- 
tigkeiten, femer  Vi  und  V^  die  Potentialfunctionen  der  Ober- 
fläche (abgesehen  von  ihren  Rändern),  so  wird  für  einen  Punkt 
im  Abstände  z  von  der  ersten  Fläche 

Im  Innern  der  Platten  ist  ^  =  0  auf  der  Oberfläche 

_        1   F»-  Fl 
■"•  —  ~  T        ~e       ' 
femer  wird 

« 


F,  -  F,'    -»  -  F,  -  F, 

Die  Capacität  (7  eines  Plattenstücks  S  ist 

S 


c  = 


4:ne 


11)  Sei  eine  Kugel  vom  Radius  Ti  von  einer  concentrischät 

Kugelschale  vom  Radius  r^  umgeben,  so  ist  für  einen    PudÜ] 
zwischen  den  Schalen  im  Abstände  r 

r,  —  ri         ■"    r  fj  —  ^  ' 

Femer  wird 

ra      Fl-  Fa 

«  _  n   Fl  -  F» 
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Für  die  Elektricitätsmengen  Ei  und  E^  fipdet  man 

y  Y 

Qi  =—  Q^  =  4jrr/<Ji  =  ijrr/cJj  =  -^ — ^  r^r^. 

M    —  ^1 

Die  Gapacität  des  Systems 

12)  Sind  zwei  coaxiale  Cylinder  von  den  Radien  ri  und  r^ 
gegeben,  die  auf  der  Länge  l  mit  den  Elektricitätsmengen  Qi 
und  ^2  auf  die  Potentiale  Vi  .und  Fj  geladen  sind,  so  ist  für 
ei^n  Punkt  in  der  Entfernung  v  zwischen  den  Cylinderflächen : 

Vilog  ^ -\-  r,  log  ^ 


%^ 


1 


^1  Ti 


Qi  =  —  Q2  =  inlriüi  =  —  2«Zr3Ö,  =:  — 


?    Fl  -  F, 


2      7     ^> 

^1 


Die  Capacität  für  die  Länge  l  ist 


2  .      rj 
^1 


13)  Seien  zwei  leitende  Flächen  Ci  und  C^  mit  den  Poten- 
tialen Vi  und  F«  gegeben,  die  im  Abstände  e  sich  einander  nahe 
genug  befinden.  Dieser  Abstand  wird  durch  die  gemeinschaft- 
liche Normale  bestimmt,  die  die  Flächen  in  den  Punkten  Pj 
und  Pj  schneidet.  Seien  femer  ti  und  qi  und  analog  ri,  q^  die 
Krümmungsradien  von  zwei  auf  einander  senkrechten  und  durch 
die  Normale  gezogenen  Schnitte  in  Pi  respective  P,,  so  wird 


tfi   = 


49r6 


^=-'''-''' 


I'+t(±^±^)) 


43re 

Vergl.  Maxwell:  Treatise,  Vol.  I,  p.  172  (IL  ed.).  Clausius: 
Mechanische  Behandlung  der  Elektricität,  IL  Abschnitt  (1879). 
Wiedemann:  Elektricität,  L  Bd.,  11.  Cap.  (1882). 
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14)  Sei  irgend  eine  Anzahl  leitender  Körper  Ci  C^  .  . ,  ^ 
geben,  welche  influenzirend  auf  einander  mrken.  Diese  soll^ 
in  zwei  verschiedenen  Weisen  geladen  werden.  Bei  der  erst^ 
Ladung  seien  die  auf  den  einzelnen  Körpern  befindlichen  Elektri 
citätsmengen 

Vii  Qit  Qi  '  '  ' 
und  die  dadurch  entstehenden  Potentialniveaux  der  Körper 

und  bei  der  zweiten  Ladung  entsprechend 

li    ^2    r  3  .  .  . 

80  gilt  folgende  Gleichung 

(Satz  von  Clausius). 

15)  Das  allgemeine  Problem  des  Gleichgewichtes  für  m 
System  von  Leitern  lässt  sich  folgendermaassen  formuliren. 

Sei  Fx  die  Potentialfunction  des  Leiters  -4»,  und  Q»  di^ 
Elektricitätsmenge  in  ^x)  so  ist 

„eine  Function  F  so  zu  bestimmen,  dass  sie  auf  der  Ober 
fläche  und  im  Innern  die  constanten  Werthe  Fx  annimmt,  in  der 
Entfernung  unendlich  gleich  Null  wird  und  im  ganzen  Raumi* 
die  Laplace-Poisson'sche  Gleichung  erfüllt". 

Eine  allgemeine  Lösung  ist  derzeit  noch  nicht  gegeben. 

Das  Princip  der  Superposition  der  elektrischen  Gleich 
gewichtszustände  lässt  wenigstens  die  Gestalt  von   F  bestimmea 

Es  wird 

wobei  j)x  gewisse  Functionen  der  Coordinaten  sind.    Die  Grössen 
jpxj  werden  Potentialcoefficienten  genannt. 
Ebenso  wird 

4  =  S  ^^i  ^'  +  «oj' 

Xal 

wobei  jxj  die  Inductionscoefficienten  darstellen.  Endlich  wird 

V  =  ^  P,  V, -\- P,. 

x=l 
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Vergl.  Riemann:  Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus. 
Maxwell:  Treatise,  Part.  I,  Ghap.  III. 

16)  Das  Verhältniss  der  Capacität  eines  von  abgeleiteten 
Leitern  umgebenen  elektrischen  Körpers,  zur  Capacität  desselben 
Körpers  im  freien  Räume,  bezeichnet  man  mit  dem  Namen  der 
Verstärkungszahl  oder  condensirenden  Kraft. 

Diese  Grösse  ist  für  zwei  Kugeln  (Nr.  11) 

r2  —  ri 
^^d  für  zwei  Cy linderflächen  (Nr.  12) 

lof/  —  :  log  —• 


§.  205. 

Neuere  Anschauung. 

1)  Diese  wurde  von  Maxwell  auf  Grund  der  Faraday'- 
achen  Ansichten  mathematisch  ausgebildet  und  versetzt  den  Sitz 
der  Elektrisation  in  den  Isolator  (dielektrisches  Medium).  In 
Vermeidung  einer  Einwirkung  in  die  Feme  spricht  sie  von  einer 
von  Element  zu  Element  sich  fortpflanzenden  Spannung  (Polari- 
sation) des  Isolators.  Diese  Spannung  verbreitet  sich  längs  In- 
ductionscurven  (welche  im  Falle  des  elektrisch  isotropen 
Mediums  mit  den  Kraftlinien  identisch  sind).  Daraus  folgt 
zugleich,  dass  eine  absolute  Ladung  unmöglich  ist,  d.  h.  es  kann 
positive  Elektricität  ohne  negative  nicht  bestehen.  [Faraday: 
Exp.  Rech.  1165,  1167,  1168.] 

2)  Sei  K  das  Maass  der  Induction  im  Dielektricum  [die  so- 
genannte specifische  inductive  Capacität],  so  wird  im  Falle 
eines  elektrisch  isotropen  Mediums  Ä'von  der  Richtung  der 
wirkenden  Kraft  unabhängig  und  die  der  Laplace-Poisson'- 
schen  Gleichung  analoge  lautet 

dx\      dxj    '    dy  \      dijj    '    djs  \      dz/ 
Ist  K  constant,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

Lask»,  mftthem.  Foimelnsaramliuig.  47 
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3)  Ist  dagegen  das  Medium  ein  elektrisch  anisotropes, 
so  wird  K  von  der  Richtung  der  Kraft  abhängig.    Seien 

X  Y  Z 

die  Componenten  der  wirkenden  Kraft,  und  setzt  man 

A.7tH=  Kx,  X  +  Ky,Y-\'  ir„  Z,' 
so  hat  man  zu  schreiben 

dx'^  dy  ~^  dz  ~    ' 

4)  Wirkt  an  der  Grenze  zweier  Medien  eine  Ladung  von 
der  Dicke  Ä,  so  ist 

^  dni    ^       ^  dfii    ^  ' 

wobei  Kl  und  K^  die  Inductionsconstanten  und  rii  und  «j 
die  Normalen  nach  innen  bezeichnen. 

Ueber  die  experimentelle  Bestimmung  von  K  vergl.  Gor- 
dön:  A  phys.  treat.  on  electr.  1880,  I,  69.  Boltzmann:  Wien. 
Sitzber.  1874.  Den  Einfluss  des  Mediums  erkannte  schon  Ca- 
vendish  (1771  bis  1781).  Mossotti  (1836),  Clausius  (Mech. 
Wärmetheorie,  II.  Bd.),  Helmholtz  (Crelle's  Joum.  70)  behandeln 
sie  auf  Grund  der  älteren  Anschauungen  analog  der  magnetischen 
Induction,  für  welche  Poisson  die  Gleichungen  aufstellte.  Ueber 
die  Max  well 'sehe  Ableitung  vergl.  Maxwell:  Lehrbuch  der 
Elektricität,  deutsch  von  Weinstein,  und  Wiedemann:  Die 
Lehre  von  der  Elektricität. 

5)  Der  Unterschied  zwischen  der  älteren  und  neueren  An- 
schauung ist  nicht  so  gross,  wenn  man  von  der  Grösse  ä  absieht. 

Denn  sei  F  das  Potential  im  Punkte  xyz^ 

Vi     Fj    F3  .  .  .    Vfn 

constante  Werthe  desselben  auf  der  Oberfläche  des  ersten,  zwei- 
ten .  .  .  mten  Leiters,  so  wird  die  Elektricitätsmenge  auf  dem 
Leiterelement  dö 

r—   :r—  dö. 

43r  on 
Die  potentielle  Energie  des  ganzen  Systems  ist 

TF  =  -^  V  f  V^da I) 

47r  -^-^  J  dn 
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Setzt   man    aber   im   Green^schen   Satze   (vergl.   Potential 
§.196)   ü=  V  und  beachtet,  dass  ^^  V  =  0,  so  folgt 

^=8^/^''^' ") 

wobei 

'd  F\«    .    /d  F\«    .    /a  F\« 


- = Q- + O' + (W 


Man  kann  demnach  die  elektrische  Energie  des  ganzen 
Systems  entweder  so  auffassen,  dass  sie  bloss  durch  die  auf  der 
Oberfläche  vorhandene  Elektricität  bestimmt  wird  (Integral  I), 
oÜer  so,  dass  ihr  Sitz  der  ganze  Raum  wird  ausserhalb  der  Leiter 
(Integral  11). 

6)  Lassen  wir  in  den  Fundamentalgleichungen  ^die  speci- 
fische  Leitungsfähigkeit  bedeuten,  so  ist  für  eine  stationäre 
Strömung 

)x  \      dx)   '    dy  \       dy J    '    de  \-     dej 


dx 


j,,  dV    ..,  dV        . 


wobei  wir  K'  zum  Unterschiede  von  K  schreiben,  weil  diese  Grösse 
hier  eine  andere  Bedeutung  hat. 

7)   Für  dielektrische  Medien  lauten  die  Stromgleichungen: 

dlcV  d^)~^d^V  dy)  "^  al  V    öT;  -  'dl 

dx\    dx/    '    dy  \    dy/    '    dz  \    dz)    ' 

Ist  das  Medium  ein  elektrisches  isotropes  und   demnach  k 
und  y  constante  Grössen,  so  folgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen: 

\    dh 4«  , 

oder 

h  ^=:  h^e      k    • 

Demnach  sinkt  die  elektrische  Dichte  an  jeder  Stelle  geo- 
metrisch, wenn  die  Zeit  arithmetisch  wächst. 


47 
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§.  206. 

Elektrokinetik. 

1)  Sei  div  ein  Oberflächenelement  im  Innern  eines  Leiters, 
n  die  Richtung  der  Normalen,  d  J  die  Stromintensität  der  Fläche 
dw  und   F  die  Potentialfunction,  so  wird: 

dJ:=  —  Cdw  TT-' 

ort 

Die  Grösse 

f •  =  —  =  -  C  — 
dw  dn 

wird  die  Stromintensität  genannt.     Die  Constante  C  misst  die 
Leitungsfähigkeit. 

2)  Schreiben  wir 

dJ.dn  =  —  CdV.  dw 

und  nehmen  C  als  constant  an,  so  wird 

Jdn  =  -  CwdV 
oder 


Die  Grösse 


C  J     w  ^ 


=  -cf 


w 


wird  der  Widerstand  des  Leiters  zwischen  den  Niveauflächen 

Vi  =  const,^     Vi  =  canst. 
genannt.    Die  Differenz 

r,  -  r, 

nennt  man  die  elektromotorische  Kraft.    Man  kann  sodann 
schreiben 


V,  -  n 


R       ' 

welches  die  gewöhnliche  Form  des  Ohm'schen  Gesetzes  ist. 

3)  Sei  l  die  Länge  eines  Körpers  vom  constanten  Quer- 
schnitt g,  sowie  r  sein  specifischer  Widerstand  (d.  L  der 
Widerstand  für  ?  =  1  und  g  =  1),  sowie  R  der  Gesammt- 
widerstand,  so  ist 

q. 
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Aus  der  Formel 


--cf 


folgt,  dass  der  Widerstand  der  Leitungsfabigkeit  umgekehrt  pro- 
portional ist. 

4)   Bezeichnen  wir  somit 

die  Stromintensität  mit  J^ 

die  elektromotorischen  Kräfte  mit  E, 

die  Widerstände  mit  i?, 

die  Längen  mit  Z, 
*  die  Querschnitte  mit  g, 

die  specifischen  Widerstände  mit  r, 
so  wird  für  einen  Stromkreis 

^^  E         ^E 


j=^ 


2«     2i'' 

dieses  ist  die  gewöhnliche  Form  des  Ohm^schen  Gesetzes. 

5)  A.  Fliesst  eine  Anzahl  von  linearen  Strömen  in  einem 
Punkte  zusammen,  so  ist  die  algebraische  Summe  ihrer  Strom- 
intensitäten gleich  Null.    Also 

(Die  Continuitätsgleicbung.) 

B.  Bildet  eine  Anzahl  von  Stromleitern  eine  geschlossene 
Figur,  so  ist  die  Summe  der  Producte  aus  ihren  Stromintensi- 
täten und  den  zugehörigen  Widerständen  gleich  der  gesammten 
in  dem  Systeme  vorhandenen  elektromotorischen  Kraft.    Also 

(Die  Leitungsgleichung.) 

(Die  Kirchboffschen  Gesetze  1847.) 

6)  Einige  Anwendungen. 

Wir  haben  für  die  Fig.  17  (a.  f.  S.) 

j^  ^  EjR,  +  Ji.) 

RiR^  -f-  jBj  -Bs  -f"  -^3  -^1 

j.  E  Ri 


Ji  = 


RiR^  -{-  R^  Ri  -\-  R^  Ri 

ER^ 

Ri  R^  -\-  Ri  Rz  -j-  R^  R} 
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Der  Widerstand  des  gesammten  Scliliessungskreises  B  ist 

^  =  f  =  ^^  +  ^i^,  =  ^'  +  ^^' 

wobei  iJ'  den  Widerstand  der  beiden  Zweige  J^  JB3  und  J"^  J 
bezeichnet. 

Fig.  17.  Fig.  18. 

£ 


j"i 


2^2 


I2  r. 


Für  die  Fig.  18  wird  für  die  Brücke  (ir) 
; (r^  rg  —  ri  u)J 


Fig.  19. 


Ei 


Soll  der  Strom  in  dtr 
Brücke  verschwinden ,  st> 
muss 

Für  die  Fig.  19  haben  wir 
Ei  fj  +  E^  r, 


Vergl.:    Kempe:  Hand- 
buch  der  Elektricitätsmes- 
sungen,  deutsch  von  Baumann,  Braunschweig  1883.  Kohlrausch: 
Praktische  Physik,  1889. 

7)  Aus  den  Kirchhoffschen  Gesetzen  folgt  ferner:  Wirf 
ein  Strom  i  zwischen  zwei  Punkten  der  uhverzweigten  Leitung  iß 
mehrere  Widerstände  Ti^r^.r^  .  .  .  verzweigt,  und  sind  «i,  ia,*3  •• 
die  den  Zweigen  entsprechenden  Stromintensitäten,  so  ist: 


v\  .  f.]  :  £4  I  •  .  •  — —  ""^  :      ■ 


1        \_ 


^2 
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ri         ra     '    rs    '  r  ' 

wo  r  der  Widerstand  der  unverzweigten  Leitung  ist 
8)    Setzt  man 

dV 

BO  dass 

dV 


i  =  Vu^  +  v2  +  m;»  =  —  C 


u=  CX  —  --  C 


v=  CY=  —  C 


dx 
dV 

dy 

d  V 
w=  CZ=—  C~ 

dz 

So  kann  man  die  Stromintensität  für  irgend  eine  Richtung  m 
mit  den  Richtungscosinussen  a,  /3,  y  darstellen  durch 

in^  =  UC6  -\-  Vß  -\-  Wy. 

Ist  der  Leiter  nicht  isotrop,  so  wird 

v  =  c^X  -i-  CaY-^  CxZ 
w  =  c^X-^c,Y-{-  C\Z. 

9)    Die  allgemeine  Gleichung  für  stationäre   Strömung 
lautet 

An  der  Grenze  der  Leiter  wird 


wobei  Cj  und  C^  die  Leitungsfahigkeiten  der  beiden  Medien  und 
Vy  und  Fj  ihre  Potentialwerthe  an  der  Grenze  bezeichnen. 

10)  Sei  C  constant,  so  lautet  die  Gleichung  der  isoelek- 
trischen Flächen 

Demnach  sind  die  freien  Elektricitäten ,  wie  beim  Gleich- 
gewichtszustande statischer  Elektricitäten,  auch  während  des  Stro- 
mes auf  der  Oberfläche  verbreitet. 
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Die  Curven,  welche  die  isoelektrischen  Flächen  senkrecht 
schneiden,  werden  Strömungscurven  genannt  Ihre  DiflFeren- 
tialgleichung  lautet 

dV    dV    dV        ,        ,        , 
^^—  •  o—  •  "^—  =  dx  :  dy  :  dz, 

dx     dy     de  '' 

11)  Ist  die  eine  Dimension  sehr  klein,  so  haben  wir  eine 
Platte  von  verschwindender  Dicke  und  es  wird 

.^iZ-L^lZ  — 0 
aa;2  "'   aj/2  ""  ■ 

Die  allgemeine  Lösung  ist 


wobei  /  und  F  beliebige  Functionen  sind. 

Ist  die  Scheibe  unbegrenzt  und  fliessen  durch  die  n  Punkte 
^1,  ^2,  .  .  .  -4„  Elektricitäten  -Bj,  -Bj,  .  .  .  -B»  ein  und  aus,  so  dass 

£i  +  i?,  +  ^,  H E„  =  0, 


so  wird 


>'=j^-ö:A^y:£«%''«. 


X==l 


dabei  sind  ri,  n^,  .  .  .  r„  die  Abstände  irgend  eines  Punktes  von 
den  Einströmungspunkten,  M  eine  Constante,  C  die  specifische 
Leitungsfahigkeit  und  b  die  Dicke  der  Scheibe. 

Sind  nur  zwei  Einströmungspunkte  vorhanden,  so  wird 

weil  JE?i  =  —  E^,  An  die  Stelle  der  isoelektrischen  Flachen 
treten  hier  isoelektrische  Curven,  deren  Gleichung 

ri 

ist.    Vergl.  Kirchhoff:  Gesamm.  Abb.,  S.  1. 

12)  Ist  der  Strom  nicht  constant,  so  gilt  die  allgemeine 
Gleichung 

8^  V    W  ^  8»  V  äy^'  +  ä^  V^TO      d«  ~  ' 

wobei  h  die  elektrische  Dichte  im  Punkte  (xyz)  zur  Zeit  t  be- 
zeichnet. 

Vergl.  zum  Ganzen  auch  noch  Maxwell:  Lehrbuch  der 
Elektricität  und  des  Magnetismus,  deutsch  von  Weinstein. 
Wiedemann:   Elektricität,  Bd.  L 
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§.  207. 

Elektrodynamik. 

1)  Die  elektrodynamischen  Kräfte  zerfallen  in  zwei  Gruppen: 

I.   in  die  ponderomotorischen,    d.  h.  jene,  welche 
eine  Aenderung  der  Configuration,  und 
II.   in  die  elektromotorischen,  die  eine  Veränderung 
des  elektrischen,  beziehungsweise  magnetischen  Zu- 
standes  bewirken. 

2)  Das    ponderomotorische    Elementargesetz  (Am- 
pere 1826)  lautet: 

j^            Ja  s  Jid  Si  .  Q.  I    • 

iJ  =  X« /         {cos  6  —  Vacos^cos-ö-i}, 


r« 


Fig.  20. 


dabei  ist  x^  ein  constanter  Factor, 
der  von  der  Wahl  der  Einheiten 
abhängt,  während  d^^i  und  e  jene 
Winkel  bezeichnen,  unter  welchen 
die  beiden  Elemente  gegen  die  Linie 
r  (ds  — ►  dsi)  und  gegen  einander 
geneigt  sind. 
Da 


cosd^  = 


—  cos  e 


ds' 


COS&  =  — 


d'^r 


dr 
dsi 


so  kann  man  auch  schreiben: 


^  Jd s  Jidsi  (1  dr  dr  

r^  \2  ds  dsi  dsdsi 


i_  dr  dr 
ds  dsi       dsi  ds' 


d^r 


Jds  Jidsy    d    /  1    dr 


1  \V>  ^v 


=  X2 


y^     ds 

Jd  sJidsi    d     /cos  d" 


/cos  iT\ 


Yf         dsi 

Liegen  die  beiden   Elemente  parallel  zu  einander,  aber  so, 
dass  sie  mit  der  Verbindungslinie  einen  Winkel 

bilden,  so  wirken  sie  gar  nicht  auf  einander. 
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3)  Das  ponderomotorische  Integralgesetz.  Befinden 
sich  zwei  gleichförmige  Stromringe  A  und  B  in  irgend  welchen 
Bewegungen,  befinden  sich  femer  die  in  ihnen  vorhandenen  Strom- 
intensitäten J  und  «7i  in  irgend  welchen  Zuständen  der  Verän- 
derung, so  wird  für  jeden  Augenblick  die  von  B  auf  A  ausgeübte 
ponderomotorische  Arbeit  gleich  sein  dem  negativ  genommenen 
Diflferentialquotienten  von  P,  genommen  nach  der  räumlichen 
Lage  von  A.    Es  ist 


F.  Neumann's  elektrodynamisches  Potential  (1845. 
Abhandl.  der  Berliner  Akademie). 

4)  Das  elektromotorische  Differentialgesetz  ist  zur 
Zeit  noch  nicht  bekannt 

(Vergl.  C.  Neumann:  Die  elektrischen  Kräfte,  1873,  S.  VIIL) 

5)  Das  elektromotorische  Integralgesetz  (F.  Neu- 
mann 1847). 

Die  Summe  der  vom  Ringe  B  im  Ringe  A  während  der  Zeit 
dt  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  ist  immer  identisch  mit 
dem  totalen  Diflferentialquotienten 

multiplicirt  mit  einer  Constanten  b  (der  sogenannten  Induc- 
tionsconstanten).  Dabei  ist  P  das  Potential  der  beiden  Ringe 
auf  einander  und  J  die  Stromstärke  in  A. 

Sei  also 


SO  wird 


dt  ^  E  =  —  ed(J,  V)  =  -  ^^Cj)' 

6)  Das  Ampere' sehe  Elementargesetz  ist  nicht  das  einzig 
mögliche.  Stefan  (Wien.  akad.  Ben,  LIX.  Bd.,  IL  Abth.)  hat 
eine  allgemeine  Form  aufgestellt,  die  alle  möglichen  Elementar- 
gesetze in  sich  begreift. 

Er  findet  für  die  Componente  der  wirkenden  Kraft  in  der 
Richtung  der  X-Axe  den  Ausdruck: 
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*        [     dsdsi\      r      /    '        ds  \r/  dsi 
.         d   /l\  dxx    ,       x^i  —  Xi         \ 

WO  x^  t/i  Zi  und  x^  1/2  0^  die  Coordinaten  von  d  s  resp.  d  Si  sind. 
Ersetzt  man  a  durch  y,  ;8r,  so  erhält  man  die  Ausdrücke  für  y,  Z. 
Von  den  vier  Constanten 

können  nur  zwei  durch  die  Wahl  der  Constanten  und  durch  Ver- 
gehe bestimmt  werden. 

Wählt  man  die  Einheit  der  Stromstärke  so,  dass  das  Potential 
zweier  geschlossener  Leiter  ausgedrückt  wird  durch 

V=-^JJ—dsds„ 
SO  folgt 

Die  elektrodynamische  Theorie  bleibt  also  unbestimmt,  inso- 
fern zwei  von  den  Constanten  willkürlich  sind. 

Da  die  drei  ersten  Glieder  vollständige  DiflFerentialquotienten 
sind,  80  verschwinden  sie  bei  einer  Integration  über  eine  ge- 
schlossene Curve.  Daraus  folgt,  dass  alle  Elementargesetze  für 
geschlossene  Leiter  zu  demselben  Resultate  füliren  müssen. 

Setzt  man  m  =  n  =  0,  so  gelangt  man  zu  einem  von  Grass- 
mann,  Clausius  und  Hankel  entwickelten  Elementargesetz. 

Vergl.  Wiedemann:  Elektricität,  IV.  Bd.,  IL  Abth. 

7)  Wirkt  ein  geschlossener  Strom  von  der  Intensität  Ji  auf 
ein  Element  ds  eines  Leiters,  in  welchem  die  Intensität  «/"  ist, 
so  wird,  wenn  x^  y,  js  die  Coordinaten  von  ds  sind,  ferner 

dx  ,     dy  dz 

--—  =  cosA,    -j^  =  cos  M,    j—  =  cos  V 

ds  ds  ds 

gesetzt  wird  und  ferner 
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welche  Ausdrücke  die  Determinanten  des  Stromes  genannt 
werden,  die  Goroponenten  der  Einwirkung 

X  =  —  -^  JJi    I   [C cos II  —  Bcosv\ds 
y  =  ~  -^  JJi    I    [A  cos  V  —  Ccos  k]ds 

Z  =  —  -^  JJi    I   [Bcosk  —  Ä  cos  fi]  d  s. 

Und  es  ist 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0  ^ 

XÄ-\-  YB-i-  ZC=0. 

Die  gemeinschaftliche  Resultante  ist 

R  =  Vx»  4-  r«  +  z«. 

Zieht  man  durch  ds  eine  Linie,  welche  mit  den  Axen  die 
Winkel  |,  17,  t  macht,  so  dass 


,       A  B  ^        C 

C0Sl  =  'j^,      COSfl=-^,      COS^  =  j^, 


wobei 


D=  VA^  +  ^*  +  C\ 
so   erhält  man   die  sogenannte   Directrix.     Ihre  Richtung  ist 
unabhängig  von  der  Richtung  des  Elementes  ds.  Die  vom  Strome 
ausgeübte  Wirkung  ist  senkrecht  gegen  das  Element  selbst  uml 
senkrecht  gegen  die  Directrix. 

Sei  w  der  Winkel  zwischen  dem  Elemente  und  der  Directrit 
so  wird 

R^=  —  —  DJJi  d  s  sin  w. 

8)  Ein  Kreisstrom  in  der  FZ- Ebene,  dessen  Mittelpunkt  im 
Ursprung  liegt  und  dessen  Radius  a  ist,  wirkt  auf  ein  Element 
dessen  Mitte  auf  der  X-Axe  liegt  im  Abstände  q  vom  Ursprung, 
so,  dass 

X  =  0 

Y  =  JJ^dz        '''*' 


Z=-JJ.dyj.^^^^^^^^ 
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9)  Ein  Theil  eines  geradlinigen  Stromes  (rj  —  ro)  wirkt  auf 
ein  Element,  welches  der  Stromebene  angehört,  mit  der  Kraft 

stna     ^  Tq 

Dabei  ist  a  der  Winkel  zwischen  dem  Element  und  dem 
Strome,  und  r©  und  ri  sind  die  Abstände  des  Elementes  von 
den  Stromenden. 

10)  Sei  ein  kleiner  Kreisstrom  von  der  Fläche  k  gegeben  und 
das  Element,  auf  welches  er  wirkt,  sei  im  Anfange  des  Coordi- 
'q^tensystems  gelegen.  Die  Ebene  des  Kreisstromes  möge  mit 
den  Coordinatenebenen  die  Winkel  |,  i?,  E  einschliessen  und  es 
sei  q  ihr  kürzester  Abstand  von  dem  Coordiuatenanfang.  Seien 
ferner  o:,  j/,  e  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Kreisstromes 
und  r  seine  Entfernung  vom  Coordinatenursprung,  so  wird: 

^  =  73  {«»«5  -TT^) 

Diese  Formeln  lassen  sich  nach  Neumann  auch  schreiben 
wie  folgt: 

Die  Stromcomponenten  sind  sodann 

^            l    j.  j  .   d    \xdzi  —  edx] 
Y=--JJ,lj^  1 Vz 1 


A  =  —   TT  «^  «^  1  ^   j — 

2        ^     dq 


\ydx^  —  xdyy^ 


1 


Gehört  das  Element  dsi  ebenfalls  einem  unendlich  kleinen 
geschlossenen  Strome  von  der  Fläche  k^  und  der  Senkrechten  q^ 
an,  so  wird: 
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11)  Unter  einem  Solen oicl  {öGik-qv  die  Rinne)  versteht  man 
den  Inbegriff  einer  Anzahl  unendlich  kleiner  Kreisströme  tod 
gleicher  Intensität,  senkrecht  und  in  gleichen  Zwischenräumeb 
um  eine  beliebige  Curve  gelegen.  Die  Anzahl  der  Strorari»# 
auf  der  Längeneinheit  der  Axe  bestimmt  die  Dichtigkeit  de^ 
Solenoids.    Seine  Endpunkte  oder  Endflächen  nennt  man  Pole. 

Sei  A  die  unendlich  kleine  Fläche  eines  Stromringes,  a  die 
Dichtigkeit  des  Solenoids  von  den  Endpunkten  a^y^z^^  Xi  yi  ^i. 
denen  die  Entfernungen  ro  und  Vi  vom  Stromelement,  auf  wel- 
ches das  Solenoid  wirkt,  entsprechen,  so  wird: 

Ist  ro  =  00,  so  wird  mit  Unterdrückung  der  Indices 

EC    — • 

r» 


A  —  ^  a  ^3 , 

Bo-A«^,     Co- 

Die  Directrix  ist 

7)    _^« 

und  die  Resultante 

Ä— - 

1  T  T  j    1     sin(rds) 
~  JJi  aska  — ^ — ^' 

2  r* 

Sie  steht  auf  der  durch  das  Element  ds  und  seine  Verbin- 
dungslinie r  mit  dem  Endpunkte  des  Solenoids  gelegten  Ebene 
senkrecht. 

Da  nun  die  Einwirkung  eines  Stromelementes  auf  einen 
Magnetpol,  der  die  Menge  m  des  Magnetismus  enthält,  gegeben 
ist  nach  Biot-Savart  durch 
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—  Jdsm ^:^, 

o  sieht  man,  dass  diese  Formeln  gleichwerthig  sind,  wenn 

;esetzt  wird.  Ein  Magnetpol  kann  also  durch  ein  einseitig  be- 
grenztes Solenoid  ersetzt  werden.  (Ampere's  Theorie  des 
dagnetismus.) 

12)  Sei  ein  Magnet  um  eine  verticale  Axe  drehbar  und  sei 
i^die  Menge  des  Magnetismus  im  Nordpol.  Der  Magnet  wird 
ach  in  der  Ruhelage  befinden,  wenn  er  im  magnetischen  Meri- 
iian  ist.  Sei  femer  die  Axe  des  Magnets  in  der  Ruhelage  gleich 
ier  X-Axe,  die  Senkrechte  auf  X  und  die  Ebene  des  Horizonts 
jei  die  I^-Axe  und  ein  Kreisstrom  vom  Radius  R  gegeben,  dessen 
Mittelpunkt  in  der  Entfernung  a  vom  Ursprung  auf  der  F-Axe 
liegt.  Seien  x  und  y  die  Coordinaten  des  Poles,  so  ist  das 
Drehungsmoment  für  den  Magnet 


Mz=  27tmJ 

wobei 


r» 


r«  =  JB2  -f  «2. 
Daraus  ergeben  sich  die  Formeln  für  Bussolen. 

Sei  a  =  0  {Tangentenbussole},  femer  l  die  Nadellänge 
und  (p  der  Ablenkungswinkel,  H  die  Horizontalintensität  des  Erd- 
magnetismus, so  wird 

Ist  a  =  0,  a;  =  0  {Sinusbussole},  so  folgt: 

Vergl.  Zech:  Elektrisches  Formelbuch.  Kohlrausch:  Leit- 
fäden der  praktischen  Physik  (1884). 

13)  Für  die  Theorie  der  Induction  sind  folgende  Gesetze  von 
fundamentaler  Bedeutung: 

L  Wenn  ein  Leiter  A  von  der  Stromstärke  J  eine  Aende- 
rung  der  Configuration  gegen  einen  Leiter  B  erfährt,  so  entsteht 
in  B  ein  Strom,  der  demjenigen  gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
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welcher,  wenn  er  in  B  wäre,  diese  Aenderung  der  Configuratioii 
elektrodynamisch  zu  bewirken  im  Stande  wäre. 
Lenz:    Pogg.  Ann.  XXXI,  S.  483  (1834). 

IL  Sind  zwei  Leiter  A  und  B  gegeben,  dabei  in  B  eii 
Strom  von  der  Intensität  «Tb,  so  wird  durch  die  Aenderung  der 
Coniiguration  und  der  Intensität  Jb  im  Leiter  A  eine  elektn - 
motorische  Kraft  E  inducirt,  für  welche  die  Formel  gilt: 

dabei  ist  c  die  sogenannte  Inductionsconstante  und         <% 

Sei  R  der  Gesammtwiderstand  von  B,  so  wird  die  Grosse 


/ 


Jdt  =  4-  [Ji  V,  -  J,  V,] 


0 


der  Integralstrom  genannt,  dabei  ist  Vi  die  Grösse  von  V  in 
der  Endlage  und  V^  jene  in  der  Anfangslage. 

Vergl.  C.  Neumann:   Die  elektrischen  Kräfte. 


§.  208. 

Magnetismus. 

1)  Seien  m  und  m'  die  Mengen  des  Magnetismus  in  eiuem 

Pole  und  r  die   gegenseitige  Entfernung,   so  ist  die  wirkendt 

Kraft  P 

Tj        mm' 

(Coulomb'sches  Gesetz.)    Diese  Kraft  hat  im  Allgemei- 
nen ein  Potential 

mit  den  Componenten 

__aF      a__dV        __8£ 

2)  Betrachten  wir  einen  unendlich  kleinen  Elementarmagn^* 
von  der  Länge  |>,  so  ist,  wenn  r  und  r'  die  Entfernungen  der 
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beiden   Pole  von  demjenigen  Punkte,  dessen  Potential   gesucht 

wird,  bezeichnen, 

y m*        m' 

r  r' 

Sei  nun 

/  •=  r  -\-  pcosB^ 

also  s  der  Winkel,  den  p  mit  r  macht,  so  wird 

p. m'pcoss 

Die  Grösse  m'p  wird  das  magnetische  Moment  des  Ele- 
tnentenmagnets  genannt. 

3)  Ein  gewöhnlicher  Magnet  kann  als  ein  Aggregat  von  be- 
stimmt gelagerten  Elementarmagneten  aufgefasst  werden.  Man 
kann  annehmen,  dass  im  Elementarraume  d^  di^  d^  alle  Ele- 
mcntarmagnete  gleich  gerichtet  sind.  Sodann  wird  das  Gesammt- 
moment  M  durch  Addition  der  Elementarmomente  erhalten  und 

wir  haben 

M=  Jd^dfi  di. 

Die  Bedeutung  von  J  ergiebt  sich,  wenn  wir  d|dijdf  =  l 

setzen.    J  wird  die  Intensität  der  Magnetisation   genannt. 

J  hat  nicht  nur  einen  bestimmten  Werth,   sondern   auch  eine 

bestimmte  Richtung,  deren  Richtungscosinusse  A,  fc,  v  sein  mögen. 

Es  wird 

A  ==  JA,    B  T=  J.^i,     C  =  J.v 

Bilden  wir  für  einen  Magnet 

Kl    =   ff  J  Ad^dridt 

Km=   ff  C  Bdidndi 

Kn  =fff  Cd^dndt, 

so  wird  £  das  magnetische  Moment  dieses  Systems  darstellen. 
Die  Grössen  ü,  m,  n  sind  die  Richtungscosinusse  der  magneti- 
schen Axe  dieses  Systems. 

4)  Das  Potential  in  Bezug  auf  einen  ausserhalb  des  Magnets 
liegenden  Punktes  x,  y,  z  ist 

Lftf  kft    matheni.  FonnebiMunmIaiig.  48 


w 
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5)  Gehört  dieser  Punkt  einem  magnetischen  System  an,  so 
ist  das  Potential  dieses  Systems  im  Bezug  auf  das  erstere  gegeben 
durch 

wobei  V  den  in  4)  entwickelten  Werth  darstellt. 

6)  Setzen  wir 

,  /dA   ,    dB   ,    dC\ 

k  =  —  (lA-\-mB-\-nC),  ^ 

so  ergiebt  sich  durch  theilweise  Integration 

''-f7-"  +  fT'"' 


w 


=    r  VhdT+    r  Vkdö, 


dabei  ist  dt  ein  Raumclcment,  dö  ein  Oberliächenelement  Die 
Potentialfunction  eines  Magnets  besteht  demnach  aus  zwei  Theilen. 
Der  erste  stellt  das  Potential  einer  Masse  dar,  die  mit  der  Dichte 
h  einen  Raum  ausfüllt,  der  zweite  ist  das  Potential  einer  Masse, 
die  mit  der  Dichte  Je  auf  der  Oberfläche  des  Magnets  gelagert  ist 

7)  Entwickeln  wir 

und  setzen  dieses  Resultat  in  4),  so  folgt 

y  ^  j^lxj-myj-ji^        P^    ,    _^  j 

Für  grosse  Entfernungen  wird 

y kcos  6 

wobei  s  derjenige  Winkel  ist,  den  die  magnetische  Axe  mit  der 
Richtung  von  a  macht.  Dieses  ist  aber  der  Ausdruck  von  2). 
daher  kann  jeder  Magnet  bei  grösserer  Entfernung  durch  einen 
Elementarmagnet  ersetzt  werden. 

8)  Alle  bisherigen  Entwickelungen  galten  für  permanente 
Magnete  im  weiteren  Sinne  des  Wortes,  wir  haben  noch  die 
magnetische  Induction  zu  berücksichtigen. 

Es  sei  V  das  Potential  der  magnetisirenden  Kräfte  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  (x^y.js)^  seien  ferner«,^, }' 
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die  magnetischen  Momente  in  diesem  Punkte,  bezogen  auf  Volum- 
einheit, so  sind  diese  Grössen  eindeutig  bestimmt  durch 

dx  dy       '  de 

wobei  X  die  Magnetisirungsconstante  dos  Eisens  bezeichnet.  (Theorie 
von  Poisson.)  Ausserdem  müssen  folgende  Gleichungen  für  alle 
Punkte  der  Eisenmasse  erfüllt  werden: 

0=  V+q>+  ü 


rr  r  dw  dW 

J      r    dn 


^  J      r    dn'* 

wobei  dw  ein  Oberflächenelement  des  Eisens,  n  die  nach  innen 
gerichtete  Normale  auf  dtc  und  r  die  Entfernung  dieses  Ele- 
mentes von  jenem  Punkte  der  Eisenmasse,  auf  welchen  U  sich 
bezieht. 

Die  Function  q)  bestimmt  den  magnetischen  Zustand  des  Kör- 
pers und  ist  aus  diesen  Gleichungen  zu  bestimmen. 

Indessen  ist  der  Werth  von  x,  den  wir  hier  als  constant  be- 
trachtet haben,  von  der  Intensität  der  magnetisirenden  Kraft  ab- 
hängig. Die  für  diesen  Fall  veränderte  Form  der  obigen  Gleichun- 
gen findet  man  in:  Kirchhoff's  Gesamm.  Abhandl.,  S.  217, 
entwickelt,  lieber  die  erweiterte  Web  er' sehe  Theorie  siehe 
Maxwell:    Treatise  Nr.  444. 

9)  Da  die  Erde  selbst  magnetisch  wirkt,  so  erzeugt  sie  ein 
magnetisches  Feld.  Wir  nennen  nun  diejenige  Kraft,  welche  an 
einem  Orte  auf. den  Magnetpol  Eins  ausgeübt  wird,  die  magne- 
tische Intensität  oder  die  Intensität  des  magnetischen 
Feldes  an  diesem  Orte.  An  den  gewöhnlichen  Magnetnadeln 
kommt  nur  die  horizontale  Componente  dieser  Kraft  zur  Wir- 
kung, die  sogenannte  horizontale  Intensität  //. 

Um  sie  zu  bestimmen,  beobachtet  man  die  Schwingungsdauer 
einer  Magnetnadel  und  die  Ablenkung  durch  einen  Magnet.    Sei 

t  die   auf  unendlich  kleine  Bogen  reducirte  Schwingung  in 

Secunden, 
K  das  Trägheitsmoment  des  Magnets, 

0  das  Torsionsverhältniss  des  Fadens, 
M  das  magnetische  Moment  des  schwingenden  Magnets, 

so  wird 


48* 
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Seien  q>^q>i  die  Ablenkungen  in  den  Entfernungen  r  und  fi. 

so  wird 

M 1  r^tgg>  —  r^tgtpi 

W  ~  "2  r>  —  rf 

Näheres  in  Kohlrausch:  Praktische  Physik,  V.  Auflage, 
IX.  Abschnitt. 

Um  die  beobachtete  Schwingungszeit  T  (wenn  a  der  halbe 
Schwingungswinkel  ist)  auf  unendlich  kleine  Bogen  zu  reduciren. 
hat  man 


0  +  S    ^    "^ 


-1 


10)  Sei  H  die  horizontale  Intensität  des  Erdmagnetismus, 
<p  der  Ablenkungswinkel,  M  das  magnetische  Moment  des  Sta1>es. 
r^ri  die  halben  Längen  des  Stabes  und  der  Nadel,  sowie  e  die 
Entfernung  ihrer  Mitten.  Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Magnet- 
nadel die  Richtung  der  erdmagnetischen  Kraft  hat,  so  sind  die 
einfachsten  Ablenkungen  folgende: 

I.  Stab  senkrecht  zum  magnetischen  Meridian,  seine  Rich- 
tung geht  durch  die  Mitte  der  Nadel  (Fig.  21): 

Fig.  21.  Fig.  22. 


St. 


e 


SiMer. 


IL  Stab  senkrecht  zum  magnetischen  Meridian,  sein  Mittel- 
loth  durch  die  Mitte  der  Nadel  gehend  (Fig.  22): 

Jlf   f,         3  r'  —  (4  —  15  sm«y)r,^   ,        1 
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HL   Stab  senkrecht  zur  abgelenkten  Nadel  auf  ihrem  Mittel- 
lotbe  liegend  (Fig.  23): 

Fig.  23.  ^^«-  24. 


IV.  Nadel  senkrecht  zum  Stab  auf  dessen  Mittellothe  liegend 

(Fig.  24): 

Jf   f,         3  r»  —  4^1^ 

*^^  =  5üU--   2- 


sin 


e» 


+ 


•  *  « >  • 


Vergl.  Lamont:  Handbuch  des  Erdmagnetismus  (1849), 
in.  und  lY.  Abschn.  Vergl.  auch  dessen  Handbuch  des  Magne- 
tismus (1867).  F.  Neumann:  Vorlesungen  über  die  Theorie 
des  Magnetismus  (1881).  Jenkin  Fleeming:  Elektricität  und 
Magnetismus,  d.  t.  Exner  (1880).  Für  die  Schwingungen  die 
nöthigen  Formeln  in  Zech:  Elektrisches  Formelbuch  (1883). 


§.  209. 

Die  Elektricität  als  Energie. 

1)  Die  Summe  aller  durch  eine  elektrische  Entladung  her- 
vorgebrachten Wirkungen  ist  gleich  der  dabei  eingetretenen  Ab- 
nahme des  Potentials  der  gesammten  Elektricität  auf  sich  selbst 

Es  ist  also  die  Energie  der  Entladung  gegeben  durch 


W 


-u 


Vdm. 
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Sei  V  constant,  so  wird 

wobei  Q  die  Elektricitätsmenge  bezeichnet  und  C  die  Capacität. 
Für  zwei  parallele  Ebenen   wird  für  eine  Fläche   S,  deren 
Dichte  gleich  x  ist 

oder  wenn  Fj  =  0,  also  abgeleitet,  . 

wie  oben.     Für  zwei  Kugeläächen  bei  kleinem  Abstände  e 

2      r » 

Für  zwei  Gylinder  bei  der  Länge  l  und  dem  ebenfalls  kleinen 
Abstände  e 


W=e 


Qi 


rj 

2)  Die  Arbeit  W,  welche  in  einem  beliebigen  Stücke  eines 
vom  stationären  Strome  durchflossenen  Leiters  während  der  Zeit- 
einheit gethan  wird,  ist 


W 


r  T^8F  , 


dabei  ist  x  das  Leitungsvermögen  des  Körpers  und  die  Normale  tt 

ist  nach  innen  positiv.     Die  dabei  entwickelte  Wärmemenge  H 

ist  gegeben  durch  > 

W 

wobei  E  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  bezeichnet. 

3)  Sei  J  die  Stromintensität,  R  der  Widerstand,  i  die  Zeit 
so  wird 

oder 

W=RJH, 

(das  Gesetz  von  Joule:  Phil.  Mag.,  Vol.  XIX,  1841). 

Für  einen  Draht  von  der  Länge  ?,  dem  Querschnitt  q  und 
dem  specifischen  Widerstand  s 
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■ 

4)  Sei  U  diejenige  Wärmemenge,  die  bei  einer  chemischen 
AiCtion  frei  wird,  E  das  mechanische  Wärmeäquivalent,  J  die 
Btromiutensität,  so  wird 

Dder  allgemeiner 

Ez:ü  =  Ji:v, 

5)  Durch  denselben  galvaniachen  Strom  werden  äquivalente 
Mengen  der  Elektrolyse  zersetzt  und  die  Quantitäten  der  aus 
ihnen  an  beiden  Elektroden  abgeschiedenen  Stoffe  stehen  gleich- 
falls im   Verhältnisse  ihrer  Aequivalentgewichte. 

Faraday's  elektrolytisches  Gesetz,  Exp.  Res.,  §.  377, 
732,  783  (1833). 


Optik. 


I 

§.  210.  . 

Fundamentalgleichungen  der  Liohttlieorie. 

1)  Sei  A  die  Wellenlänge,  V  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit, T  die  Schwingungsdauer,  so  wird 

A  =  FT. 

Die  Bewegung  des  leuchtenden  Punktes  ist  gegeben  durch 

^  =  acos  2«  1^  —  j| 
und  die  Geschwindigkeit 


2»     .    ^ 
w  =  —  a  -^  sin  2 


""[y-  f  1 


Das  Argument  der  trigonometrischen  Function  heisst  die 
Phase. 

Die  Intensität  des  Lichtes  ist  proportional  dem  Mittel- 
werth  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit,  also  proportional  dem 
Quadrate  der  Amplitude,  denn  es  ist: 

0 

2)  Schwingen 

(-Pi)fi  =  aiC0s2n  |^  —  j\ 
und 

(-P2)&  =  «a  cos2n:  i^  —  ^   j^    ] 

Flg.  25. 


z 
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derselben  Richtung,  so  ^rd 


Ä^  =  a^  +  a./  -f"  2  ai  Oa  cos  2  Ä  y- 
^  cos  -j-  2  ff  =  ai  -f-  ttj  cos  2  3r  y 
-4  sm  -j-  2  ff  =  o,  sew  2  ff  y 

Die  Grösse  -r-  2ff  wird  Verzögerungsphase  genannt. 

3)    Seien  {  und  n  zwei  Strahlen,  deren  Schwingungsrichtun- 
n  auf  einander  senkrecht  stehen  und  senkrecht  zur  gemein 
men  Richtung  |ij.    Sei 


Fig.  26. 


(PO  {  =  acos2ff[i,-|] 

=  &cos2ff|Y ^|, 

so   ist  die   vom  Aethertheilchen 
beschriebene  Curve 


(P.)V 


(P)  I!  j_  'J*  _ 


— J-  cos  2  ff  -I-  =  s/w«  2  ff  ^ 
ab  A  A 


Iso  eine  Ellipse.    Diese  Curve  geht  in  eine  Gerade  über,  wenn 

ind  in  einen  Kreis,  wenn  a  =  b  und  ausserdem 

d  =  (4m±  1)  A. 

§.  211. 

Interferenz. 

Der  Punkt  in  P'  empfängt  eine  Erschütterung  von 

(P,)  =  acos2ff  (A^:^j 

^on  (P,)  =  acos 2 ff  Iy  —  -^J. 
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Daraus  ergiebt  sich  die  resultirende  Intensität 

•p   jp 

4  a*  cos'^  —^ ^  n. 


Es  wird  demnach  für 


En  —  Ex  =  2  w  -^  ein  Maximum 


E.i  —  £i  =  (2  n  -|-  1)  -T  610  Minimum 


der  Helligkeit  sein.    Man  hat  aber 


also 


El  —  E2  =  -r  X 


mit  genügender  Annäherung.    Die  Entfernung  zweier  Frangen  ist: 

c  tgn  t 

Sei  Ai  die  Wellenlänge  einer  Farbe  an  einer  Stelle,  wo  ein 
Maximum  der  Helligkeit  auftritt,  so  ist  die  dieser  Stelle  ent- 
sprechende WegdiflFerenz 

Ä  =  2n^. 

An  dieser  Stelle  kann  aber  fiir  eine  Wellenlänge  A^  ein  Mini- 
mum sein,  also 


Wir  finden 


«  =  (2  w  +  1) 


^1  -  ^2  -  2n-f  1 
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Diese  Differenz  wird  kleiner,  je  grösser  n  ist.  Es  werden 
viele  Farben  an  jenen  Stellen  ein  Maximum  und  viele  ein  Mini- 
mum geben,  ihre  Vermischung  giebt  weisses  Licht,  welches  aber, 
prismatisch  zerlegt,  ein  Spectrum  mit  dunklen  Streifen  giebt. 
Es  fehlen  jene  Strahlengattungen,  für  welche 

«  =  (2«  4-1)1, 

d.  h.   die.  Wegdifterenz  gleich  einem  ungeraden   Vielfachen   der 
halben  Wellenlänge  ist. 

Wird  die  eine  Oeffhung  mit  einer  Platte  von  der  Dicke  /i 
^id  der  Wellenlänge  Aj  bedeckt,  so  werden,  wenn  r  die  Entfer- 
nung der  beiden  Punkte  von  der  gemeinschaftlichen  Lichtquelle 
bezeichnet,  die  In^pulse  sein: 


acos2n 


acos2jt 


T  l 


T  A 

Demnach  treten  Maxima  auf  für 

i»4 


und  Minima  für 

-Kü  -  ^i  -  ^  j^  -  l)  =  (2»»  +  1)  ~ 

Daraus  ergiebt  sich  als  Verschiebung  des  centralen  Streifens: 


oder 

_  dJ 

•^0    —  "1 — 


l  n  I 


Diese  Gleichungen  liefern  uns  ein  Mittel  zur  Bestimmung 
einer  geringen  Aenderung  des  Brechungsquotienten. 

Mit  Hülfe  der  Interferenz  lassen  sich  die  sogenannten  New- 
ton'sehen  Farbenringe  erklären.  Es  besitze  der  einfallende 
Strahl  die  Amplitude  a,  der  reflectirte  ar,  der  hineingehende  ad, 
der  von  der  Unterseite  reflectirte  a  d  p,  endlich  der  an  der  Ober- 
seite austretende  adqb.  Sei  ferner  J  die  Dicke  der  Platte,  so- 
wie Ai  die  der  Platte  entsprechende  Wellenlänge,  so  wird,  wenn 
wir  die  Strahlen  von  einer  Ebene  parallel  der  Lamelle  und  in 
der  Entfernung  x  rechnen  und  die  Länge  der  austretenden  Strah- 
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len  bis  zu  dieser  Ebene  mit  y  bezeichnen,  der  Impuls  eines  oben 
austretenden  Strahles 

=  adQdcos27C    ^ ^ j-\ 

und  des  mit  ihm  zusammenfallenden  oben  reflectirten 

=  arcos2üi  \Y~^X] 
Die  Intensität  des  resultirenden  Strahles  wird 

Nun  ist  aber  (vergl.  Neumann:    Vorles.  über  theor.  Opt/c, 

Vorl.  IX): 

r  =  —  p 

also   unter  Vernachlässigung  von  r*  (für  Glas  und   Luft  ist  r 
=  etwa  1/5)1  so  folgt : 

Diese  Formel  gilt  selbstverständlich  nur  für  homogenes  Licht. 
Es  zeigen  sich  daher  Lichtminima  für 

^  =  2m-^,    m  =  0,  1,  2, .  .  ., 
Lichtmaxima  für 

^/  =  (2m  +  l)^,    m  =  0,  1,  2,  ...  , 

Ebenso  ist  die  schiefe  Incidenz  zu  behandeln.    Sei  ^  der  Id- 

cidenzwinkel,  so  werden  für 

2  w    Xi 

cös^  4 

Intensitätsminima,  für 

2m  4-  1     A, 
^  = ■ —  •  — 

co$t        4 

Intensitätsmaxima  auftreten.    (Newton's  Secantengesetz.) 

Sei   Q  der  Radius   des  Ringes,  R  der  des  Newton'schen 
Glases,  so  ist  die  Dicke 
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§.  212. 

Beugungsersolieiiiungen. 

A.  Fraunhofer'ßche  oder  teleskopische  Diffractions- 
erscheinungen.  {Diffractionspunkt  und  Lichtpunkt  auf  der- 
selben Seite  des  Schirmes.} 

Sei  D  der  Diffractionspunkt, 
P  der  Lichtpunkt,  A  B  die  Oeff- 
nung.  Ein  Oeffnungselement  da 
in  C  empfängt  einen  Lichtimpuls 
proportional  mit 

cos2n  \-^ y\  ^^ 

und  sendet  in  der  Richtung  DC 


Fig.  28. 


E 


COS 


^     \t        PC       Cy\  j 


Sei  T   die    Zeit,    welche   das 
Licht  braucht,  um  von  aßy  nach 
K  zu  gelangen,  so  wird  die  ge- 
•  sammte  Bewegung 

Sei  E  ein  willkürlich  angenommener  Punkt  um 

PE=R,     PE  —  PC  =  ^R 

DE=R,    DE  --  DC  =  ^R\ 

so  wird,  wenn  wir  die  constanten  Glieder  mit  d"  bezeichnen,  das 
Integral 

k   I    aw  cos2n  {%•  -^ j —h 

Sei  E  der  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems,  dessen  X-  und  F-Axe  im  Beugungsschirm  liegen,  und 
seien  die  Coordinaten  von 

P  :  a,  6,  c 

D  :  a',  h\  e 

C  :  X,  y,  0, 
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sowie 


a 


Va^  +  62  _j_  c» 


=  cosA^ 


a' 


=  cosA\ 


ya'2  _j_  iF/2  _^  c'»  Va'^  +  6'«  +  c'» 

so  lässt  sich  das  Integral  schreiben 


=  cosB 


=  cosB\ 


wobei 
c 


dw  cos  2  7t 


x[cosA  —  cosA']  -j-  y[€osB  —  cosjB']| 


A 


i* 


/,       .   ^      ix  [cos  A  —  cosA'^  4"  ylcosB  —  cosJS'll 
dti7S?n2  3r  |— ^ i       \' 

B.  Fresnel'sche  Beugungserscheinungen  oder  die 
mikroskopischen  Diffractionsersch einungen.  {Difirac- 
tionspunkt  und  der  leuchtende  Punkt  auf  verschiedenen  Seiten 
des  Schirmes.} 

Auf  gleiche  Weise  wie  früher  ergiebt  sich 

/  =  /:   /    dtocosinlyp j r- 

oder 

ED—  CD  =  ^JR\ 

_^_-      und   die  constanten  Glieder  gleich  % 
^         gesetzt: 

^1R  .  JR'i 

-r 


Fig.  29. 


I=k  j    d  w  cos2n  \^-\' 


^=  xcos^.P  —  xsin&.Q, 


wobei 


p=  r  dtc 

Q^fä 


cos2n 


tv  sin  2  n 


\JR 


+m 


Die  Intensität  wird 

Sei  die  X-Axe  die  Projection  von  PE  auf  den  Schirm. 
Y  im  Schirm  senkrecht  darauf,  Z  die  Verticale  auf  die  Schirm- 
ebene  und  die  Coordinaten  von 


so  wird,  wenn 
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P  :  a  0  c 
D  :  a'  0  c' 
C  :  X  y  0, 


=  cosA 


Va^  +  c^ 


J=k^{P^^  g«} 


gesetzt  wird: 

und 

F  =  J^  dwcosj  (xUin^Ä  +  yO  {-|j  +  -^j 

Q=    f  dtvsin  j  (x^sin^Ä  +  y^)  [-^  +  -^j 

Ä2  ==  a»  -f  c*,     ü'2  =  a'2  -f  c'«. 

Damit  sind  die  zwei  Fundamental-Integrale  für  die  zwei  Arten 
der  Beugungserscheinungen  gegeben. 

§.  213. 

Die  Wellenfläche. 

1)  Seien  X,  Y",  Z  die  Componenten  der  durch  die  Verschie- 
bung eines  Molecüls  erregten  Elektricitätskraft  und  «,  ^,  y  die 
Richtungswinkel  der  Verschiebung,  so  wird: 

X  =  Acosa  -\-  Fcosß  -\--  Ecos  y 

T  =  Fcos  u  -^  Bcosß  -{-  D  cos  y 

Z  =  Ecosa  -\-  Dcosß  -\-  Ccosy, 

Die  Bedeutung  der  Grössen  A^  B,  C,  Z),  jB,  F  giebt  die  Theorie 
der  Elasticität. 

2)  Die  Projection  der  Elasticitätskraft  auf  die  Richtung  der 
Verschiebung  ist 

—  P  =  A  cos^a  +  Bcos^ß  +  Ccos^y 

-\-  2 Dcosß  cosy  -f-  2E  cosacosy  -f-  2 Fcos a  cos ß. 

Denkt  man  sich  von  der  Ruhelage  des  Molecüls  auf  die 
Richtung  der  verschiedenen  Verschiebungen  die  Strecken 

aufgetragen,  so  wir'd  der  geometrische  Ort  der  Endpunkte   das 
Elasticitätsellipsoid  genannt.    Sei 


1 
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Cösa=— ,    cosß-=—.    cosy  =  —, 

so  ist  seine  Gleichung 

Äx^-\-  By^  -\-  Ce^  +  2Dye  '\- 2Exg  -}-  IFxy  +  1  ={ 

Seien  nun  die  Axen  des  Ellipsoids  zugleich  Axen  des  Co^ 
dinatensystems,  so  ist  seine  Gleichung 

a«a;»  +  6«y«  +  c^z^=  1. 

In  der  Lichttheorie  FresneTs  sind  a,  &,  c  die  Fortpflanz un; 
geschwindigkeiten  jener  Schwingungen,  welche  parallel  den  d| 
Axen  vor  sich  gehen. 

3)  Unter  der  Elasticitätsfläche  wollen  wir  den  Ort  (| 
Fusspunkte  der  Lothe  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentialebeix 
des  Elasticitätsellipsoids  nennen. 

Ihre  Gleichung  lautet 

(a;2  +  t/*  -[-  e^y  =  a»a;«  -|-  6»jy«  -|-  c^z\ 

4)  Das  EUipsoid,  dessen  Gleichung  durch 

—  +  —  -4-  —  =  1 

dargestellt  ist,  wird  das  zweite  oder  Ergänzungsellipsoi^ 
genannt.  Legt  man  eine  beliebige  Ebene  durch  den  Mittelpunki 
dieses  Ellipsoids,  und  trägt  man  vom  Mittelpunkte  aus  auf  Jei 
Normale  dieser  Ebene  zwei  Strecken  ab  proportional  den  Axei 
der  Schnittellipse,  so  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Endpunkt« 
die  sogenannte  Wellenfläche,  eine  Fläche  vom  vierten  Grad« 
und  vierter  Classe.    Ihre  Gleichung  ist 

(a;2  -f  y«  -f  xr«)  [««ar»  +  h^y^  +  c^z^]  +  a^b^c^ 
=  x^a^(b^  -f  c2)  +  y«62(a«  -4-  c»)  +  zU^  (a«  -f  *«> 
Ist  a  =  6  =  c,  so  wird 

^'  +  y*  +  ^*  =  «'• 

Ist  6  =  c,  so  zerfällt  die  Fläche  in 

ic«  -+-  y2  +  J8?»  =  6« 
a«  a;«  +  ft«  fy«  _[_  ^»)  =  ^2  ft«^ 

d.  h.  in  eine  Kugel  und  ein  EUipsoid. 

Man  kann  die  obige  Gleichung  auch  übersichtlicher  schreiben 
wie  folgt: 

x^a^      ,      ygfta       ■       z^c^     _ 
fi  —  a»    '    r«  —  6»    '    r»  —  c* 


Optik.  769 

5)  Man  erhält  für  irgend  einen  Punkt  der  Wellenfläche  die 
Schwing ungsrichtung,  wenn  man  den  Radiusvector  dieses 
Punktes  auf  die  Tangentenebene  desselben  Punktes  projicirt  Die 
Ebene,  die  den  Radiusvector  und  die  Schwingungsrichtung  ent- 
hält, wird  die  Schwingungsebene  genannt. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Lichtes  gegeben  ist  durch 


.=v«, 


viobei  d  die  Elasticitätsconstante  und  d  die  Dichte  des  Aethers 
l>ezeichnet,  so  kann  man  folgende  Annahmen  machen:  Es  ist 
für  verschiedene  Medien 

e  variabel  und  d  constant    (Neumann) 
oder 

e  constant  und  d  variabel    (Fresnel). 

Im  ersteren  Falle  fällt  die  Polarisationsebene  mit  der  Schwin- 
gungsebeue  zusammen,  im  letzteren  steht  sie  auf  derselben  senk- 
recht 

6)  Sei  die  rr-Axe  der  Axe  eines  einaxigen  Krystalls 
parallel,  so  lautet  die  Gleichung  der  Wellenflächen  für  diesen 
Körper: 

a;2  -f-  2/2  _^  ;j2  —  ^2 

a2  x^  -f-  Ä^  (j/=2  +  -s:2)  =  a2  bK 

Dabei  ist  h  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
ordentlichen,  a  jene  des  ausserordentlichen  Strahles. 
Seien  n  und  n'  die  zugehörigen  Brechungsexponenten,  so  wird 

;         1  1 

n  n 

Ist  6  >  a  also  n  <  n',  so  nennt  man  die  Krystalle  attrac- 
tiv  (nach  Biot)  oder  positiv  (nach  Fresnel),  im  anderen  Falle 
repulsiv  oder  negativ. 

Sei  Q  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eines  ausserordent- 
lichen Strahles,  der  um  den  Winkel  X  gegen  die  Hauptaxe  ge- 
neigt ist,  so  besteht  die  Beziehung 

1  1   _  g^  -  h'-    .  2- 

Bezeichnet  man  mit  a  den  Winkel  zwischen  der  Polarisations- 
ebene des  einfallenden  Strahles  und  dem  Hauptschnitte,  und  mit 

Laika,  matbem.  FormelnMiDinlang.  49 
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J,  0,  E  die  Intensitäten  des  einfallenden,  ordentlich  und 
ausserordentlich  gebrochenen  Strahles,  so  wird 

0  =  Icos^a 

(Das  Gesetz  von  Malus  oder  das  Gesetz  des  Cosinus- 
quadrates.) 

7)  Sei  ein  zweiaxiger  Krystall  gegeben.     Die   Wellen- 
fläche ist  dann  von  der  allgemeinsten  Form.    Sei  noch 

a'>h>  c, 

80  wird  X  die  Axe  der  grössten,  y  die  der  mittleren  ur^ 
g  die  der  kleinsten  Elasticität. 
Die  drei  Grössen 

1  i     1 

heissen  die  Hauptbrechungsexponenten  des  Krystalls. 

8)  Es  giebt  vier  Tangentenebenen,  die  die  Wellenfläche  in 
einer  Curve  berühren,  diese  sind  gegeben  durch  die  Gleichung 


z 


—     K     i,8    —    C2  "^  "^    6»   —    C» 


Diese  Curve  ist  ein  Kreis  und  seine  Ebene  steht  auf  der 
optischen  Axe  des  Krystalls  senkrecht.  (Innere  conische  Re- 
fraction).  Die  Wellenfläche  besitzt  vier  singulare  Punkte,  für 
welche,  wenn  |,  iy,  5  ihre  Coordinaten  sind, 

Die  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  bilden  einen  Kegel 
zweiter  Ordnung,  dessen  Gleichung 

ft»  -  c«     4a«c^  '  "T  ^2  _  ^2  -r  ^TTy^rrFW^^ 

ist,  wenn  die  Coordinaten  parallel  mit  sich  selbst  in  den  betref- 
fenden Doppelpunkt  verschoben  angenommen  werden  (Aeussere 
conische  Refraction). 

Literatur.  Beer:  Einleitung  in  die  höhere  Optik,  II.  Aoll. 
von  V.  V.  Lang,  1882.  V erdet:  Vorlesungen  über  die  Wellen- 
theorie des  Lichtes,  deutsch  von  Exner,  1881  bis  1887.  Ausführ- 
liche Literatur.  Neumann:  Vorlesungen  über  theor.  Optik,  her- 
ausgegeben von  Dorn,  1885.  Neumann:  Vorlesungen  über 
Elasticität,  herausgegeben  von  Meyer,  1885. 
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§.  214. 

Die  Fehlerreohnung. 

1)  Kommt   ein  Fehler   von   der  Grösse  ^  gesetzlich  pmal 
vor  bei  n  Beobachtungen,  so  ist 

iL 
n 

die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Fehlers  und  man  bezeichnet 
^sie  mit  9(^).    Man  hat 

wobei  A  das  Maass  der  Präcision  bezeichnet.  Diejenigen 
ganzen  Zahlen  g^  welche  den  Quadraten  der  Grössen  1%  propor- 
tional sind,  werden  Gewichte  der  Beobachtungen  genannt,  und 

man  hat 

V  -.n^g,  :  g,. 

2)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Beobachtungsfehler,  ab- 
solut genommen,  den  Fehler  x  nicht  überschreite,  ist 

X 

2h 
w  = 


0 

setzt  man  hier  hd  =  t^  so  wird 


tJ^""^' 


-hf'-"'- 


W 

0 

3)   Der  Fehler,  für  welchen  «;  =  ^  ist,   wird   der  wahr- 

scbeinliche  Fehler  genannt,  sei  r  dieser  Fehler  und 

hr  =  Q, 

so  ist  Q  zu  bestimmen  aus 


2-VnJ 


Man  findet 

hr  =  Q  =  0,476936276 
und  es  wird 


r 

49' 
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4)    Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Fehler 

^li  ^t%  •••>     ^n 
hei  einer  Beobachtungsreihe  vollkommen,  ist 

bei  gleichem  h.     Es  ist  nun  dasjenige  h  das  wahrscheinlichste, 
für  welches  W  ein  Maximum  wird.    Setzt  man 


=v 


SA 


2 


n 
80  folgt: 

i  =  «  V2, 

also 

r  =  0,6744897 .  €,     Ä  =  0,7071068  •  —  • 

Die  Grösse  6  wird  der  mittlere  Fehler  genannt.  Es  ist 
dieses  derjenige  Fehler,  welcher,  wenn  derselbe  bei  allen  Beob- 
achtungen begangen  wäre,  dieselbe  Summe  der  Fehlerquadrate 
gegeben  hätte,  als  die  wirklich  stattfindende. 

5)   Die  Anzahl  der  Fehler,  welche  zwischen 

und 


r  r  -\-  \ 

liegen,  ist  bei  n  Beobachtungen  nach  der  Theorie 

Sollen  die  Beobachtungen  und  die  ihnen  zugetheilten  Vor- 
aussetzungen verwendbar  sein,  so  muss  dieselbe  Zahl  auch  nahezu 
durch  die  Beobachtung  erreicht  werden,  sonst  sind  die  Beot)- 
achtungen  zu  verwerfen,  was  auch  daifn  geschehen  muss,  wen« 

r 

Eine   Tafel   für   e^   mit  dem    Argumente  —   findet  sich  am 

r 

Schlüsse  dieses  Paragraphs. 

6)   Seien  a«  die  n  Werthe  der  Messung  einer  Grösse  x^  so  wini 

3b  -*~"  Wj{  ^^r  ^  X* 

Seien  ferner  A«  die  Präcisionen  und  g^  die  Gewichte,  so  folgt 

^~   £h'   ""    Sg  [ 


.  Fehler recbiiung.  773 

Das  Maass  der  Präcision  ist 

nd  der  wahrscheinliche  Fehler  von  x 

Ii=   ^ 


Für  Beobachtungen  von  gleicher  Güte  ist 

_      Q      _    r    _  0,6744897       ' 

~"  Ä  Vm  ""  Vn  ""        Vn 

^      Um  die  wahrscheinlichen  Grenzen  von  U,  H  und  e  zu  er- 
ialten,  hat  man  diese  Grössen  mit 

:u  multipliciren. 

7)   Sind  drei  Winkel  a,  j5,  y  zu  messen,  für  welche  die  Be- 

lingung 

a  4-  /3  -f  y  =  1800 

>csteht,  und  man  hat  durch  Beobachtung  die  Werthe 

jrmittelt,  So  dass 

ö  =  m  +  m'  +  m"  2  180^ 

äo  sind  die  wahrscheinlichsten  Werthe 

,    180«  —  0 

a  =  m  -\ 


/3  =  w'  + 

y  =r  m'  -f- 


3 

1800  —  ö 

3 
1800  —  6 


3 
8)   Seien  zwei  Constanten  a  und  b  zu  bestimmen,  also 

f  =  au  -{-  bv. 
Man  hat  zur  Bestimmung  von  a  und  b 

alJii^  -f  b£uv  ~  Ztif 
aZuv  -\-  bEv^    —  U/v, 


woraus 


_  EüKHuf—  Uuv.Urf 

2;  üK  i;  y3  —  (2;  tt  y}-'  ~  ■ 
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Sei  h  die  Präcision  der  Beobachtungen  und  H  und  //'  du 
Präcisionsmaasse  der  Gonstanten  a  und  6,  so  wird 


^  =^  V ^1^ — 


Sei  r  der  wahrscheinliche  Fehler  der  Beobachtungen,  und 
B,  7t'  die  wahrscheinlichen  Fehler  in  der  Bestimmung  von  a 
und  6,  so  wird 


R==rY-  ^ 


Zu^.IJv^  —  (Zuv)^ 


«'  =  ^Vv;77 


Uu^ 


9)   Seien  JV^,  JV2,  -^3,  .  .  .  ^n  beobachtete  Werthe  einer  Func- 
tion von  s  Variablen  Xi^  x^, ,  .  .  Xs^  also 

und  nehmen  wir  an,  es  sei  n  >  s,  so  sind  jene  Werthe  von 
a?i,  x^,  .  .  .  Xg  die  wahrscheinlichsten,  die,  in  die  obigen  Gleichun- 
gen eingesetzt,  gewisse  Werthe  Jlfi,  ilfj,  -8/3,  .  .  .  lieferft,  wobei 

ist,  für  welche  der  Ausdruck 

ein  Minimum  wird.  Dieses  wird  der  Fall  sein,  wenn  wir  die  ud- 
bekannten  Werthe  Xi x^\  ,  .  x,  bestimmen  aus  ^ 


£(Jf.  -  N.,  ^-  =  0. 


Wir  erhalten  als  den  wahrscheinlichen  Werth   des  mittlereD 
Fehlers  die  Grösse 


^   '         n  —  s 
und  als  den  wahrscheinlichen  Werth  einer  Beobachtung 

±  0,67449  \/miZM. 
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Für  den  mittleren  zu  befürchtenden  Fehler  ergiebt  sich 


'       n{n  —  s) 


1/2;  (Jf,  -  2V.)» 


und  für  den  wahrscheinlichen  Fehler  des  Resultates 

+  0,67449   ^ 

Man  vergleiche  Encke:  Berliner  Jahrbuch  1834,  35,  36. 
Oppolzer:  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung.  Gauss:  Theoria 
ttotus,  p.  205  etc. 


J 

r 

w 

r 

W 

0,1 

0,054 

2,6 

0,921 

0,2 

0,107 

2,7 

0,931 

0,8 

0,160 

2,8 

0,941 

0.4 

0,213 

2,9 

0,950 

0,6 

0,264 

3,0 

0,957 

0,6 

0,314 

3,1 

0,963 

0,7 

0,303 

3,2    . 

0,969 

0,8 

0,411 

3,3 

0,974 

0,9 

0,456 

3,4      • 

0,978 

1,0 

0,500 

3,5 

0,982 

1,1 

0,542 

3,6 

0,985 

1,2 

0,582 

3,7 

0,937 

1,3 

0,619 

3,8 

0,990 

1.4 

0,655 

3.9 

0,991 

1.5 

0,688 

4,0 

0,993 

1,6 

0,719 

4,1 

0,994 

1.7 

0,748 

4.2 

0,995 

1,8 

0,775 

4,3 

0,996 

1.9 

0,800 

4,4 

0.997 

2,0 

0,ft23 

4,5 

0,998 

2,1 

0,843 

4,6 

0,998 

2,3 

0,S62 

4,7 

0,998 

2,3 

0,879 

4,8 

0,999 

2,4 

0,896 

4,9 

0,999 

2,5 

0,908 

1 

5,0 

0,999 

•        ->  - 


§.  215. 

Allgemeine  Bezeiclmuiigen  und  Abkürzungen. 


d  Tag. 

A  Stande. 

m  Minute. 

s  Secunde. 

0  Grad. 

'  Minute. 

"  Secunde. 

ft  Aufsteigender 

y  Niedersteigender 

(/  Conjunction. 

D  Quadratur. 

cP  Opposition. 

V  Widder. 

V  Stier. 

X  Zwillinge. 

S  Krebs, 

fi  Löwe, 

tip  Jungfrau. 

:£k  Wage, 

ni  Scorpion. 

x^  Schütze. 

^  Steinbock. 

:n^  Wassermann. 


Knoten. 


Wochentage: 

O  Sonntag. 
Cf     Montag, 
c?  Dienstag. 
5   Mittwoch. 
^  Donnerstag. 
?    Freitag. 
\^  Samstag. 

0  Neumond. 
(   Erstes  Viertel. 
®  Vollmond. 
)   Letztes  Viertel. 

0  Sonne. 
C  Mond. 
2   Mercur. 
S    Venus. 
S    Erde. 
cT   Mars. 
\  Jupiter. 
\)   Saturn. 
%   Uranus. 
^^  Neptun. 


X  Fische. 

Das  Zeichen  v  des  Widders  wird  auch  für  den  Frühlings- 
punkt  (Aequiuoctialpunkt)  benutzt,  d.  h.  für  denjenigen  Durch- 
schnittspunkt der  Ekliptik  mit  dem  Himmelsäquator,  in  welchen 
die  Sonne  im  Frühlingsanfang  gelangt. 

Ist  die  Bezeichnung  eines  Sternes  nöthig,  so  gilt 

♦  für  Stern, 

49  ♦♦ 


1 
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^  für  Komet  (oft  auch  für  einen  Planeten  überhaupt). 
Kleinere  Planeten  pflegt  man  einfach  zu  zählen  und  mit 

©  ®  ®  .  .  . 
zu  bezeichnen.     Das  Namensverzeichniss  findet  man  im  Berlin 
Jahrbuche. 

Es  bezeichne 

Ä  die  Höhe  des  Sternes, 

z  die  Zenithdistanz,  z  =  90*^  —  Ä, 

a  das  Azimuth  (vom  Südpunkte  über  West  von  0*  bis  24* 

oder  00  bis  360«  zu  zählen), 
9?   die  Polhöhe  (geographische  Breite),  | 

9?  4-  ^  r=  900, 

^>*  die  geocentrische  Polhöhe, 
i  die  Declination, 
P,  l^D  die  Nordpoldistanz  (vom  Nordpol  aus  von  0<>  Im> 

180«  zu  zählen), 
AR^  a  die  Rectascension  (vom  Frühlingspunkte  aus  von 

W^st  gegen  Ost  zu  zählen), 
/  den  Stundenwinkel  (d.  h.  den  Aequatorbogen  zwrischei) 

dem  Meridian  und  dem  Declinationskreise;  yom  Meridian 

aus  im  Sinne  der  täglichen  Bewegung,  d.  h.   von  Süd 

über  West  zu  zählen), 

0  die  Sternzeit  (d.  h.  den  Stundenwinkel  des  Frühlings- 

punktes), 
p  den  parallaktischen  Winkel  (d.  h.  den  Winkel  zwischen 

dem  Höhen-  und  Declinationskreise), 
ri  den  Winkel  zwischen  dem  Declinations-  und  Breitekreise 

im  Dreiecke.   Pol  des  Aequators,  Pol  der  Ekliptik,  Stern, 
£  =  90  —  1?, 

6  die  Schiefe  der  Ekliptik, 
ß  die  geocentrische  Breite, 
A  die  geocentrische  Länge  (d.  h.  den  Winkel  zwischen 

dem  Breitekreise  und  dem  Frühlingspunkte),  von  0«  bis 

360<^  von  West  gegen  Ost  zu  zählen, 
h  die  heliocentrische  Breite, 

1  „  „  Länge. 
Für  die  Sonne  schreibt  man 

öq,  «0,  Ä0  .  .  .     oder  auch  G  AR. 
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§.  216. 

rondfonneln   fiir  die  Verwandlung  der  äquatorealen 
Ooordinaten,  in  horizontale  und  umgekehrt. 

t  =  0  —  a 
h  +  z  =  90^' 
sin  Ö  =  sin  <p  sin  h  —  cos  (p  cos  h  cos  a 
cosd  sin  t  =  cosh  sin  a 
cos  d  cost  =  sin  h  cosq>  -\-  cos  h  sin  (p  coa  a, 

ir  logarithmische  Rechnung: 

sin  h  =  mcosM 

cos  hcosa  =  msinM 

sind  =  fnsin((p  —  M) 

cos d  sin t  =  cosh  sin  a 

cos  d  cost  =  m  cos{<p  —  M) 

t(j  M  ^=  ctg  h,  cos  a 

.    .             sinM        . 
igt  = ; ,rp-  tqa 

^         cos  (<p  —  M)  '' 

tgÖ  =  costJg(<p  —  M). 

Umkehrung  der  Grundformeln: 

sin  h  =  sin  (p  sin  ö  -{-  cosip  cos  ö  cos  f 
cos  h  sin  a  =  cos  d  sin  t 
cos  h  cos  a  =  —  cos  (p  sin  8  -{-  sin  (p  cos  ö  cos  /, 

der  tiir  die  logarithmische  Rechnung: 

sin  d  =  n  sin  N 

cos d  cost  =  n  cos  N 

sin  h  =  n  cos  (9?  —  N) 

cos  h  sin  a  ^=  cos8  sin  t 

cos h  cosa  =  n sin (9  —  j^^) 

tgN  =  tgd  sect 

.  cosN 

tga  =  -7-7 TTfi  tg  t 

^  Sin  {(f  —  N)   ^ 

tgh  =  cosa  .  ctg  ((p  —  N). 
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Gauss'sche  Formeln. 

cos  Va  ^  sin  7j  (a  —  1>)  =  sin  V2 1  sin  Va  ((p  +  Ö) 
cos  »/,  ;er  cos  V«  (öt  —  i>)  =  Cös  ^'j  ^  cos  Vi  (9^  —  *) 
sin  V«  ^  sin  Vj  (a  +  i>)  =  sin  Vi  ^  cös  Vi  (9^  +  *) 
sm  Vf  ^  cos  Vj  (»  +  i>)  =  cos  Vj  *  siw  Va  (9  ■"  *)• 
Differentialausdrücke. 
dh  =  cos 2?  .  dS  —  cosa  .  d(p  —  cosS  sinp  .  dt 

coshda  =^  sinp  .  dd  —  sin a sin h  .dtp  -]-  cosd  cosp  dt 
dd  z=  cosp  .  dh  -^  cost  .  dq>  -\-  cosh  sinp  ,  da 

cosd  dt  =  —  sinp  .  dh  -[-  sint  sinS  .  dy  -f"  cosh  cosp  .  da. 

Führt  man  ;2f -statt  Ä,  und  P  statt  ä,  so  wird: 
cos  z  =  cosP  cos  tif  +  sin  P  sin  if  cos  t 
sin z  cosa  =^  —  cos P  sin ^  -|-  sin P cos t  cos t 
sin  z  sin  a  =  sin  P  sin  t. 

Führt  man  den  parallaktischen  Winkel  p  ein,  so  wird: 
cos  z  =  cosP  cos  t  +  sin  P  sin  ^  cos  t 
sin  z  cosp  =  sin  P  cosi^  —  cos  P  sin  ^  cos  t 
sin  z  sinp  =  sin  i\j  sin  t.  - 

Man  hat  die  Differentialformel:  1 

dz  =  —  cosa  d ilf  -\-  cosp  dP  -f-  sintlj  sinPdt         , 
sin z  dp  =  sin a  dxl^  —  sin^)  cos z  dP  -\~  sin  t  cos adt 
sin z  da  =^  sin a  cos z  dtlf  —  sinp  d P  -f-  sin P  cosp  d i 

Femer  wird: 
sin  P  sin  ^  -\-  cos  P  cos  (p  cost  =  sin  a  sinp  -(-  cos  a  cosp  coi^: 
cosp  =  cos  a  cos  ^  -|-  sin  a  sin  t  cos  ip 
cos z  sinp  =  sin a  cost  —  cos a  sin t  cos ^ 
sin  t  cos  P  =  —  cos  a  sinp  -\-  sin  a  cosp  cos  z 

sin^ z  -^^  =  sin P  cosp  sin  i^  cosa 

d'^a 
sin'^ z  -^r^  =  — ■  sin P  sinp  {2  sin  ilf  cos  oc  -\-  cos  P  sinz] 

stn*^ z  TT^  =  —  sin  t^  sin  a  {2  sin  P  cosp  —  cos  t  sinz] 
d^  t  cot  a  cotp  ,  cot  a  coi  p 

^— r  = : r-^    COSCC  1p   = ; ; .      -n        T 

c  z^  stn  a  sin  z  sin  ^  sm  P  stn  t 
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Hat  man  für  eine  bestimmte  Polhöhe  viele  Declinationen 
und  Rectascensionen  in  Höhen  und  Azimuthe  zu  verwandeln  oder 
umgekehrt,  so  rechnet  man  mit  dem  Argument  t  die  Hülfsgrössen: 

sin (p  igt  =  ty A 
dg  q>  cost  =  tg  li 
sinB  tgt  =  ctgq>  sin  A  =  E 
E  =  tgd' 
C  =  sin%^ 
D  =  cos  d-. 
Diese  werden  folgender  Gestalt  in  Tafel  gebracht: 


in  Zeit 


A 
als  Winkel 


B 

als  Winkel 


logC 


logD 


logE 


In  dieser  Tafel  sind  die  Azimuthe  immer  kleiner  als  \%0^ 
zu  nehmen,  indem  sie  vom  Südpunkte  entweder  über  West  oder 
Ost  gerechnet  werden.  Für  t  gelten  bei  dieser  Zählweise  fol- 
gende Beziehungen: 

t  <  6*  A,        B,  C,  D,  E 

12*  —  ^  <  6^     180  —  ^,  —  ^,  C,  D,  E. 

Mit  Hülfe  dieser  Tafel  lassen  sich  sofort  folgende  Aufgaben 
lösen :  z 

L    Aus  a  und  ö  ist  h  und  a  zu  rechnen. 
Man  bestimmt  sich  t  aus 

t  =  e  —  a. 
Sodann  ist: 

Uju=  Ctg{B  -i-d) 
sink  =  Dsin(B  +  Ö) 
a  =  A  -j-  u. 
Man  hat  ferner: 

tgh  =  -r=  sinu 


E 


E 


^^^  ~  cos{B-\-  d) 
iyh  =  cosp  tg(B  -j-  ^)' 


J 
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IL  Das  umgekehrte  Problem.    Als  Argument  der  Taf(| 

wird  nicht  mehr  der  Stundenwinkel,  sondern  das  in  Zeit  vei 

wandelte  Azimuth  genoinmen. 

Es  ist 

sin  8  =  Dsin(h  —  B) 

t^ti'  =  Ctg(h  —  B) 

a  =  e  —  A  +  u' 
igS  =  —  sin  vi, 

(Formeln  von  Gauss,   mitgetheilt  in    Schumachers   Hülfs- 
tafeln  1845,  S.  135.)  j 

§.  217.  I 

Abgeleitete  Formeln  für  horizontale  und  äquatoriale 

Goordinaten. 

Azimuth. 

cos  N  igt     sint 

*^  sin  (<p  —  N)       sin  <p  cost  —  cos  (p  tffd 

dgi  secfp  sin  t 

1  —  ctgitgtp  cosi 

cos 8  sint 

sin  a  = : 

smis 

sin  w  cos  B  —  iiln  Ö       ^        ^  sin  8 

cosa  == : =  tgw  duz : — 

cos  q)  stnz  c'  T-     i/  costp  stn  z 

.    w  ^/sin(S  —  qp)  cos(S  —  z)        ,    .  ^  «  i    x    i 

,in  v,  a  =  l/siniS-v)cos(S-.) 
'  ^  cosq)  Stn  z 

-y/cosSsinCS  —  8) 

'         cos  9  sin  z 
Zenithdistanz. 

tgj^-N) 
^  cosa 

cos  8  sin  t 

stnz  = ; 

stna 

cos  z  =  cos  ((p  o-^  Ä)  —  2  cos  tp  cos  8  sin^  '/j  t 
sin^  Va  ^  =  ^«w*  Vs  (9  "^^  *)  "I"  ^^s  tp  cos  8  sin^  V'a  *• 
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Setzt  man 

n  =  sin  Vj  (9  ,y^  ö) 


)   wird 


sin  Vj  ^  = 


71 


cosk 


oV-w  1/  ^        Vcosw  cosd    . 


Stundenwinkel. 
^    ^ cosh  sin  a 


stn 


cos 


^ü  Vi 


s?n  J/j 


»»  cos  (tp  —  M) 

_  cos  h  sin  a 
cosd 


_  mcos((p  —  Jtf)  _  sink  —  sin y  sita 3 
^^^  *  cos  g?  co.$  * 

_  '\/sin(S  --  tp)sin(S  -^  d) 

~  ^  '      cos  S  cos  (S  -  z)      ^  ^^""  2S=i3p  +  Ä  +  ^ 

_  '\/sin{8  —  y)  gm  (ig  —  "g) 

cos  <p  cos  8 

—  1  Aw  V,  (g->  h)  cos  V,  (^4-  A) 

""  ^ cosq>cos8        ^    %wenny-a  =  90^g 


ry)s 


IS  1/,  /  =  ycos8cos{8--z) 
^        cos  (p  cos  d 

t\.2  \'    i   ^^^{ß   —  9)  —  COSZ 

"      /2  I  — . 

COS  tp  cos  ö 

Parallaktischer  Winkel. 

Ist  cos  q)  cost  =  s s/w  S 

sin  (p  =  s  ms  S, 
n  wird 

^       cos  y  sm  ^ 


^f/P 


s  cos  (d  -f-  S) 


sin  p  =  ^^^  y  g^'^^  ^ cos  (p  si'/?  g 

cosA  cosd 


cosp 


— ,  -^  gog  (tf  +  8)  ___  cos  ö  sin  y  ~  sin  d  cos  q>  cos  t 


cosh 


sin  y  —  sin  d  cos  z 


cos  h 


cosö  stnz 


sin  y  sin  a  sin  t  -\-  cosa  cos  t 
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§.  218. 

Orundformeln  für  die  Verwandlung  der  äqnatoreal 
Coordinaten  In  ekUptlsohe  und  umgekelirt 

sin  ß  =  —  cos  5  sin  a  sin  £  -[-  sin  d  cos  s 

cos  ß  sin  k  r=  cosd  sin  «  cos  s  4*  sin  d  sin  £ 

cos  ß  cos  k  =  cosd  cos  a. 

Für  logarithmische  Rechnung: 

sind  =  qsinQ 

cos S  sin oc  =  qcos  Q 

sinß  =  qsin(Q  —  a) 

cosß  sink  =  qcos{Q  —  s) 

cosß  cosk  =  cosS  cosa 

Aus  diesen  folgt: 

_  tgS 


tgQ 


sma 


,    d  -^  ß  *  +  /3    . 

Stn  jr— ^  ^  *''*''  — — -    **" 


tgk  =  — ^-^-7r — '  tg  a 
^  cosQ        ^ 

Hierzu  kommen  noch  folgende  Proben  (Tietjen,  Berl.  Astr 
Jahrb.  1879,  S.  2): 

cos (ö  —  €) cosß  sin k  ' 

cos  Q  cosö  sin  a  \ 

cos  ß  sin  {k  —  a)  =  2  g  cosu  sin  ~  sin  (Q  —  —  j 

=  (/ ^^^  — ^  Sin  -2  cos  \q  —  -j 

Umkehrung   der  Grundformeln. 

sin  d  =  cos ß  sin  k  sin  6  -\-  sinß  cos  s 
cos  8 sin a  =  cosß  sin  k  cos  b  —  sin ß  sin  e 
cos  d  cosa  =  cos  ß  cos  k. 
Für  logarithmische  Rechnung: 

cos  ß  sin  k  =  r  cos  li 
sin  ß  =  r  sin  R 
sin  ä  =  r  sin  (B  +  *) 


i 
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COS  d  sin  a  rz=z  r  cos  (B  -j-  s) 
cos  Ä  cos  «  2=  <?os  ß  cos  A, 

ler:  tg  R  ^  ^    . 

^  sml 

.  C08(R  -{'  8)  .    . 

^  cosR        ^  , 

tgd  =  sinatg(R  -{-  «). 

Man  hat  ausserdem: 

.  .    ^        sine  .    a 

tga  =  cosstgk  —  -^^tgß 

m 

tgX  =  cosstga  -\ tg  d. 

^  ^       '    cos«  ^ 

Dazu  kommen  noch  die  Differentialformeln: 

du  «      I      •      *  it    •  <^os ß        ^ 

——  =r  coss  -4-  stns  tgo  stnu  =  — ^  cos  S 
dX  '  cosö 

da  sine  sinS 

rs  a    ""~  a      '"   9COS  Cd   — —    —  '  - 

dß  coß  CO8O  COS  d 

——  =  —  tgo  cos a 

de  ^ 

— -  =  s^ne  cosa  =  cos  ß  sm  S 

dö        cos 8  cos 8   ,    sine  sind  ' 

■^-Q  = 7-5 3 —  sintx,  =  cos  S 

d  ß  cos  ß  cosß 

dd 

— —  =  sma, 

o  e 

^  V  •                     •    o         •      ^osa  ,      cos  A 

wobei  sin  0  =  stn  e :  =  stn  e 


cos  S 


cos  ß  cos  d 

dX  '      A   a    '    t        COS  8 

-—  =  coss  —  stn e  tgß  stn X  = 3 

8  a  '"^  cos  ß 

dX  sine  ,         sin  S 

TT  = 5 5  cos  l  = ^ 

d  V        cos  ß  cos  8  cos  ß 

—  z=tgßcosX 

:r^  =  —  sin  e  cosX  =  —  cos  8  sin  S 
da 

dß        cose  cos ß       sin e  sinß    ,    ^  ^ 

_C-  = ^ ^  stn  Xz=icos  S 

d8  cosö  cosö 

dß  .    , 

•^  =  —  sin  X. 

de 

Latkft,  mathem.  Formelnaammlang.  gQ 
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78(r  Formeln  für  die  Folhöhe. 

§.  219. 

Formeln  für  den  Meridian. 

ir  =  ö  —  <jp  Polarsterne.    Obere  Culmination 

0  =  ISO  —  {(p  -{-  d)  „  Untere         „ 

z  =:  q>  —  8    Südsteme. 

a  =  ^  =  0  Obere  Culmination 

a  =  t=  180«  =  12*    Untere  „ 

a  =  Ö  Obere  „ 

a  =  ö  —  12^^  Untere  „ 

tf  >  9     Sterne  culminiren  nordlich  yöm  Zenith 

d  <  9         »  n  südlich    vom       „ 

P  =  9  —  jgf    Obere  Culmination 
P  =   g  —  (f    Untere  „ 

§.  220. 

Formeln  für  die  Polhöhe  (im  Meridian). 

g)  ^=  ö  -\-  z    südlich  vom  Zenith 

w  =  8  —  z  obere    Culm.)      ..   ...  ,  ,.     .^i 

^  i  nördlich  vom  /enith 

g?  Tr=  (180  —  8)  —  js   untere      „     j 

<p  =  ^/j  (z  —  ^i)  .H"  Vs  (*  ~l"  *0  f^^  2:wei  Sterne,  von  denen 

der  eine  südlich  und  der  andere  nördlich  vom  Zenith 

culrainirt. 

9  =  V,  (Ä  +  Ä.)  +  V,  (P,  -  P) 

A,  Äi   die  Höhen    eines  Circurapolarstems  bei   unterer  uini 
oberer  Culmination,  P^  und  P  die  Poldistanzen  zu  diesen  Zeiten. 

§.  221. 

Oulmination. 

Es  bezeichne  z/ 1  die  Differenz  zwischen  dem  Zeitpunkte  des 
Durchganges  durch  den  Meridian  und  dem  Augenblicke,  wo  ein 
Gestirn  mit  veränderlicher  Declination  culminirt,  so  ist 


Formeln  Mr  1.  Vertioal.  787 

dt     cos  q)  cos d  .  Ifi  500  sin  T" 

S 

—    ist  die  Declinationsänderung  in  der  Minute. 

Für  einen  Fixstern  ist  a  die  Sternzeit  der  Culmination  und 
^s    Meridiandurchganges. 


§.  222. 

Formeln  für  I.  Vertioal. 

Setzt  man 


Vsin(ip  -|-  Ä)  =^ 

Vsin  (q>  —  d)  =  V, 
o   wird : 

tat  = .    ^  tgz  =  ~—jT 

^  cos  q)  stn  o  stn  o 

.     .  UV  UV 

smt  =  -7—^- 5  stn^  =  -4- — 

sin  q>  cos  ö  stn  (p 

tg  6  sin  8 

cos  t  =  7^—  cos  z  =  —: 

ig  9  stn  (p 


cosw 
^^         ^v 

cos  w 
stnp  =  — t" 

^        cos  o 

UV 
COSp   =  -^— jT 

'^        cos  o 


§.  223. 

Formeln  für  die  grösste  Digression. 

Setzt  man 

Vsin  (S  -\-  fp)  ■=  fi 

Ysin  (8  —  <p)  =  Qj 
so  wird: 

50* 


788  Formeln  für  den  Auf-  und  'Untergang^. 


.(•/  :'    ..'. 


igt 

_      fl^ 

tga 

— 

cosd 

sin  tp  cosö 

(IQ 

sini 

t^Q 

cosa 

— 

(ig 

cos  q>  sin  d 

COSfp 

cost 

tgq) 

tgö 

tgz  — 

sin  z 
cosz 

sin  a 

sin  q> 

sin  ä 

sinq) 
sind 

• 

cosd 

COS(p 

* 

*    • 

Die  grösste   Digression   wird  auch    der  stationäre    Azimal 

genannt. 

[ersten  Vertical       ]  [d  <  qp 

Das  Gestirn  kommt  in  jZenith  i  wenn  lö  =  q>   M 

Igrösste  Digression]  \d  >>  q>} 

§.  224. 

Formeln  für  den  Auf-  und  Untergang, 

(Vergleiche  Tafeln  am  Ende.) 
A.    Fixsterne  (Ä  und  a  constant). 
Costa  =  —  tg(ptgd  cosao  =  —  ^^ 

^^  '2^0  -  V  cos (<p  +  d)       ^  /'"^  -  ^  tg  ^U{90  -<p  -d^ 

Der  Stundenwinkel  und  das  Azimuth  sind  wegen  Refracti '- 
noch  um 

COS  q>  cos  d  sin  to 

Jao  =  H^ .  B    (R  genähert  =  140  See), 
o^n  a 

wo  B  die .  Refraction  am  Horizont  bezeichnet,  zu  corrigiren. 

Der  absolute  Werth  von  t^  wird  der  Tialbe   Tagebogf 
genannt. 

Sei  a  die  Rectascension  des  Sternes,  so  wird 

,     ^  ^  die  Sternzeit  des  1  __ 
«  -f-  fo  J  l  Unterganges. 


Formeln  für  den  Auf-  und  Untergang^.  78.9. 

Ist  —  Ä  >  90  —  9?,  80  gehen  die  ßterne  nie  auf, 
4- *  >  90  —  9,   „      „        »        w         n    unter. 

Die  Entfernung  der  Sterne  vom  Ost-  resp.  Westpunkte  im 
iigenblicke  des  Auf-  resp.  Unterganges  pflegt  man  die  Morgen- 
sp.  Abendweite  zu  nennen. 

In  der  älteren  Zeit  unterschied  man  folgende  Aufgänge: 

A.  Den  kosmischen,  wenn  der  Stern  zugleich  mit  der 
3nne  aufgeht. 

B.  Den  akroniktischen,  wenn  der  Stern  beim  Ein- 
ritt der  Nacht  aufgeht, 

C.  Denheliakischen,  wenn  der  Stern  etwas  früher  auf- 
jht  als  die  Sonne,  so  dass  er  eben  noch  in  der  Sonnennähe 
3sehen  werden  kann. 

D.  Den  hesperischeu,  wenn  der  Aufgang  beim  Unter- 
stng  der  Sonne  stattfindet. 

Für  die  Beurtheilung  resp.  Berechnung  der  historischen  Auf- 
nd  Untei-gänge  hat  man  zu  nehmen: 

Aus  (f  und  d  des  Sternes  den  halben  Tagebogen  r,  dann  wird 

Öl  =  «  —  r 

ö   =«  +  r 

ie  Sternzeit  des  Auf-  resp.  Unterganges. 

Mit 

Ö,  9  und  6 

B  Schiefe  der  Ekliptik)  berechne  man  die  Länge  und  Breite  des 
ieniths  (ö  ist  =  Rectascension ,  (p  der  Declittation  des  Zeniths). 
Seien  diese 

L  und  B  für  Aufgang 

l      ^     b     „    Untergang, 

tnd  bestimme  für  den  Sehbogen  h  (d.  h.  die  Anzahl  der  Grade, 
rie  tief  die  Sonne  untör  dem  Horizonte  stehen  muss,  damit  ein 
itern  bestimmter  Grösse  gesehen  wird)  d.  h.  für 

irobei  x  die  Sternklasse  bezeichnet,  die  Correctionen 

sin  J  li  ^^  sin  h  sec  B 
sin  Jl    =  sin  h  sec  b. 

Dann  wird  der  Grad  der  Ekliptik,  in  welchem  die  Sonne 
Jtehen  muss,  um  die  verschiedenen  Arten  der  Auf-  und  Unter- 
gänge zu  bewirken: 


790  Formeln  für  den  Auf-  und  Untergang. 

Beim  wahren  Aufgang. 

Ö  =  L -{- 90^:  für  Ortus  cosmicus,  bei   (Fetav 

Uranol.  Lib.  L,  can.  XV)  iaa  öurai'arc 
aAijd-ti/iJ  (bei  Ptolomaeus  Sonne  im  w^ 
ren  östlichen  Horizont). 

O  =  L  -|-  90^  +  ^^'   f^r  ortus  heliacus    iaia  ngoavat 

qxuvofiBVTi  (Sonne  h^  unter  dem  ö 
liehen  Horizont). 

O  =  L  —  9(H>:  für  ortus  acronychus  eönigia  ön 

vurokfi  akrid'ivii  (Sonne  im  ynihi 
westlichen  Horizont). 

O  =  L  —  90^  —  ^ L:   iönsQiu  ETtavatok^  qpatvoftavrj  (Sonne 

unter  dem  westlichen  Horizont). 

Beim  wahren  Untergang  des  Sternes. 

O  =  Z  —  90^:  Oecasus  acronychus  iönsgiu  öryw 

dvöig  akri^ivri  (Sonne  im  wahren  we 
liehen  Horizont). 

Q  =1  —  90®  —  ^l:      Oecasus  heliacus  iönagta  eni-Aik 

Svöig  (pawopLStrq  (Sonne  Ä«  unter  d( 
westlichen  Horizont). 

O  =  i  +  90":  Oecasus  cosmicus  iaa  öxyyxazu  bvi 

akii^ivfi  (Sonne  im  wahren  östlich 
Horizont). 

m 

O  =  i  +  90°  -j-  ^l:      ioia  XQodvöig  (paivoii^VTj  (Sonne  A®  unt 

dem  östlichen  Horizont). 

Für  die  Uebertragung  der  auf  1800  bezogenen  a  und  d  vin 
Sternes  auf  eine  Zeit  t  zwischen  den  Jahren  -|-  1700  bis  —  2i^ 
entnehme  man  der  Tafel  VI  die  Argumente 

für  das  betreffende  Jahr  und  rechne: 

toN  =  — --^-T — j- 

tg(u^^A)  =  Uj(a+A)        "^^  ^ 


COS(-/+  ^) 

tgö'  =  tg(N-i-  a-)  cos  {od  4-  A'). 

a'  und  S*  sind  die  Rectascension  und  Declination  des 
treffenden  Sternes  zur  Zeit  t 


Die  Dämmerung.  791 

Zur  Con trolle  diene: 

cos d     cos{k  -\-  A) cos N 

cos  8'  '  cos  («'  +  Ä')  ~  cos(2V+  ^) 

Für  jeden  Stern  S,  dessen  Declination  kleiner  ist. als  die 
eiiuatorhöhe  des  Ortes,  giebt  es  im  Horizonte  zwei  Punkte  öo' 
Dil  der  Beschaffenheit  dass  der  Flächeninhalt  des  Dreieckes  oso' 
:>nstant  bleibt.  (Lexell,  Acta  Acad.  Petrop.  1781,  p.  125.) 
»lese  constante  Fläche  F  ist  gleich 

^  '*  y  tg  y,  {90. -\-<p-d) 

§.  225. 

DieDämmerung. 

Sei 

r  die  Dauer  der  Dämmerung, 

90  -f-  c  die  Zenithdistanz  der  Sonne  am  Anfang  oder  Ende, 
fo  der  Stundenwinkel  der  Sonne  beim  Auf-  oder  Unter- 
gang, so  ist 

—  sin  c  =  sin  9  sin  8  -\-  cos  q>  cos  d  cos  ((q  -|-  r). 

Setzt  man  also 

>  wird 


I   I  I 


sin ./.  (r  +  t.)  =  ysinK',iH^c)cosy.(H-c) 
'  *        '     "^        ^  COS  (p  cos  o 

Die  Dauer  der  kürzesten  Dämmerung  ist  gegeben  durch 

•    1  /           sin  '/a  c 
sin  Va  ^  = — — 

COS(P 

Man  hat  für  diesen  Fall 

sin  ö  =  —  tg^iC  ,  sin  <p 

'/.,,,    ^       cos  ^/^c 

stn  (to  4-  ^  3  r)  = ^• 

/^      ■      '  ^  cosö 

Man  pflegt  fiir  gewöhnlich  folgende  Dämmerungen  zu  unter- 
sheiden : 

a)  Die  bürgerliche  Dämmerung  endigt,  wenn  die  Sonne 
eh  6^  unter  dem  Horizont  befindet.  Zu  dieser  Zeit  erscheinen 
ie  Sterne  I.  Grösse.    Also  c  =  6°. 

Nachstehende  Tafel  giebt  Monat  für  Monat  die  Dauer  der 
ärgerlichen.  Dämmerung  für  die  Breite  (p. 
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»4 

• 

1 

t* 

«p 

u 

OS 
0 

s 

Februa 

März 

Vi 
P« 

< 

1 

1 

1o 

& 

< 

Octobei 

1 

> 
o 

0 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

m         1 

42 

33 

31 

30 

31 

34 

86 

35 

32 

30 

30 

32         i 

48 

33 

31 

30 

31 

85 

37 

36 

32 

30 

80 

33    i     i 

44 

34 

32 

31 

32 

35 

38 

37 

33 

31 

31 

33  1  n 

45 

85 

32 

31 

33 

36 

39 

38 

34 

32 

32 

34    '     i 

46 

85 

33 

32 

33 

37 

40 

38 

35 

32 

82 

34        91 

47 

86 

34 

32 

34 

88 

41 

>    39 

36 

33 

34 

35        S* 

48 

37 

34 

33 

35 

39 

43 

41 

36 

33 

34 

36       ai 

49 

38 

35 

34 

36 

40 

44 

42 

'    37 

34 

34 

37    ,     31 

50 

39 

36 

34 

36 

41 

45 

43 

38 

35 

35 

38        4« 

51 

40 

37 

35 

37 

43 

47 

44 

39 

36 

36 

39        4S 

b)  Die  as 
die  Sonne  IS^ 


tronomis 
unter  dem 


che  Dämmerung  endigt,  wenn 
Horizonte  befindet.    Also  e  =  18« 


si 


id 


Datum 

^ 

.So» 

40» 

450 

50» 

55« 

60» 

'     65» 

1 

• 

fa  m 

h  m 

h  m 

h  m 

h  m 

h  m 

1 
h  m 

Januar  

1 

1,32 

1,39 

1,48 

2,01 

2,19 

2,48 

3,42 

» 

16 

1,30 

1,37 

1,46 

1,58 

2.14 

2,39 

3,22 

1» 

31 

1,28 

1,34 

1,43 

1,54 

2,09 

2,30 

3,03 

Februar  . 

15 

1,26 

1,32 

1,40 

1,50 

2,04 

2,23 

2,51 

März.  .   . 

2 

1,25 

1,31 

1,39 

1,49 

2,08 

2,21 

2,49 

»    .  , 

17 

1,26 

1,32 

1,40 

1,51 

2,05 

2,25 

2,58 

April    . 

1 

1,27 

1,34 

1,43 

1,55 

2,13 

2,41 

3,35 

n 

16 

1,31 

1,39 

1,49 

2,05 

2,30 

3,22 

— 

Mai  . 

1 

1,35 

1,45 

1,59 

2,21 

3,07 

— 

— 

»     •   " 

16 

1,41 

1,58 

2,11 

2,47 

— 

— 

— 

»     .  , 

31 

1,45 

2,00 

2,25 

3,45 

— 

— 

— 

Juni 

15 

1,48 

2,05 

2,35 

— 

— 

— 

— 

n 

30 

1,48 

2,04 

2,34 

— 

— 

— 

Juli   .    . 

15 

1,45 

1,59 

2,23 

3,25 

— 

— 

— 

n       •    ' 

30 

1,40 

1,51 

2,09 

2,41 

— 

— 

— 

August 

14 

1,34 

1,44 

1,57 

2,18 

2,58 

— 

— 

n 

29 

1,30 

1,38 

1,49 

2,04 

2,27 

3,12 

— 

September 

13 

1,27 

1,34 

1,43 

1,55 

2,12 

2,38 

3,26 

n 

28 

1,25 

1,32 

1,40 

1,50 

2,05 

2,25 

2,56 

October  . 

13 

1,25 

1,31 

1,39 

1,49 

2,03 

2,21 

2,48 

»        • 

28 

1,26 

1,33 

1,40 

1,51 

2,05 

2,24 

2,52 

November  , 

12 

1,28 

1,35 

1,43 

1,54 

2,09 

2,31 

m 

n 

27 

1,30 

1,87 

1,46 

1,58 

2,15 

2,40 

3,24 

December   , 

12 

1.32 

1,89 

1,48 

2,01 

2,19 

2,48 

3,44 

» 

« 

27 

1,32 

1,89 

1,49 

3,01 

2,20 

2,49 

8.47 

S^rischniing  der  kleüMten  scheüibaren  Bistanz  ssweiev  Uimmelskörper.-   793 

§.226. 

^eTeohnung  der  kleinsten  soheinbaren  Distanz  zweier 

Himmelskörper. 

Man  rechne  Stande  für  Stunde  die  Distanzen  s  aus 


«1     —   CL 


tgx  =  J  _  x^  Vcos  8  cos  ö\ 


8  =  -^ • 

cosx 
Denkt  man  sich  die  so  erhaltenen  Werthe  in  der  Form 

dstrgestellt,  so  wird  $  Minimum  für 

Für  dieses  t  kann  man  aus  der  vorhergehenden  Formel  das 
zugehörige  s  berechnen. 

Berechnung  der  Distanz  überhaupt. 

Man  hat 

CO8  J  =  cosP  cos  P  -f-  sin  P  sin  P'  cos  («  —  «') 

oder  auch  • 

.    ^ \  /sin^  m  sin^  n  +  sm'  q  cos^  n 

2         V  cos*  m  sin^  n  -I-  cos^  q  cos'^  n 
wobei 

2i»  =  P  +  P' 

2  g  =  P'  —  P 

2  n  =  «'  —  a 

P  ist  die  Poldistanz,  a  die  Rectascension,  oder 

cos  J  =  sin  h  sin  h'  -\-  cos  h  cos  h'  cos  {a!  —  a). 

§.  227. 

Bestimmung  von  Poldistanz   und  Reotasoension  eines 
Gestirnes  duroh  Messung  der  Abstände  von  anderen. 

Seien 

^3    ^2    ^3  .  ,  ,  . 

die  gemessenen  Abstände  der  Sterne, 


794    Berechnung  der  kleinsten  scheinbaren  Distanz  zweiter  Himmelskörper. 

tti      0(3      a^    .  .  .  . 

p.  p»  p, 


•  •  •  • 


von  dem  Stern,  dessep 

a  und  P 
bestimmt  werden  soll. 

Setzt  man  • 

P<  1.  «  .  . 

y  =  sin  P  cos  a 

z  =  sin  P  sin  a 
so  wird: 

cos  z/fe  =  a;  .  cos  Pjt  +  J/  •  ^^'^  Pic  ^^^  ^k  +  ,^  •  sin Pk  sin  «jt- 
Für  &  =  2,  muss  man  zur  Bestimmung  von  a;,  y,  -er  hocli  die 

Relation 

^'  +  y*  +  -sr«  =  1' 

hinzufügen,  sonst  bei  vielen  Unbekannten  wird  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  angewendet. 

Diese  Formel  leistet  wichtige  Dienste  bei  der  Bestimmimg 
der  Aequatorealcoordinaten  aus  den  Beobachtungen  älter  Astro- 
nomen, die  zumeist  nur  Distanzmessungen  bestanden. 

Bei  drei  Distanzen  kann  man  rechnen  wie  folgt:     Sei 

Ai  =  sinP^  sinPj  sin(ai  —  Oj) 

A2  =  sinPi  sinP^  sin(ai  —  «3) 

A^  =  siwPa  sinPi  sin{o^  —  a^) 

Bi  =  sin  Pi  { cos  ^s  cos  P^  —  cos  J^  cos  P3 } 
JBj  =  sin  Pq  {cos  di  cos  P3  —  cos  d^  cos  Pi } 
jBj  =  sin  Pj  {cos  -^2  cos  Pi  —  cos  di  cos  P% \ 
L    =  Z  Au  cos  ^k  fc  =  1,  2,  3 

M  =  £  BjcSinau 
N  =  £  Bk  COS  «fc 

so  wird 


Berechnung  des  Ortes  einea  Gestirnes  durch  Allignements.  795 

§.  228. 

Bereclinuiig  des  Ortes  eines  Gestirnes   durcli 

Allignements. 

(Berl.  Jahrb.  1821,  S.  170,  Beseel.) 

Fundamentalgleichungen  (Theoria  Motus  113,  Gauss): 
0  =  —  tyd  sm(aj  —  «i)  ~\-  tgdi  sin(a  —  o^)^tgÖ2  sin(ai  —  a) 
0  =:^  —  tgö  sin{a4  —  a^)  -f-  ^^s  sin(a  —  (^i)-\-tgS^  sin(o^  —  a) 
oder  wenn  man 

«1  -f"  ^  =  2  ,s-  «2  —  «1  =  2  rf 

«j  -[-  «4  =  2  s'  a4  —  «3  =  2  d' 

setzt 

0  =  tgÖi  sin (s  —  a  -\-  d)  —  tgÖ  sin 2 d  -{-tgd^  sin («  —  s  -h  d ) 
0  =  tgdi  sin(s'  —  a  -f-  d')  —  tgd  sin2d'  -\-tgO4  sin{a  —  s'  +  ^')' 

Setzt  man  nun 

sin  (öl  —  dn) 
u  stn  V  stn  w  =  — -. — t^-= — 5 — ^"^ 

2  stn  d  cos  Ol  cos  Oj 

,  sin(d^  —  A4) 

u  cos  V  stn  w'  =  ^    .    ,.   — ^ — ^^-5- 

2  sin  d  cos  da  cos  04 

sin  (dl  -\-  d«) 
usinv  cosw  =--  \  i    \      1/ 


2  cos  d  cos  Si  cos  Ö^ 


so  wird 


,  stn(d^  —  ^4) 

U  cos  0  cos  W    =  TT— ^ — r ^^-r- 

2  cos  d  cos  03  cos  O4 


tg  Ö  =  li  sin  v  cos  (a  —  ^  -{-  '^* ) 

=  ucosv  cos  (a  —  ,s'  -\-  w') 
und  weiter 

tgln  —  \^2  (s  —  «<?  +  s'  —  w')]  =  dg  Va  (s  —  u;  —  s'  +  lo')  tg  (45^  —  v). 

Hiermit  ist  tga  bestimmt,  d  ergiebt  sich  aus  den  vorher- 
gehenden Gleichungen.  Hall  giebt  im  astron.  Journ.  Bd.  VIII, 
S.  143  für  a  einen  anderen  Ausdruck: 

(tg  dl  sin  «a  —  tg  ö^  sin  oti)  sin  (a^  —  a^) 

^         (tg  dl  cos  0^  —  tg  d^  cos  cci)  sin  («4  —  C63) 

^^  (tgd 4  sina^  —  tgd^  sin «4)  ,sm(«.j  —  «i) 
(^^4  cos  «3  —  tgd'i  cos  a^)  sin(a>2  —  Oj) 
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§.  229. 

D  i  e   Z  e  i  t. 

Es  sind 

366  .  24  2201  Sterntage  =  365  .  24  2201  mittlere  Sonnentage, 

,  o     •  ,  365  .  24  2201       ^ 

1  Sterntag     =  ^^^-^^^^^      Sonnentage 

=  0,99726957  „ 

=  l<i  _  3«  öö«,909.  Sonuenzeit 

,  Q  ,  366  .24  2201       q,       . 

1  Sonnentag  =  3^5,^42201      ^^''^^^' 

=  1,00273791  „ 

=  1^4-3**  56',555  Sternzeit 
Sei 

ft  =  1,00273791 

und  P  ein  Stemzeitintervall,  I^  ein  mittlerer  Zeitintervall,  so  i^t 

Is  =  fiIM  =  IM  j^  0,00273791  I^ 

JJ^==  ijs  —  IS  —  0,00273043  /» 

Für  die  Verwandlung  der  Zeitintervalle  kann  man  sich  am 
besten  der  Tafeln  I  und  II  bedienen. 
Man  unterscheidet 

0     Sternzeit, 

M   Mittlere  (Sonnenzeit), 

W  Wahre  Sonnenzeit, 

Sei      0^  die  Sternzeit  im  mittleren  Mittag,  so  ist 

24^  _  3m  55«,909 


ff    =fh-^  M 


24* 
24*  4-  3*»  56',555 


oder 


24* 


M=(o  -e*«)- 


Sei  ferner 

Z  die  Zeitgleichung, 
so  ist 

Z=  M—  W, 

Die  wahre  Sonnenzeit  =  Stundenwinkel  der  Sonne. 
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Wahre  Zeit  -[-  Rectascension  der  Sonne  =  Stemzeit. 

Sei    femer  -^A  die  Längendifferenz   in   Zeit    vom  Normal - 
meridian  der  Ephemeride  -|-  westlich  —  östlich,  so  wird 

Ortszeit  =  N  Meridianzeit  —  Längendifferenz 

N  Meridianzeit  =  Ortszeit  -f-  Längendifferenz. 

Sei  ferner  ^X'  der  Betrag  von  ^Jkm  Stemzeitintervall,  so  wird 

^  ^=  dX'  —  z/A  =  Stemzeit  im  mittleren  Ortsmittag  weniger 

Stemzeit  im  Kormalmeridian. 

Man  hat  also  nachstehende  Formeln:  Die  für  den  Ort  gel- 
tenden Grössen  seien  mit  dem  Index  o,  jene  für  den  Epheraeriden- 
meridian  mit  dem  Index  n  bezeichnet: 

%  ist  die  seit  dem  mittleren  Mittag  verflossene  mittlere 
Sonnenzeitdauer  verwandelt  in  Sternzeitdauer  (Taf.  I): 

Mo  =  {öo  -  (Ö:  +  A)\. 

Dabei  ist  der  Klammerausdnick  {  }  in  mittleren  Zeitintervall 

zu  verwandeln  (Taf.  II). 

Sei  «  die  Rectascension  eines  Sternes,  so  ist  der  Stunden« 

winkel 

t  =  0  —  a, 

also  ist  für  ^  =  0,  d.  h.  im  Meridian  obere  Culmination  ' 

Bürgerliches  Datum  =  astron.  von  Mittag  bis  Mitternacht 

„  „      =        „       vermehrt    um  1)  von  Mitternacht 

Astronomisches  „      =  bürg,      vermindert  „    ij      bis  Mittag. 

Bessel  hat  als  Jahresanfang  jenen  Moment  gewählt,  in  wel- 
chem die  mittlere  Länge  der  Sonne  =  280®  oder  «q  =  18*40*". 
Er  zählt  in  diesem  Moment 

Januar  0,0 

und  nennt  das  in  diesem  Moment  beginnende  Jahr  das  fingirte 
Jahr  annu»  fictus. 

Für  jenen  Meridian,  in  welchem  aus  0  Januar  im  mittleren 
Mittag  die  mittlere  Länge  der  Sonne  gleich  280^  ist,  fällt  das 
fingirte  Jahr  mit  dem  bürgerlichen  zusammen.  Dieser  Meridian 
wird  der  Hauptmeridian  genannt. 

Die  Lage  des  Hauptmeridians  bezogen  auf  den  Pariser 
Meridian  ist  gegeben  durch: 
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h  =  0,289866  +  0,00779967  {t  —  1850) 

4-  0,000000034424  (t  —  1850)»  —  \^J 
oder 

k  =  6*57«26',13  +  (11'«13«,8872)  (t  —  1850) 

+  0»,002974  (t  —  1850)«  —  f  .  G\ 

dabei  ist  t   die  Jahreszahl  in  julianischen  Jahren, 

/  der  Rest  der  Division  der  Jahreszahl  durch  4, 
Ic  die  Lage  des  Hauptmeridians  bezogen  auf  Paris. 

Die   mittlere  Länge   der   Sonne  im   mittleren  Mittag 
zu  Paris  ist: 

Mp  =  18*41'»8',574  +  l',84504  (t  —  1850,0) 

+  0*,00000814322  {-] 1850,0)2  —  59»,1B88/. 

Will  man  diese  Länge  für  einen  Ort,  dessen  Länge  ^k  von 
Paris  ist,  so  hat  man 

Mx=zMp-]-  Jk  .  9',85648 

wobei  jdk  in  Theilen  der  Stunde  hinzuzufügen  ist. 

In  den  Schaltjahren  gilt  dieser  Werth  für  Januar  1,0. 

Sternzeit  im  mittleren  Mittag  ist  gleich  (der  Rectas- 
cension  der  mittleren  Sonne  ==  mittleren  Länge)  corrigirt 
wegen  Nutation. 

Jahreslängen. 

Gregorianisches  Jahr:    365*^,24250. 

Julianisches  Jahr:  365^25000. 

Tropisches  Jahr  (chronologisches,  Kalenderjahr,  astro- 
nomisches Jahr),  Länge  nach  Harkness  (mittleres  tropisches 
Jahr): 

365^,242199870  —  0'',0000062124  .-~  ^^^^ 


365''5^48'"46*,069  —  0',53675 


100 

t  —  1850 
100 


mittlere  Sonnentage.  Das  tropische  Jahr  fangt  nach  Bessel  an, 
wenn  die  mittlere  Länge  der  Sonne  weniger  dem  constanten 
Theil  der  Aberration  (20",48)  den  Werth  280»  gezählt  von  dem 
betreffenden  mittleren  Aequinoctium  annimmt.  Es  ist  dieses  die 
Zeit,  in  welcher  die  Sonne  einen  vollen  Umlauf  in  Bezug  auf 
den  Frühlingspunkt  vollendet.  Die  Länge  des  tropischen  Jahres 
ändert  sich  von  Jahr  zu  Jahr  wegen  der  Nutation  etc.  bedeutend. 
Siderisches  Jahr  (Sternjahr). 
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Länge  nach  Harkness.^s  365^^2563578      mittl.  Sonnentage 

=  365*6*9«*9',314     ^  „ 

=f31558149V3U       „  „ 

Anfang  der  Jahreszeit. 
Man  hat 

■ 

n  —  L 


V  —  L 


.24*, 


a^bei  ist 


n  =  360«  für  den  Frühling, 
n  =    90®    „      „     Sommer, 
n  =  ISO»    „      „     Herbst, 
n'  =  2T0<^    „      „     Winter. 

L  nnd  L'  sind  die  Sonnenlängen  der  Tafeln,  die  der  Grösse  n 
im  nächsten  kommen. 


§.  230. 

R  6  fr  a  o  t  i  o  n. 

Man  hat  nach  der  Tafel   für  Correction  wegen  Refraction: 
Refr.  =  mittlere  Refraction  (Taf.  XXI)  .  A  B, 
wobei  A  und  B  den  Tafeln  XXII  und  XXIII  zu  entnehmen  sind. 

Einfache  Formeln  für  mittlere  Refraction. 
Refr.  =  hr\l\ltgz  (bis  45 o) 
br\l\ligz 


"     ■"  1  +  0,006364  f^^ 
Man  hat 


(bis  80«). 


wahre  Höhe  =  beobachtete  Höhe  —  Refr., 

„       Zenithdistanz  =  „  Zenithdistanz  -|-  Refr. 

Nach  Bessel:  Tabulae  Regiomontande  wird  die  Refraction 

dargestellt  durch 

r  =  aß'^y^  ig  0, 

wo   aßAyk  Goefficienten  sind.    Die  Factoren  ß  und  y  hängen 
vom  Thermometer  und  Barometer  ab. 

« 

Kimmtiefe. 
Sei  X  die  Höbe,  gemessen  in  Erdradien,  so  ist 


.,i>  =  VT. 


900  Geocentrische  Breite  nnd  Radius  veotor. 

wobei  B  die  Depression   des  Horizontes   bezeicbnet»     Man     ha 
die  Secunden,  wenn  x  in  Metern  genommen  wird, 

D  =  115",61  V^, 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Refraction 

D=  106",36V7. 

Auf  der  See  ist  von   der  Höhe  eines  Gestirnes  neben    de 
Refraction  auch  die  Kimmtiefe  abzuziehen. 

§.  231. 

Oeooentrisolie  Breite  und  Radius  veotor. 

(Vergleiche  Taf.  VII  und  VIII). 

Sei  (f  die  Polhöhe,   q>*  die  geocentrische  Breite  und  q   de: 
Radiusvector  des  Beobachtungsvectors,  so  ist 

y'  —  9  =  —  1 1'  30",65  sin  2  9  + 1",16  Ätn 4y  —  0",003  Ä»n 6  9>  +  •• 

a  und  6  sind  die  grosse  und  kleine  Axe  des  Erdsphäroides. 

Sei 

a  —  ft 

so  wird 
logQ  =  log  [a^i^'j  +  (9,6377843)  ((f^?^  -  n)j  cos  2  9  , 

oder  i 

7o7  Q  r=  9,9992747  +  0,0007271  cos  2^>  —  0,0000018  cos  4  9)  -f-  .- 
Streng  genommen  ist 

sowie 


Vsec*q>*         \/  cosq> 

1  +  fff  iptg^'  ~^      f   cos  q>'  cos  (ip'  —  9?) 
Von  Hansen  wurde    noch   die    sogenannte   excentrisclie 
Polhöhe  9i  eingeführt,  für  welthe 


tarallaie.  Öol 

Man  findet 

-  ^  =  —  5'  45",33  sin  2(p-{-  0",29  .s?n  4<p—  ()",0003  Sf  w  6  9) 


d 

—  g?  =  —  w  shi  2q>  -\-  '^'.j  w*  s/r?  4  9  —  Va  w'  .sv'«  6  ip  -|-  •  •  • 

S.  232. 

Parallaxe. 

Sei  j)    die  Höhonparallaxo, 

Q   der  Radius  Voctor  des  Beobachtungsortes, 

^  die  Entfernung  dos  Gestinies  vom  Erdmittelpunkt, 

^    die  auf  der  Erdoberfläche  beobachtete  Zenithdistanz, 

9'  die  geocentrische  Polhöhe, 

a    Halbmesser  des  Aequators, 
ist 


ird  z  =  90".  so  ist 


9 

S7vp  =  -^  Sing, 


n  Q 

smp    =  —■ 


e  Horizontalparallaxe  und 


f^ 


svipi  =  — 

ie   Aequatoreal-Horizontalparallaxe. 

a^  Q^  ^  müssen  in  gleichen  Einheiten  genommen  werden, 
fird  a  =  1  für  ^  als  Einheit  und  für  d  die  mittlere  Erdent- 
irnung,  so  ist 


sinp  =  ^  sin  1"    n  =  8",80. 


Sei  noch 


D  der  geocentrische  1  t^      ,  j      /-.    x- 

«^  j         1-1.  Durchmesser  des  Gestirnes, 

2/  der  scheinbare       ) 

0  hat  man  * 

0    Rectascension  des  Zeniths  (gleich  der  Sternzeit), 

L   Länge  des  Zeniths  1    .,.,  .       . 

B  Breite    „        „       t  (Nonagesimus), 

.0  wird: 
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8Ö2  ^arallaite. 

a)    Für  Länge  und  Breite. 

n  =r  coa  ß  cos  k  —  sinp  cor  B  cos  L 

tyk^  =  —  (sin  k  cos  ß  —  sin  p  sin  L  cos  B) 
n 

ig  ß*  z=  —  cos  k'  {sin  ß  —  sinp  sin  B) 
n 

sini)*  =  —  cosk'  cos  ff  sin  /), 

oder  für 

Mj  =  cos  l  cos  ß  —  sinp  cos  9'  cos  Ä 

tgk'  =  —  {sin  k  cos  ß  —  sin  p  [sin  fp*  sin  e  -|-  cos  q>'  cos  e  sin  A\ 
tg  ß'  ==  —  cos  k'  {sin ß  —  sinj)  [sin  9'  cos  s  —  cos  y'  sin  s  sin  A] 

sinD*  =  —  cos  V  cos  ff  sin  D. 

Genähert  hat  man 

tgB 


tgy  = 


cos{k  —  L) 


cosß  ^  ^ 

^'  —  p  =  —  -   = sm  (ß  —  y) 

'^  smy  '^        '^ 

Tk,       n       pDcosB       ..        j. 

D  ^D  = 5 —  cos (k  —  L). 

cosß  ^  ^ 

Die  Grössen  B  und  L  kann  man  rechnen  aus 

cos  B  cosL  =  cos  qp'  cos  0 

cos  B  sin  L  =  cos  9'  sin  0  coss  -{-  sin  (p*  sin  6 

sin  B  =  —  cos  9'  sin  0  sin  s  -f-  sin  9'  cos  «, 

oder  man  setze: 

MsinN  =  sin<p' 

McosN  =  cos  (p*  siyi  ö, 


so  wird: 


^  Sin  0 

y        cos  (N  —  b) 
*'f^=       cosN       ^'^* 

tgB  =  Uj (N  —  f)  sin L. 


t>arallaxe.  ÖOlJ 

Ö  ist  die  Sternzeit  der  Beobachtung, 
B  die  Schiefe  der  Ekliptik. 

b)    Für  Azimuth  und  Höhe. 

—  =  cosa  cosh  —  sinp  sin  {(p  —  9') 

tg  a'  =  fif  sin  a  cos  h 

ig  Ä'  =  W2  cos  a*  [sin  h  —  sin  p  cos  (tp  —  qp')) 
sin  D'  =  n^  cos  a'  cos  h'  sin  D, 
der  genähert: 

^  '^  cos  a 

p  sin  (w  —  qp')  sin  a 

a  —  a  = ^^ ; — 

cos  h 

sin  y 

]y  _D  —  i>^-^^'>Ky  -^  q>')cosa 

cos  h 

Betrachtet    man    die    Erde    als   Kugel    und    setzt   g?  =  y' 
:i  =  a\  so  wird: 

h  —  W  ^=  p  cos  h! 

cosh 
c)    Rectascension  und  Declination. 

—  =  cosa  cos d   —  sin p  cos 0  cos op' 

tg  a'  =  W;,  (sin  a  cosd   —  sin^)  ^^in  (I  cos  9)') 

tgö'  =  ng  {sind   —  sinp  sin(p')  cosa' 

sin  D'  =  n-i  cos  a'  cos  ö'  sin  D, 

oder  genähert: 

_        tg  tp' 
^^^^  ~  cos{a  —  H) 

,  pCOS(f)'     .     .  ^v 

a'  —  a  = i—  sin  (a  —  Ö) 

coso  ^ 

^,        jt       p  sin y'    .    /•  N 

ö'  —  ö  =  ^—. — ^  sin  (d  —  y) 

stny  ^ 

COSO  ^  ^ 


51* 


! 
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Für  den  Mond  genügen  die  genäherten  Formeln  nicht,    nu 
kann  dann  rechnen  wie  folgt:     Sei 

^Q^  jf  ^  g  ^^^^p  ^^^  y'  ^'^^  ("  ~  ^) 

cosd 

sin  N  =  Q  sin  p  sin  y' 
so  wird: 


Qcos<p'sinpsin{a  —  0) 
tg{a   -  a)  =  i/,  _^_-__ 


__  sin  Va  (tf  —  JT)  cos  \/,  {d  +  JV^)  eos  ja'  —  r. ) 
71/        71     \'9 cosd'  COS (a*  —  a) 

Lf     ^=^   1^   '    1 .     o   ,  , — tTF • 


§.  233. 

Mondformeln. 

Sei  «  die  geocentrische  Rectascension  des  Mondes, 
Ä     „  „  Declination  des  Mondes, 

s  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes, 
p  die  Aequatorialhorizontalparallaxe  des  Mondes, 
9    „    geographische  Breite  des  Beobachtungsortes. 

Horizontalparallaxe. 

p*  =p  {\  -  0,00674  sin^qi). 

Parallaxe  in  Rectascension  und  Declination. 

,  sinp* 

a  =  cos  w  V 

^    cosd 

u  1        ^      ,    cos(t  --\-  h'2^a) 
figb  =  dgq> ^^ — W-^ 

,  sinp* 
c  =  sin  w      .  ^  , 
^    stnb 

so  ist: 

sin  1" . z/a  =  —  ja  sin  ^  +  -^  siyi  2 i  -f~  -o"  ^^^  3f  -|- 


.  .  • 


sin\".J8=z—  \c sin {b  -  d)  +  J  sin 2 (A  —  Ä) 

<  ist  der  Stundenwinkol  des  Mondes. 


_l.^r 
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Zenithdistanz  und  der  parallaktische  Winkel. 

Sei  z  die  Zenithdistanz, 

g  der  parallaktische  Winkel, 

C08  z  =  sin  <p  sin  ä'  -f-  cos  9  cos  d'  cos  V 

t(jx  =  cost*  ctgd* 

.    .,,  sin  (x  4-  v) 

cosz  =  sind ^ — ^-^-- 

cosx 


sm  V 

sm  q  ==  cosw  —. — 

^  sin  z 


'der 


voliei 


.  .    .,        sin  Iß 


tgy  =  cos(p  cos  f. 

ö'  und  t'  sind  die  wegen  Parallaxe  corrigirten  Werthe  von 
)    und  t 

§.  234. 

Aberration, 

a)  Tägliche  Aberration. 

«'  —  «==  0",322  cos  9  cos  (0  —  a)  sec  8 

«'  —  «  =  0",322  cos  9  sin  (0  —  a)  sin  d 

0",322  =  Lichtzeit  X  Sonnenparallaxe  X  15  X/ 

_  366  .  2422 
•^  ~  365  .  2444 

A'  —  A  =  —  0",343  cos  (;r'  —  A)  s^c  j^ 

/3'  —  /J  =  —  0",343  sin  (jt'  —  A)  sm  ß 

n*  =  2800  21' 21"  +  61",70  (^0  —  1850) 

<o  die  Zeit  in  julianischen  Jahren  seit  1850. 

b)  Jährliche  Aberration.    - 

a'  —  a  =  —  20",445  {sin  O  sinu  -f-  cos  Q  cosa  cose]  sccS 

—  0",000931  sin  2  (O  —  a)  sec^  d 

6'  —  8  =  -\-  20",445  [[sin a sind  cosa  —  sind  sinf-}  cos  O 

—  cos  a  sin  d  sin  O]  —  0",000466  cos  2  ( O  —  «)  ^y  « 
A'  --  A  =  —  20",445  cosfO  —  A)  sec  ß 

—  0",0010133  siw2(0  —  A)  sec^  ß 


tiO«  Pr&cession. 

/3'  --  /J  =  -  20",445  sm(0  ->  k)  sinß 

—  0",0005067  cos  2  (O  —  X)  tg  {ii 

Für  die  Soime  ist  in  unserem  Jahrhundert 

e'  —  O  =  —  20",445  —  0",343  cos (280^  —  O).  I 

Um  den  Ort  eines  Planeten  oder  Kometen  von  der  Aberr^ 

tion  zu  befreien,  ziehe  man  von  der  Beobachtungszeit  t  die  Gfönj 

41)8'',92  p,    wo   Q    die   Entfernung    des  Himmelskörpers   ist,    dl 

Dann  ist: 

T=t—  498»,92  Q 

und  der  wahre  Ort  zur  Zeit  T  identisch  mit  dem  scheinbare 
zur  Zeit  t 

Nach  C handler  ist  die  Constante  der  Aberration  gleich 

20",500. 
§.  235. 

Präcesslon. 

Sei  fy  die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  für  1850, 

«     «  ^  ??         w  J9         «     1850  +  i, 

6i  der  Winkel  zwischen  dem  Aecjuator  und   der   fester, 

Ekliptik  für  1850  +  t, 
so  wird : 

So  =  230  27'31",47 

£   =  f ^  —  0,46657  (fo  —  1850)  —  0",00O0OO73  (^o  —  1850)2 

+  0,00000641  (t  -  t,\' 

^^  =  80  —  0",46657  {t  —  1850)  —  0",00000073  (^o  —  1850)^ 

—  {0",46657  4-  0,00000146  (t  —  1850))  (t  -  //' 

—  0",00000073  (t  —  to)^. 

Sei  ferner  a  die  Präcession  für  die  Planeten : 

a  =  {0",13184  —  0",00018656  (fo  —  1850)}  {t  —  to) 

—  0",00023653  {t  -  h^ 
l    die  Linisolarpräcession, 

/,  die  allgemeine  Präcession, 

l^  =  [50",35710  +  0,00004943  (to  —  1850)}  (t  —  ^o) 

—  0",00010670  (t  -  M- 
1   =  jr)0'V23615  +  0,00022045  (to  —  1850)}  (t  —  to) 

+  0",00011023  (t  -  tf' 


Präcession.  807 

77  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  mittleren 
IkUptik  zur  Zeit  ^,  bezogen  auf  die  feste  Ekliptik  des  mittleren 
lequinoctiums  von  to. 

jt  die  Neigung  der  wahren  Ekliptik  gegen  die  feste  zur 
ieit   t^  also: 

7  =  1730  34' 54"  4.  32"  655  (/o  —  1850)  —  8",791  (^  —  <o) 

r    =  (0",46951  —  0",00000689  {U  -  1850)}  (^  -  U) 

—  0",00000345  {i  —  ^o)«. 
Seien  weiter 

lie   gegebenen  Coordinaten  für  die  Zeit  i^  und 

die   gesuchten  Coordinaten  für  die  Zeit  i. 
Man  hat  zu  rechnen: 

g  =  sm  ar  {^Är/So  —  ««»(^o  —  H)  f^f  V«  ^1 
_      (?  cos  (Aq  —  J7) 
^  1  +(7sm(Ao  -  77)' 

so  wird: 

f^  V»  (^  -  A.)  = ^%,,.;J  '^  V,  - 

Sei  femer: 
l^  =  {23",030  +  0",000142  (to  —  1850)}  (t^  —  <o) 

+  o",oooo3i  (e  — e,)2 

n  3=  {20",04661  —  0",0000ö481  (h  —  1850)}  (fj  —  U) 

—  0",00008194  (t  —  toY 

m=  !46",06315  +  0",00027723  (t^  —  1850)|  {h  —  ^0)- 

4-  0",00027729  {t  —  t^Y 

fix  —  sinn  jf</Äo  +  cos  («o  +  iO  ^V  Va  'M 

((/L   ^      7i  -^^'^^  («0  +  i>) 
^    *        1   -  /7i6Us(ao  -fi^V 
so  wird: 

tu  V.  («  -  *o) ;^;^;^rT;rx; tg  ,,  /^ 

Diese  Formeln  sind  für  Polsterne  anzuwenden. 
Wegen  Uebertragung  auf  historische  Epochen  vergl.  §.  224, 
über  Auf-  und  Untergang  der  Sterne. 


808  PräceBBion. 

Für  Pole  nicht  zu  naher  Sterne  hat  man: 

«e  =  «r  +  {m«  (*  —  T)}  +  n'  {t  —  T)  sina^  igS^ 
dt  =  «r  +  [n"  (t  —  T)\  cosai, 
«1  und  dl  sind  genäherte  Werthe  für  die  Epoche 

^4-  T 


m  und  n  haben  die  vorher  angeführte  Bedeutung  und  sin 


ebenfalls  für  die  Zeit 


2 


zu  nehmen,    w*,  n*,  n"  können  fo 


gender  Tafel  entnommen  werden. 


T 

m» 

logn* 

log  n" 

1800 

3*,06968 

0,126146 

1,302238 

1810 

6987 

6128 

2219 

,  1820 

7006 

6109 

2200 

1830 

7025 

6090 

2182 

1840 

7044 

6072 

2163 

1850 

7063 

6053 

2144 

1860 

7081 

6034 

2125 

1870 

7100 

6015 

2107 

1880 

7119 

5996 

2083 

1890 

7138 

5978 

2069 

1900 

7157 

5959 

2050 

Analoge  Formeln  erhält  man  für  X  und  ß  und  zwar  wird. 
wenn  A|  und  /Jj  analog  den  Werthen  für  die  Mittelepoche  gelten: 

A*  =  At  +  {?  +  Ä  egr/5  cos(Ai  —  J7))  (t  —  T) 
ßt  =  ßT—  n  sm(Ai  —  77)  («  —  2). 


T 

l 

n 

n 

1800 

50",22336 

0",47982 

172«  32' 49" 

1810 

2562 

976 

38  17 

1820 

2788 

969 

43  46 

1830 

3013 

963 

49  15 

1840 

3239 

956 

54  43 

1H50 

3465 

950 

1730  0  12 

1860 

3691 

943 

5  41 

1870 

3917 

937 

11  9 

1S80 

4143 

930 

16  38 

1890 

4368 

924 

22  7 

lUOO 

4594 

917 

27  36 

Polbestiniinung  für  beliebige  Epoche.  809 

In  den  Katalogen  findet  sich  gewöhnlich  die  jährliche  Prä- 
^ssion  nebst  der  Variatio  Saecularis  angegeben.  Bezeichnet 
a.11  die  erstere  mitj),  die  letztere  mit  v,  so  ist  die  Reduction 
egen  Präcession: 

cct  =  ccT  +  p(t-'  T)  +  v  (-^^) 

8,  =  är  +  p{t-T)  +  v(i^'. 

Die  Variatio  Saecularis  entsteht  durch  Multiplication  nach- 
bellender Ausdrücke  mit  100: 

^  =  w'  +  n'  tgS  sina  +  sin  1"  [n^sin-^  «(1/2  +  tffH) 

-|-  mn  tgÖ  cos  a\ 
-—  =  w'  cos  «  —  sifi  1 "  { w^  sln^  atyd  -{-  m  n  sin  «} . 

§.  236. 

Polbestimmung  für  beliebige  Epoohe. 

Bezeichne  a  und  d  die  Declination  und  Kectascension  des 
Weltpols  zur  Zeit  f,  bezogen  auf  den  Aequator  und  das  Aequi- 
loctium  ^0?  sowie  £  und  «0  die  diesen  Zeiten  entsprechenden 
Schiefen  der  Ekliptik,  so  ist: 

cos  d  sin  «  =  sin  e  cos  Sq  cos  l  --  cosb  sin  s^ 
cos  5  cosa  =  sin  s  sin  l 

sin  ö  =  sin  s  sin  «o  cos  l  -j-  cose  cos  Bq. 

l  bezeichnet  wie  vorher  den  Betrag  der  allgemeinen  Prä- 
cession . 

Man  kann  auch  nachstehende  Näherungsformeln  verwenden: 

iga=  —  cosB^  t(j^\J 

^       sin  £a  sin  l 

cos  0  = 

cosa 

§.  237. 

Nutation. 

Sei     Q  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens, 

ö  n        n       dßr  Sonne, 

<l  n         7)       des  Mondes, 

P@  „         „        dos  Perihels  der  Sonne, 

P^  „         „       des  Perigäums  des  Mondes, 


810  Kutation. 

SO  ist  nach  Harkness: 

//A  =  —  [17",2463  +  0,0001732(^  —  1850)]stnQ 
-f  [  0",2070  +  0,0000002  (t  —  1850)]  sin  2  Q 

—  [  1",2642  4-  0,0000012  (^  —  1850)]  sm  2  O 

—  [  0",2043  +  0,0000002  (f  —  1850)]s«n2([ 

-h  [  0",1273  4-  0,0000001  (<  —  1850)]  sm(G  —  P@) 
+  [  0",0686  +  0,0000001  (^  —  1850)]  sin  (([  —  P^) 

—  0",0339  sm(2([  —  ft)  —  0",026l5*w(3  ([  —  P^) 

—  0",0213Äm(O  +  P@) 

j£  —  -\-  [9",2205  +  0",0000090(«  —  1850)]  cos  ft 

—  [0",089U  —  0",0000005  (t  —  1850)]  cos  2  Q 

-f  [0",5486  —  0",0000029(<  —  ISbO)]  cos  2  O 

+  [0",0886  —  0",0000005  {t  —  1850)]  cos  2  ([ 

-f  0",0181cos(2([  —  ft). 

Die  Zahl 

9",22054  +  0",00859 

wird  die  Nutationsconstaute  genannt. 
Setzt  man: 

dk  ^     de  ' 

O  A  (?  £ 


und  beachtet, 

dass 

. 

3« 

8A 



COSB  — 

sin  £ 

tgS 

sin  a 

dB 

—  coscc 

tyd 



cos  u  sin  B 

83 

•        • 

• 

sin  « 

•     •     • 

•        • 

• 

•    •     • 

so   erhält  man   die   Formeln   für   Ja  und  Ja,    Von  ihrer  An 
fiihrung  nehmen  wir  Abstand. 


Stemreduction.  81 1 

§.  238. 

Sternreduotion. 

A.  Auf  den  Jahresanfang.    Durch  die  Präcessionsformeln. 

B.  Ad  locum  apparentem. 

Sei  t  die  Zeit  seit  dem  Jahresanfang,  so  hat  man  als  Cor- 
rection  für  Präcession: 

dai  =  t(m  -{-  ntgd sin a) 

däi  :=  tncos  «, 

und  Correction  für  Nutation: 

doc2  =  coss  ^ l  -\-  (sin s  sin a  z/  A  —  cosad B)tif8 

döi  =  sin  B  cosa/i  k  -\-  sin  a  d  b, 

Fasst  man  beide  Formeln  zusammen,  so  folgt: 

doL  -=  t {m  -\-  ntgS  sin a)  -|-  cos  s  ^ k  -\-  sin  s  sin  atgS d k 

—  cosaigS  J  £ 
d  8  =  t neos a  -\-  sin  B  cos a  /J k  -{-  sin a  ^ b. 

Diese  Formeln  lassen  sich  auch  schreiben  wie  folgt: 

Sei  f  m  +  cos  b  Ak  =  Am  -\-  E 

in  '\-  sinB  ^k  =  An 

B  =  —  Jb 

C  =  —  ncosö  cos  B 

2)  =  —  n  sin  O 

a  =  m  -|-  n  tgd  sin  a 

b  =  ncostt] 
ferner: 

b  =  cosutgd  b'  =  —  sin  u 

c  =  cos  a  sec  S        d  =  tgB  cos6  —  sin  «  sin  d 

d  =  sin  a  sec  5       d'  =  cos  a  sin  d, 

m  und  m'  die  jährliche  Eigenbewegung,  t  die  Zeit  seit  Jahres- 
anfang in  Theilen  des  Jahres,  so  wird: 

aapp  =  ««,«1  -\-  tm  -\-  Aa  -\-  üb  -\-  cC  -\-  Dd  -f-  E 
dapp  =  d^a  +  tm'  +  Aa'  -l-  Bb'  +  c  C  +  Dd\ 
Setzt  man  noch: 

f=m"A-\-E 
gcosG  =  n"  A  h  sin  11  =  C 

g  sin  G  :r=  B  h  cos  II  =  I) 

i  =  CtgB^ 


8 1 2  Stenireduction. 

90  wird: 

Uapp  =  oc^d  -\-tm  4-  /+  <7  5'>«  (Cr  +  «)  ^</  *  +  *  sin  (i?  +  «)  •**' ' 

ö„pp  =  öfne<i  +  t  m'  4- !/  cos  (Cr  -|-  a)  -|-  Ä  cos  (II-{- «)  sm  ä  -|~  /  co^ 

Diese  Grössen  können  den  Ephemeriden  entnommen  werdn 

Dazukommen  noch  die Correctionen  wegen  Fixsternaberratioi 

Ja  =:  h^  sin  (Ho  -f-  «)  sec  d 

/J6  =^\  cos  (Ho  4"  «)  sin  d  -j-  Iq  cos  d 

log  Äo  ^0                      *o 

1800          9,534  351,3<>  —  0,022" 

1850          9,534  350,50  —  0,024" 

1900          9,534  349,70  —  0,026". 

Diese  letztere  Correction  wird  nicht  angewendet,  wenn  dii 
Beobachtung  bereits  durch  Verminderung  der  Beobachtung- 
zeit um  die  Aberrationszeit,  sowohl  für  die  Fixstern-  als  aiuii 
für  die  Planetenaberration  corrigirt  wurde.  In  diesem  Falle 
fallen  auch  die  Grössen 

hsin(H  '\-  a)secd 

h  cos  (H  +  a)  sin  d  -\-  i  cos  8 

weg  und  man  hat: 

ccapp  =  «med  -\-f  +  9  sin  (G  -\-  a)tgd 

dapp  =  Ämed  +  </C05((t  +  «)• 

Bei  den  Polsternen  rechne  man  nach  diesen  Formeln: 

z/a  =  Uapp  —  a„MJd 

zJÖ  =  dapp  Stnedi 

sodann  wird: 

.  .  Ja  arcl" 

t9(^app  —  CCme<j)  —   1    ^   Ujö  .  J  S  iirC  V' 

Snpp  —  *,mti  =  JÖ  —  ctg  b  tg  V2  (f^app  —  «m««)  •  ^  afc  1", 

oder  bis  auf  die  Glieder  zweiter  Ordnung  genau: 

(>^app  —  «mer*  ^Ja-^-tgd.Ja.Jö  arc  1" 
S„pp  —  *med  =  Jö  —  \l2tgo  .  Ja^arcV*. 
(Vorgl.  Fabritius,  Astron.  Nachr.,  Xr.  2073.) 

Sternkataloge.  (In  der  Klammer  officielle  Bezeichnuiifr^- 
weise  in  Beispielen.) 

Argelander:  Bonner  Durchmusterung  (DM  -\-  3,24l3i 
Sterne  von  —  2^  bis  4-  90«  bis  9,5.  Grösse.  Abgerundete  Posi- 
tionen (a  auf  1«,  d  auf  Zehntel  einer  Bogenminute),  fortgesetzt 


^eitbestinituüni^  aus  Boiien.  8i3 

•11   Schönfeld,  Sterne  —  2"^  bis  —  23^.    Nach  diesen  Katalogen 
irden  die  sogenannten  Bonner  Sternkarten  gezeichnet. 
Diese  Durchmusterung  bildet  die  Grundlage  der: 
Kataloge  der  Astronomischen  Gesellschaft.  (Enthalten 
svision  der  Durchmusterung.) 

4-  800  bis  4-  750  Kasan  +  20»  bis  + 15«  Cap  d.  g.  Hoffnung 

+-75»  „   -f'^ÖoDorpat  -{-ir>^  „  -f    5*^ Leipzig 

4-70^  „   -i-65®Christiania  -f   ^^  »  +   l^Albany 

H-650  ^   +550  Gotha  +    P  „  —   2oNikolajew 
-f-550  „   4- 500  Cambridge  U.S.  —   2^  „  —   6oStrassburg 

-j-DOo  „   4- 400  Bonn  —   ^^  „  —  lO^Wien,  Ottakring 

-i-400  „   4-35oLund  —  10«  „  —  14»  Cambridge  U.  S. 

-f-35«  „   4-30«  Leiden  —  I40  „  —  I80  Washington 

-f-300  „   4- 250 Cambridge  E.  —  I80  „  —  23»  Algier 
-i-25«  „   -f  200  Berlin 

Wichtigere  Kataloge. 

Ichjellerup        (Sj  4140      )  Stjernefortengnelse  —  I50  bis  -{-  W- 
Veisse  (Wj  10*,962)  Positiones  mediae  —  loo  „   -\-lü^ 

(W,  11^371)         „  „       +150  „   +450 

Jeeliger  (M^  1213      )  LMünchen.Sternw.  +  15o  „    —  12oi) 

(M232I        )n.       „  „        +250  ^   ^250 

?aris  (Par.  13605)  In  allen  daselbst  sichtbaren  Deelin.  2) 

Rümker  (Rü  517      )    „       „  „       .  „  „ 

Dopeland  &  Borgen  Göttinger  Katal.  —  0®  bis  —  1" 
Johnson  &  Main  Radcliff  „    alle  das.  sichtb.  Declinat. 

Grant  (Gl  2940)  Glasgow  „     alle  das.  sichtb.  Declinat. 

§.  239. 

Zeitbestimmung  aus  Höhen. 

Grundformel: 

-  .        sin  h  —  sin  w  sin  S 

\)  cost  = ^4 

cos  92  cos  0 

Differentialformeln : 

2)     dt  = : (möglicher  Fehler  in  der  Höhe). 

stn  a  cosq)  ^ 


1)  Enthält  die  L am ont' sehen  Kataloge. 
*)  Revision  der  Lal  an  de 'sehen  Kataloge. 


814  Zeitbestimmung  aus  Üöhen. 

Es  wird 


Min.  (=  90<^  I    ,         r=    0 1     ,      j.  1=^   I 

--      ,  wenn  n  ^,,     ,      ,0,^«^  odercp  f      -,,^  oder  o  {       ^ 

Max.'  I—    0^'  oder  180^)  ^   =  9()^\  [=  9\ 


dt 

ist. 

dfp 

Hier  wird: 


t  n/1  Ol*  A   f 


3)  dt  =^ ~ —   Cmöelicher   Fehler  in  der  geogr.  Breit i*). 

^  cosfptga  ^ 

dt  =  0,    wenn  a  =  90° 

dt  Max.,       „     a  =  OK  180« 

dtt^dip,      „     ctga^cosq). 

4)  d^  = ^^^  (möglicher  Fehler  in  der  Declination). 

Hier  wird: 

dt  =  0,    wenn  p  =  90<^ 
de  Max.,       „     p  =  0»,  180^ 

m 

Man  erhält  aus  der  Formel  1)  den  Stundenwinkel.  Sodann 
ist  die  Sternzeit  der  Beobachtung 

0  =  ^4-«. 

Hat  man  die  Sonne  beobachtet,  so  giebt  t  unmittelbar  di^ 
wahre  Sonnenzeit. 

Beispiele  in  Alb  recht  und  Vierow's  Lehrbuch  der  Navi- 
gation, §.  135  sq.  Vergl.  Jordan,  Grundzüge  der  astronom, 
Zeit-  und  Ortsbestimmung,  §.  13,  S.  56.  Melde,  Astronomische 
Zeitbestimmung,  Gap.  X,  S.  416. 

Man  kann  auch  nach  folgenden  Formeln  rechnen: 

,,•„!'  /  _  1  /sin  Wg (g  -\-<p  —  ä)  sin  Va  (jr  —  y  -f>  i) 
'^  r  cosq>  cos 0 

oder  setzt  man: 

sin  w  sin  S 

tga  = -. , 

^  sinjs 

so  wird: 

1      cos  (z  +  (o) 

COSt  = ^^ ■ — 5:^- 

cos  CO    cos  q>  cos  0 

Specialfälle. 
l)  h  =  0  cost  =^  —  tgtptgS 

^  ->  /.j.    •  i-j  j  *  (gleich      bezeichnet!    .  1 

^  ^  6  ?  je  nachdem  w  und  0  ''^     ,  .  ,  }  sind, 

^     '  "^  ^  Ungleich         „  j 


^eitbestimmting^  aus  mehreren  Zenitliciistan^eil.  8l5 

2)  g?  =  0  coat  =  ^-  t  <  6'« 

3)  «  =  0  rosV  =  ^-^  t  <  6* 
"^  cos  (p  ^ 

4)  9>  =  0  jj  ^  J         cosf  =  0  t  =  6* 

5)  9  ==  0  d  =  0         cos  ^  =  sin  h 

6)fp  =  0  h  =  0    d  =  0    cost  =  0            t  =  6\ 


§.  240. 

Zeitbestimmung  aus  mehreren  Zenlthdistanzen. 

Man  hat  für  die  Zenithdistanz: 

dz  =  cos  fp  sin adt 

.^,cosw  sin a  cos a  cos p     ^^ t 

^ z  r=  cos  w  sin  a  Jt  A r— ; '  —- — 

^  '  stnt  2 

Schreibt  man  diese  Formel  wie  folgt: 

,.         .  N    ,    ^os  op  sin  a  cosa  cos p  (tic  — -  fo)^ 
-u  —  ^0  =  cos 9  smot(tu  —  to)  H ^ ^r^^ ^  ^^ — ^— ^ 

und  summirt  über  alle  n  Beobachtungen,  also 
i;  {zic  —  ^y)  =  cosq)  sinoL  v  (fjt  —  ^y) 

_,    cos  q>  sin  a  cos  «  ro.s  j)     ^^  (4-  —  ^o)^ 

und  dividirt  durch  t?,  so  ist: 

^0  =  cos  cp  s*»  a  ( to  1 

,    cos  q)  sin  a  cos  a  cos  p     ^^  (4  —  ^o)*^ 
"^  iml  ^       2n 

Man  hat  also: 

V  ^jfc  1    cos  <jp  sm  a  cos  «  cos|>  . , , .        . .  . 

n       '    2w  smt  ^  ^ 

Diese  Formel  giebt  die  Verbesserung  der  Zenithdistanz  für  die 
Mitte  der  Zeiten. 
Man  hat  feiner: 

Xfc    ,     1    cosa  cos p   . .  . 

'«  =  "n"  +  2^       sin t       -^^'  -  ^«)  • 

Diese  Formel  giebt  die  Verbesserung  der  Zeit  für  die  mittlere 
Zenithdistanz. 


816  Zeitbestilumubg  aus  coH'espoudirenden  äölien. 

§.  241. 

Zeitbestimmung  aus   correspondirenden  Hölie 

desselben  Sternes. 

Seien  ti  und  w'  die  ührzeiten  bei  gleichen  Höhen  desselbe 
Sternes,  sowie  g  der  tägliche  Gang  der  Uhr,  so  ist  für  eine 
Fixstern  die  ührzeit  der  Culmination : 

Vergleicht  man  diese  Uhrzeit  mit  der  Culminationszeit ,  s 
erhält  man  unmittelbar  die  Zeitcorrection. 

Hat  man  aber  die  Sonne  beobachtet  (den  Mond  beobachte 
man  zu  diesem  Zwecke  nie),  so  muss  noch  die  sogen.  Mittags 
Verbesserung  angebracht  werden. 

Sei  ^  die  Declinationsänderung  der  Sonne  in  48  Stunden,  in 
Bogensecunden  ferner 

r  =  •/,  («1  -  «)  (l  +  ^), 
80  wird  die  Mittagsverbesserung  in  Zeitsecunden : 


^/t/  = 


720 


^^  +  ^7;'^* 


Sin  Z 

Hat  man  Nachmittags  und  dann  am  folgenden   Tage  Vor- 
mittags beobachtet,  so  ist  die  Mitternachtsverbesserung: 


dü  = 


II    12*  —  r 


(+i;^^^~(^^4 


720         r         l  '    sin z  ^^        ig 

Hat  man  nicht  correspondirende,  sondern  nur  nahe  correspon- 
dirende  Höhen  beobachtet,  dann  ist,  wenn  h  die  Vormittags 
und  h'  die  Nachmittags  beobachtete  Höhe  bezeichnet,  noch  an  n 
die  zweite  Correction 

Jui  =^  Vao  ■' — 

cos  <p  sm  a 

oder 

cos(p  coso  stnV 
anzubringen.    Man  muss  trachten,  dass  h!  —  h  nicht  allzu  gross 
werde,  sonst  wird  diese  Correction  illusorisch. 
Die  Mittagsverbesserung  für  r  =  0  ist: 

.j.  (i  .  206265  ..  .  ^. 

^^^  =  -15X3600^^^^^^^)' 
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Diese  Grösse  inuss  man  zu  der  Zeit  der  grössten  beobachteten 
ihe  hinzufügen,  um  die  Zeit  der  Culmination  zu  erhalten. 
Setzt  man  also: 

stnt  tyt 

wird  die  Mittagsverbesserung  in  Zeitsecunden 

Analog  erhält  man  für 

12  —  r        r             .          12  —  r       r  *, 
. =r=  Ji          • K  =  Jj 

X  mit  X  fgo 

e  Mitternachtsverbesserung  in  Zeitsecunden 

Danach  sind  die  Tafeln  VII  gerechnet. 

§.  242. 

Zeitbestimmung  aus  correspondirendeii  Höhen  ver- 
schiedener Sterne. 

Man   beobachtet   gleiche  Höhen   zweier   Sterne  in   Ost  und 
Vest.     Sind  dann: 

die  beobachteten  Uhrzeiten  .    ,    ,    .    T  T" 

die  wahren  Sternzeiten W  ü" 

die  gemeinsame  Höhe        A  /«, 

;o  wird,  falls  man  an  einer  Sternzeituhr  beobachtet  hatte,   die 

'hrcorrection 

^r=^  0'  —  T  =  i)"  -  T". 

Setzt  man  in  den  bekannten  Gleichungen: 

$in  h  =  sin  q)  sin  ö'  -f-  cos  q)  cos  ö'  cos  («'  —  Ü' ) 

=  sifi  (f  sin  ö"  -f-  cos  qp  cos  d"  cos  (ß"  —  cc") 

8'  =8  -\-  B  «'—«'=/  4-  r 

8"  =  8  —  s  0*'  —  a"  =--t  -^  r, 

so  ergiebt  sich: 

sin  t  sin  r  -^  t<j  s  Uj  8  cos  t  cosr  =  tg  e  ig  (p. 

Führt  man  eine  Hülfsgrösse  m  ein,  so  dass 

tg  m  =  Uj  e  tg  S  cotg  t, 

Lftska,  mathem.  ForinelnHaminlung.  ^2 
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•n 


wobei 

_  «^  —  t^'        T  —  T' 

^-        2  2 

so  folgt: 


und  hieraus: 


I  tu  Big  w 

Si)i  (r  -f-  VI)  =  ^  .  ^     •  cosnL 

Sl7i  t 


Die  Declinationsuiiterschiede  beider  Sterne  sollen  nicht  lue 
als  4<*  betragen,  auch  sollen  im  Moment  gleicher  Höhen  tl 
Sterne  ein  Azimuth  haben,  welches   nicht  kleiner  als  i  30"  i 

Methode  von  Zinger.  Vierteljahrsschrift  für  Astronom 
1874,  S.  155. 

§.  243. 

Zeitbestimmung   zweier  Sterne  in  demselben 

Vertical. 

(Schumacher,  Hülfstafeln,  S.  124.) 

Mau  wählt  einen  südlichen  und  einen .  Polstern.  Die  actvih 
tuirten  Buchstaben  gelten  für  den  Polstern. 

Seien  TT'  die  Durchgangszeiten  und  a  das  Azimuth  «in 
Verticalkreises  von  Süd  über  Ost  gerechnet,  ferner  zJ T die  l'Lr- 
correction  in  Bogentheilen,  so  ist: 

für  den  Südstern 

für  den  Nordstern 
also 

8  =  \:,(r  —  T)  -  v,  («'-«) 

« =  i/,(r  +  T)  -  VaC«'  +  «)  +  ^ r. 

Bestimmt  man  die  Hülfswinkel  A  und  JB  aus  den  Gleichiiugen 

R  mn  k  = 5^ — -^ — ^ 

COSB 

^        ,        sin  (b*  —  8) 

B  cos  A  = ^^-^ ^, 

Sl)i  6 

so  findet  man  0  aus 

sin  {k  —  0)  =^  ^  tgff  cos  d'  cos  4, 
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nd   ^  T  aus  der  Gleichung: 

dT^a-  >,,  (r  +  T)  +  i/,(«'  +  «); 

3mer  wird: 


§.  244. 
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Zenithdistanz  für  die  Einstellung. 

Südsterne:    z  •=  q>  —  8, 

n   1   X  (obere    Culmination  z  =  ö  —  w 

Polsterne:        .  ,^-.  ^    .      ,    ^. 

untere  „  ^  =  180®  —  (9^  +  o). 

?"  =  Neigung  der  Drehungsaxe  gegen  den  Horizont;  positiv, 
wenn  das  Westende  der  Axe  über  dem  Horizonte 
liegt; 

k  =  Azimuth  oder  Abweichung  der  Normalebene  auf  der 
Drehungsaxe  von  der  Ebene  des  Meridians;  positiv, 
wenn  das  Westende  der  Axe  zwischen  dem  Süd- 
und  Westpunkte  des  Horizontes  liegt. 

c  =  Colliraation  oder  Abweichung  der  Gesichtslinie  von 
der  Collimationslinie ;  positiv,  wenn  der  Winkel  nach 
der  Seite  des  Objectivs  und  nach  der  Seite  des  Kreis- 
endes grösser  als  90»  ist. 

n  =  die  Declination  des  Punktes,  in  welchem  die  über  das 
Kreisende  verlängerte  Drehungsaxe  die  scheinbare 
Hinamelskugel  trifft, 

90  —  m  =  der  Stundenwinkel  desselben  Punktes. 

Relation  zwischen  diesen  Grössen: 

cos  n  sin  m  =  cos  qp  sin  i  -\-  sin  cp  cos  i  sin  1c  ] 

cos  n  cos  m  =  cos  h  cosi  i    .    .    .     1) 
sin  n            ==  sin  cp  sin  i  —  sin  l'  cos  (p  cosi  J 
Für  kleine  Fehler  a^  b,  c: 

i  =:  m  cos  (p  -\-  n  sin  cp  m  =  i  cos  q>  -\-  k  sin  (p  . 

=  m  sec  (p  —  Jctgq)  =  i  secq)  —  ntg  fp 

=  n  cosec  (p  -f-  k  ctg  <p  =k  cosec  (p  -\-  n  cotg  tp 

52* 
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k  ^=  m  sin  <p  —  n  costp  w  =  i  sin  tp  —  h  cos  9 

=  m  cosec  (p  —  i  cotg  tp  =  i  cosec  q>  —  m  cotg  q) 

=  itgq)  —  nsec(p  =  mtgq>  —  ksecg)- 

Festlegung  der  Ordnung  der  Fäden:    Schema  eines  Fade:, 
netzes 

a)  beim  geraden  Passaggeninstrumente: 

Mittelfaden 


Südsterne 


Kreis  West 


Polsteme  0.  C. 


12     3     4      5 


Polarsterne  ü.  C. 

Südsterne 
— —  Kreis  Ost 


Polsterne  U.  C. 


Polarsterne  0.  C. 


2      3      4 


5 


ß)  beim  gebrochenen  Passageninstrumente: 


«     ^ 


Polsterne  U.  C. 


Südsterne 


Südsteme 

Kreis  West 


Polsterne  0.  C. 


12     3     4     5 


Kreis  Ost 

Polsterne  0.  C.       i      .  i      '       Polsteme  U.  C. 

I       ;       I       I       ' 
12      3      4      5 

Sind  i  die  Aequatorealfadendistanzen  (vom  Mittelfaden),  s<» 
ist  die  Reduction  auf  den  Mittelfaden  eines  Sternes  (a,  ö):  J 

Strenge  Formel:  sin^T  =  sini  secd^ 

Näherungsformel:  «7*  =  <*«6cd,  anwendbar  für  Sterne 
ö  <  80». 

Für  Declinationen  d  >•  80"  ist  entweder  die  strenge  Formel 

anzuwenden,  oder,  weil 

jff    - 

-jjf  sin  J  ^=  i sin  l"  sec  ö 


J"  =  i  sin  V  sec  8  •  - 


J" 


sin  J 
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J"«  =  t^secd  ' 


sinJ  ' 


lie   Fomiel 


J»  =  Psecd.k       k  = 


J" .  15 
sin  J  ' 


^robei  k  leicht  tabulirt  werden  kann. 
Tabelle  für  fc: 

1)  es  ist  e7*  gegeben,  dann  ist  i'  = 


«7* .  cos  d 
k 


lud  die  Tabelle  geht  mit  dem  Argumente  J  in  Zeitminuten 

J               Igk  Igi'secd 

1*»  0,00000  1,778 

2  0,00001  2,079 

3  0,00001  2,255 

4  0,00002, 

2)  es  ist  ^•  gegeben  dann  ist  «7*  =  i'  sec  Ö  k 
und  die  Tabelle  geht  mit  dem  Argumente  IgPsecS. 

Albrecht's  Hülfstafel  13  enthält  die  numerischen  Werthe 
von  Igk  =  d,  (Th.  Alb  recht,  Formeln  und  Hül&tafeln  für 
geographische  Ortsbestimmungen). 

Schema  der  Reduction  von  Seitentaden  auf  den  Mittelfaden: 


Ost 


5    4 


Kreisende 


West 


2     1 


3 


die  Beobachtungszeiten 

an  den  einzelnen  Fäden 

(Ts  Mittelfaden), 


so  ist  die  Reduction  auf  den  Mittelfaden  (für  Zeitsterne): 
Ti  -\-i^sec8\ 

T^  —  H  sec  8 
T^  —  h  sec ö' 
Nimmt  man  das  Mittel  Tq  der  beobachteten  Grössen,  dann  ist 


wobei  ij,  ig»  U^  h  ^i^  Aecjuatorealfaden- 
distanzen  vom  Mittelfaden  sind. 


Obere  Culmin. 


To  + 


die  Zeit  des  Mittelfadens. 


5 


U  +  h  —  h  —  i 


sec  8    Kr.  W. 


-  sec  8    Kr.  0. 
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•  I  •  •  • 

Wenn   ^  - — =  ^<  gesetzt  wird,  so  ist: 

(K  W 
Ty  +  ^i  secd  =  Ij^^     Obere  Culmination 

Tq^  ^i  secd  =  lyy^^     Untere  Culmination 

die  Zeit  des  Mittelfadens. 

Werden  die  Beobachtungszeiten  in  mittlerer  Zeit  angeführj 
so  sind-  anstatt  der  Werfehe  i,  welche  sich  auf  Stemzeit  beziehes 
die  Beträge  0,99727  i  in  Anwendung  zu  bringen. 

L  Die  Mayer'sche  Formel. 
Man  hat  für  Kreis  Ost: 

Obere    Culm.:  cc  =  To  —  (c -}-  0',021  cos(p)secä  -U  /  ^^  ^^  ~  ^ 


cos  6 


_^^sm(y-g)_^^. 


cosd 

Untere  Culm.:  a  -f  ri*»  =  Tq  -\-  (c  -|-  0',021  costp)  secd 

.  cos(ip  +d)        ^  sin (y  +  d)  _^  ^^ 
cosd  '  cosd  ' 

Für  Kreis  West: 

Obere    Culm.:  oc  =  T,„  4- (c  —  0«,021  cosw)  secd  +  i  ^^^^^  T  ^ 

fe  sin  (y  -  S)  ^  ^, 
'  cosd 

Untere  Culm.:  a  -f-  l^/»  =  ^u-  —  (c  —  0*,021  cos  9)  secff 

^.  cos  (y  +  g)        ^  sen  (y  +  g)       ^^ 
cosd  cosd  •" 

Ermittelt  mau  die  CoUimation  durch  Umlegen  des  F'en.- 
rohres,  so  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen  auf  die  Form 

bringen.  Man  hat  mehrere  solche  Gleichungen  und  rechnet  au> 
ihnen  JT  die  Uhrencorrection  und  den  Azimuthalfehler  Ä-. 

Vortheilhaft  ist  für  die  Zeitbestimmung,  je  einen  Süd-,  einen 
Zenith-  und  einen  Polstern  zu  beobachten. 

Der  strenge   Ausdruck    für   den  Unterschied  z/  =  a  —  7 

lautet: 

tg  i      cos  (p  cos  d  cos/i  4-  sin  <p  sin  d 


sin  jd  = 


cos  li  cosd 


,    ,    y  sin  op  cos  d  cos  ^  —  cos  qp  sin  d    , 

+  ^^*  ~ T77-X ^ V  ^^ 


stn  c 


r ~T~   Olli  V    i         L 

COS  6  '  cosico$i^ 
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IL  Bessel'sche  Formel.    (Werke  II,  S.  33j. 

n  und  90"  —  m  Declination  und   Stundenwinkel   der  über 
as   Westende  verlängerten  Drehungsaxe. 
Obere  Culmination : 

rrr      .  .  ,       «>      i       ,  i       ^     ^r.^^  «^     fKrelS     WeSt 

;=   r+m  +  n^«  +  (c  +  0'fi2l)  cos  9  secö  jj^^.^.^  ^^^ 

Untere  Culmination: 

■     ^  ^m.        m  t  .    b  —  ^         *v  ys.r>-.N  «>    ivreio  VY  eSw 

:  _f-  12*  ==  T  +  m  —  ntgd -\^(c  —  0^fi2l)cosip  secd  ^^^^^^  ^^^ 

Strenge  Formel: 
;?»(«  —  T)  =  tgmcos(a  —  T)  -\-  tgn  -^ 1-  sine 


cos  m    '  cos  m  cos  n 

IIL    Hansen'sche  Formel. 

Obere  Culmination: 

{Kreis  ^V est 
Kreis  Ost 
Untere  Culmination: 

a  -}r-  12^=  T-^isecq>  —  n  {tgö  +  ty  9) 

—  /         ^  ^-^^^  *  f Kreis  West 

+  (c  -  0',021)  cos  <pseedU.^^^^ 

Strenge  Formel: 


cos  m  cos  n 


cos  m  cos  m 

sec  8 


-f-  sine 


cos  m  cos  n 
IV.    Formel  von  Gauss: 
Obere  Culmination: 

(«)  =  r  +  ^  T  +  m  ±  (c'  +  n)  coUj  f  ±  (C  -  n)  tg  | 

Untere  Culmination: 

(«)  4-  12^^  =  T  +  ^  r  f  w  +  0^'  +  ^^)  cotg  ^  +  ic"  -  n)fg  ^ 
oder 


=  C         c'  =  c  +  0»,021 


-  =  T        c"  =  c  —  0*,021. 


2 
Obere  Culmination: 

(a)  =  T+  ^T4-  m  +  Ccotg  t  J^  Tfg  ^     Kr.  W. 
(a)  =  T-f  ^T+  m  -  Ctg  ^  -  Tcöf/7  f    Kr.  0. 


1 
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Untere  Culmination:  j 

(a)  4-  12*  =:  r  -f  ^  T  4.  m  -  C  cot^  L -^  Ttg  ^      Kr.  W 

(«)  +  12*  =  T  +  ^  T  +  m  +  6'<<7 1-  +  Tcdg  ^r    Kr.  0.1 

V.    Formel  von  Chandler  (Astron.  Joürn.  Nr.  187). 
a  =  F  +  z:/  T  +  \Jsin  (Ä  —  D)  -f  c}  secÄ, 
wobei  m  =  —  JsinD 

n  =  4"  JcosD^ 
m  und  n  dieselben  Grössen  wie  oben. 

Instrumental  feil  1er. 

i  Neigung  (positiv,  wenn  das  Westende  zu  hoch  ist), 
k  Azimuth, 

c  Collimation  (positiv,  wenn   der  Winkel  zwischen    Fen- 
röhr  und  Kreisende  grösser  als  90^  ist), 

i  =  V,  {(m;  4-  w')  +  (0  4-  0')J, 
dabei  ist: 

Wenn    I,    Der  Nullpunkt  der  Libelle  in  der  Mitte  liegt, 

Westende        Ostende 

1    Lage  +,c  -«)  der  Libelle. 

2.  Lage  4"  *^  —  ^1 

Wenn  IL     Der  Nullpunkt  am  Ende  sich  befindet, 

Westende        Ostende 

1.  Lage  4-  ?('  +  <> 

2.  Lage  —  w'  —  o\ 

Die  Correction  wegen  Zapfenungleichheit: 

•  _  ^1  —  '2  6m  W 

2        sin  W  4"  6'm  w;' 
ix  und  /j  die  Neigungen  in  beiden  Lagen, 
W  den  halben  Winkel  der  Lagerflächen 
tv  den  lialben  Winkel  der  Aufeatzflächen 
bezeichnet. 

Collimation. 
Obere  Culmination: 
c  =rr  r,(r,  —  TJ  tvsö  -U  »a  (/«  —  t«')  cos(9  —  ÄJ, 

Untere  Culmination : 

c  =  i/a  (T«,  -  Toj  cos  d  4-  V2  0'*"  —  i")  cos  (tp  +  S). 


der  Libelle. 


der  Libelle 
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To  und  Tv,  die  auf  den   Mittelfaden   reducirten  Zeiten  der 

Ost-  und  Westkreislage  des  Instrumentes, 
i^     „      i^  die  entsprechenden  Neigungen. 

§.  245. 

Polhöhenbestimmung. 

1.  Aus  einer  Höhe. 

^  =  ö  —  « 

d  sin  D  =  $in  d 
d  cosD  =  cos  d  cos  t 

cos  ((f  --  D)=  —j- 

oder  tg D  =  tgd  sect 

cos  y  =  sin  h  sin  D  cosec  d 

q)  =  D  ±  y. 
Differentialformel : 

zjm  = cos cp  tau  zit  -\ z/o. 

cos  a  ^  cos  a 

2.  Aus  Beobachtung  des  Polarsterns. 

fp  =  90®  —  z  —  p  cost 

+  ^liP^  sin'^t  äg  z  sinV 
—  1/3 /)y  cos  t  sin^  t  sin  V\ 

Dabei  ist  j>  die  scheinbare  Poldistanz,  z  die  wahre  Zenith- 
distanz  u^d  t  der  Stundenwinkel  der  Beobachtung. 

3.  Durch  Reduction  auf  Meridian. 

Sei  die  Höhe  h  beobachtet  und  der  Stundenwinkel  t  gegeben, 
so  ist 

cos  {(f  —  ö)  =  sin  h  -\-  cos  tp  cos  d  .  (  2  sin^  -jr- )  • 

Ist  also  (p  genähert  bekannt  und  wird  h  nahe  dem  Meridian 

gemessen,  so  kann 

q)  —  d 

gefunden  werden.     Da  ö  bekannt  ist,  findet  man  hieraus  q>.    Da 

aber  9  —  d  zugleich  die  Höhe  zur  Zeit  der  Meridianpassage  ist, 

so  wird,  wenn  man 

(p  —  d  =  h' 
setzt,  auch 

.    _    . , ,        , .        cosw  eos  ö  sin"^  1 A,  t 

^  ^  cos  ^J.2  {h  -\-  h) 
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Diese  Formeln  gestatten  die  strenge  Reduction  auf  dt 
Meridian. 

Wird  diese  letztere  Formel  in  Reihe  aufgelöst,  um  ;ii 
gewendet,  so  kommt  man  auf  die  Methode 

4.    der  Circummeridianhöhen.     Sei 

cos  (p  cosd - 

cosh 

2 sm»  ^l^t  —  m  sin  1" 

und  hat  man  mehrere  Höhen  beobachtet,  so  wird 

n  n 

Will  man  strengere  Reductionen  anwenden,  so  sind  nach 
stehende  Formeln  hierzu  besonders  geeignet,  wenn  mehr  er» 
Höhen  beobachtet  werden,  da  sich  die  Grössen  m  und  n  leich 
tabuliren  lassen. 

Aus  gleicher  Höhe  zweier  verschiedener  Sternt 
die   Polhöhe  zu  finden. 

Seien  t  und  t'  die  Stundenwinkel  der  beiden  Sterne,  und  sei 

m  sin  M  =  sin  1/2  (^'  —  0  ^^^  V«  (^'  —  ^) 

mcosM=  cos  Vj  (f  —  t)ig  V2  (d'  +  d), 

so  wird 

t(j(p  =  mcos  { 1/2  {V  +  0  —  ^ 
Ä^an  hat 

^9    —  sin a  J T  -^  sin a'  J  T  -\-  (sin a'  —  sin a)  JdT 

cos(p  cosa  —  cosa' 

Man  mus  also  cosa  —  cosa'  möglichst  gross  nehmen. 


§.  246. 

Meridianreduction  der  Zenitlidistanzen. 

Sei  (t  vom  oberen  Meridian  gezählt) 

_  2  sin  y.j  fa  _  2  sin  \/^  t* 

Sin  l"  sin  1 

um  X  die  Correction,  um  die  ausser  dem  Meridian   beobachtete 
Zenithdistanz  auf  die  Zenithdistanz  im  Meridian  zu  reduciren.  Al<o 

Zenithdistanz  im  Meridian  =r=  ^r  —  x  obere  Culmination, 

r=  z  -^  X  untere  Culmination, 
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1.     Sterne  südlich  vom  Zenith: 


enähert: 


.    j ^      cos(p  cos  d  sin^  V«  t 


cos  w  cos  d 
oc  = -^ TT  .  m 


r  cosip  cosd  V  ,    .  .. 


cosi^p  —  tf) 

II.    Sterne  nördlich  vom   Zenith. 
a)    Obere  Culmination: 

cos  q)  cos  d  sin^  Va  ^ 


1/ 


stn^/^x  = 


sin(d  —  g^  +  V2-^) 
genähert: 

cos  (p  cos  ö  f  cos  q)  cos  S  1* 


X 


cos w  cosö  r  cos w  cosö  V  ^    ^^ 

.    .; r  w  -—      .    .; r    der  (0  —  cp)  .  n. 

sin(d  —  y)  Ls2n(d  —  9)]     ^  ^^ 


b)    Untere  Culmination  (die  Stundenwinkel  werden  vom 

interen  Meridian  gezählt): 

.   .    j ^      cos (f  cosö  sin^  V2 1 

*^  sm  (^  +  d  —  ^/j  a;) 

genähert: 


cos  w  cosd  r  cos qp  cos Ä  1*      .     .       ,    ^. 

.      / ; ^  m    —  .      ,    : 5:r       .   Ct(/  (qP    +   O)    .    )h 

sin  (q)  +  d)  istn  {(p  -\-  S)\       -^  ^^    '      ^ 


III.    Für   die  Sonne. 

sin((p  —  d)  '    "'^ 

fjL  =  48  stündigen  Aenderung  der  Declination  der  Sonne.   Für 
d  ist  die  Declination  der  Sonne  im  Mittag  zu  nehmen. 


§.  247. 

A  z  im  uthb  est  immun  g. 

a)  Aus  einer  Höhe. 

Sei  Ä   wahre  Höhe, 
<p  die  Polhöhe, 
P  die  Poldistanz  des  Sternes, 
a  das  Azimuth  des  Sternes, 
p  der  parallaktische  Winkel, 
dann  ist: 


n 


^28  Azimuthbestimmuiig. 


/,,!/  ,,  _  \  /sin(s  —  qp)  sm(s  —  k) 
^  ''''  -  \        cosscos{s-P) 

Man  bat 


^a  =  — 


cos  h  tgp 

b)  Aus   correspondirenden  Höben   eines  Sternei 

Seien  Ä  und  Ä'  die  Lesungen   des   Kreises  vor  und    nad 
der  Culmination  des  Sternes,  so  ist 

— ~ —  =  Azimutb  0. 

Also  bei  der  Lesung  vor  Culmination  das  Azimutb 

3000  -  ^'  -  ^ 
2 

und  bei  jener  nacb  Culmination 

A'  ^  A 
2 

c)  Aus  correspondirenden  Sonnenböben. 

Sei  AA'  die  Lesungen  für  Vor-  und  Nachmittag   wie  obeii 
gerechnet,  j 

Ö  die  Declinatioii  der  Sonne  zu  Mittag, 

-TT  die  stündliche  Aeudernng  von  Ä, 

so  ist  die  Correction 

.  .        ,,   dS  cosd 

JA  =  Va  -TT ii — = — 

a  t  cos  (p  cos  n  sm  a 

oder 

4  4        ^     d8         I    - 
dt  cos<p  stnt 

Diese  Correction  ist  vom  arithmetischen  Mittel  abzuziehen, 
wenn  die  Theilung  des  Kreises  in  demselben  Sinne  läuft,  wie  iü^ 
Azimuthe  gezählt  werden. 

Man  hat  alsdann  für  das  Azimutb  =  0 

A  -U  A' 


2 


—  JA. 


d)   Durch  Beobachtungen  des  Polarsternes. 

Beobachtet  man  die  Zeiten  TT,  in  welchen  der  Polarstem 
dasselbe  Azimutb  erreicht  und  sind  t  und  if  die  zugehörigen 
Stundenwinkel,  sowie  h  und  h'  die  zugehörigen  Höhen,  so  ist 
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Uja  =  äg  V,  (/'  -  0  i9\Uß  +  KV.gy:,ik-V) 

Iso  beim  Polarstern  genähert 

900  __  1/  (^'  _  i) 

a  = --^ 

cos  q>  tgd 

e)   Mittelst  bekannter  Zeit  und  der  Polliöhe. 

cos  d  sin  t 
stna  = 


cosa 


cos  h 
sin  (p  cos  8  cos  t  —  cos  <p  sin  ä 


cos  h 
Differentialformel : 


COSOCOSp  11'  ^         I     i^'^^^P    ^it 

cos  h  *  ^    ^    cosh 

Da  m  jdt  ein  Fehler  am  ehesten  zu  befürchten  ist,  muss 
o.<?p  nahe  an  0  sein.  Dieses  ist  beim  Polarstern  in  der  grössten 
)igression  der  Fall. 

Hat  man  eine  Reihe  von  Azimuthen  beobachtet  und  sind 
fc   die  zugehörigen  Stundemvinkel,  so  ist 

dt 

wobei 

da  cos 8  cosp 

dt  cos  h 

d^  a  cos  w  si)(  u  ,       j     .    ^    ,     ^ 

-:r-rr^  = -^—-^ ICOS  fl  SUIO   +  2  COS  W  COSa\. 

ot^  coS'h       '  I  7-  j 

f)  Azimuthbestimraung  aus  Sonnendistanzen  vom 
terrestrischen  Objecte  (mittelst  Sextanten). 

Sei  (p   die  Polhöhe  des  Ortes, 

t  Stundenwinkel  der  Sonne, 

8  Declination  der  Sonne, 

h  die  wahre  Höhe  derselben, 

Ä'  die  scheinbare  Höhe  derselben, 

H  die  Höhe  des  Objectos, 

a  das  Azimuth  der  Sonne, 
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z/'  der    auf    dem    Horizont    reducirte    Abstand    z/    ild 
nächsten  Sonnenrandes   vom  Gegenstand  dessen  Az: 
muth  bestimmt  werden  soll. 
Man  hat  zu  rechnen: 

tgx  =  cost  tyq> 

.    ,         sin  w  sin  (x  -f-  Ä) 

Sink  = ^ ■ 

cos  X 

sin  i  cos  ö 


so  wird 

sin  H'        5 — 

cos  A 

A'  —  A  +  r  -  p 

r        Refractiou 

p        Parallaxe. 

Man  hat 
wobei 

_  1  /sin  \',  (z/  +  A'  -  H)  sin  V,  (J  - 

■  /»'  +  H) 

V  cos  1,  (^  4-  A'  +  //)  cos  » 'a  (^  — 

ausserdem : 

cos  y  txi  t 

iiin  (^  _  y) 

tgd 

-V  -  H) 

cosh  = 


cost 

cos  Ö  sin  t 


sin^  \'2  z/'  = 


snnc 
sin  '/j  (z/  4-  A'  —  //)  cos  i,,  (z/  —  Ä'  4-  H) 


cos  A'  cos  H 
Das  Azimuth  des  Gegenstandes  ist  dann: 

a  +  z/' 

§.  248. 

Oenäherte  Meridianbestimmung. 

Man  bezeichne  mit  W  die  Höhe  eines  Gnomons  (einfacht 
vertical  in  die  Erde  gesteckte  Stange)  und  mit  Zj  und  1^  z^^^-i 
Schattenlängen.     Setze  dann: 

Sei  ferner  z/  der  Winkel  den  diese  beiden  Schatten  mit  eij;- 
ander  einschliessen  (aus  dem  Dreiecke  ?,  1^  durch  Beitenabmessun;: 
zu  berechnen). 
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Man  rechne:  q  =  sin/J  coshi 

q*  =  cos  Äa  —  cos  jd  cos  hi 
Q  =  q2  -\-  ip 

sin  A  =  (sin  hi  — sin  h^)  7^ 

snix  =  (snihi  —  stnn^)  -^ 
5c>   ist  das  Azimuth  der  zweiten  Länge  Zj  gleich 

qp  ist  die  Polhöhe  des  Ortes. 

§.  249. 

'  Aus  den  Höhen  zweier  Sterne  und  der  Zwischenzeit 
die  Polhöhe  und  Uhrcorrection  zu  finden. 

Seien  «i     «2 

öl     d.2 
hl     hj 

die  gegebenen  Reetascensionen,  Declinationen  und  Höhen,  sowie 
zJ  die  Zwischenzeit,  so  hat  man  zu  rechnen: 


1.  tijF 


tji  62 


tgv  = 


cos[(a.2  —  «,)  —  /i] 
cos  F  ig  Öl 


sin  (F  —  dl) 

(  «Mj  7».  sin  V 


cos  V  iq  hl 

cos  IV  = 


sin  h^  sin  F 


t(jG  = 


t(f  (F  —  dl)  \sin  hl  sin  S^  cos  {F  —  di) 

cos(v  —  w) 


_  cosGtg{r  —  tv) 
^  sin  {Cr  —  Öl) 

und  man  erhält 

tgq)  =  cosX  ctg{G  —  öi) 

t-\-   Jt=    Vl5  («    +    ^) 

(Methode  von  (jause). 
2.    Man  rechne: 

*^^         '       ^        sin  1/2  {hl  +  *i)  cos  V2  (^i  —  Ö2)  cos  02 

///r-A-o  _[     A  \  —  gpg  Va  Oh  -+-  ^a)  s»^  f- •>  (/^^  —  ^'2)  ^^>>^ ^i 
r^^4o      ,     ^2)  —  ^^^^  i,^  ^1^^  j^  ^^^^  ,-^^  1;^  (/^^  _  ^^^)  ^^,^-^ 


832  Pollyjhe  und  Uhrcon-ection. 

Sei  jd  der  üeberschuss  des  Unterschiedes  der  beiden  Recta- 
scensionen  über  die  in  Grade  verwandelte  Zwischenzeit  der  beid^  \i 

i 

Beobachtungen. 

igB^  =  tgA^  ctg^  2^ 
C  =  B,  +  B,  +  J 

Dr=r  B^^  B, 

j-, sin  (Ä,  -J-   öl)  sin  (hi  —  dj)  sin  I) 

^      ~  cos^ö,  cos  1/2  {D  +  C)  cos  1/2  (C  —  i>)  ■ 

Sodann   berechnet   sich    X    aus  einer   der    beiden    Formeln: 


ro.  (2  A  -  CJ  =  '-''  ^^-^ 


cos  E 


tg  (X  -  -A  C)  ^  ±  Vtij  \,n  tgi^kD  -  E) 
und  endlich  q>  aus 
tn(xr,,  _  w  ^^  _  gO^^  \2  iK  +  ^1)  sin  i/a  {h,  —  ö,)  sin  I) 

oti  -{-  k  giebt  in  Zeit  verwandelt  den  Stand  der  I;hr. 
(Jahn:    Praktische  Astronomie  II,  §.  118.) 

§.  250. 

Aus  zwei  Höhen  desselben  Sternes  Zeit  und  Polhöbe 

zu  finden. 

Seien  T'  und  T  die  Zeiten  der  Beobachtung ,  ^J  T  und  J 1 
die  Uhrcorrectionen ,   W  und  h  die  beobachteten  Höhen,  so  wird 

A  r=  (T'  —  T)  4-  (JT  —  ^T) 

sin  C  =  cos  d  sin  \'.2  A 

.       _        cos  1/2  (h'  4  h)  sin  14  {h'  —  h) 

Sin  C 

_        sin  1/2  Qi'  -4-  fe)  CO.S  i/a  (A^  —  fe) 

f;O.S  y  —  ^  ^  ^ 

cos  p  cos  ( ; 


^j sin  ö 

cos  C 


71 


so  wird 


sin  (p  =  cos  ß  sin  (7)  -f"  y) 

iii  z  — •-'^_ oder  :^^=  - — — 

cos  {D  -\-  y)        '  cos  (p 
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ifl   die  Stundenwinkel  zu  den  Beobachtungszeiten: 

^  =  r  —  1/2  ^ 

i'  =  r  +  1,2  A. 
'ormeln  von  M.  Caillet  in  Manuel  du  Navigateur,  Nantes'  1818.) 
Wird  die  Sonne  beobachtet,  so  hat  man,  wenn 

isotzt  wird  und  ö  die  zur  Höhe  ä,  3'  die  zur  Höhe  h*  gehörige 
oiinendeclination  bezeibhnet : 


dip  =  —  z/d 


y  :=  J8 


tf^  g)  cos  r  tgd 


sin  ^'a  ^         (^  ',2  ^ 

robei  e'   die   Zeitgleichung  zur  Zeit  T  und  e  jene  zur  Zeit  T 
gezeichnet. 

Fehlergleichungen: 

/Jh  •=  —  cos a  d<p  —  c(is 9  sin a  dt 

^h'  =  —  cos a' dtp  —  cos tp  sin a' dz 

)der 

,  sina*  ^,     ,  sina  .i,t 

dw  =  —r—T—, z//i  -f-  -T—n :^'^ 

^        sin(a  —  a)  sinya  —  a) 

A  /  coso!  ,,  cos(x  .j, 

cos  ^  dt  =  -;— — 7 z//e ^•—7—, :  ^'^  • 

stn{a  —  a)  stn{a  —  a) 

Hieraus  sieht  man,  dass 

sin  {a'  —  a) 

nalie    gleich  1  sein  muss,   W(Min  diese  Methode  halbwees  genaue 
Resultate  lii»fern  soll. 

§.  251. 

Bestimmung  der  Uhrcorrection  und  der  geographischen 
Breite  aus  drei  Sternen,  die  in   gleicher  Höhe  beob- 
achtet wurden. 

Seien  gegeben: 

«i     «2     0;^  die  Rectascensionen, 

Äj     d.i     d-^  die  Declinationen, 

Ol     O2     (h  die  Stern  Zeiten. 

Linka,  matheni.  FtirnieluHaninjhinif.  515 
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Seien  ferner: 

zi^  die  Uhrcorrection, 

q)  die  Breite, 

so  lauten  die  Fundamentalformeln: 

6,  =  «,  +  /,  I  ^_  ^    ^  .^ 

sin  h  =  siu  (p  sin  Ök  +  cos  q)  cos  du  cos  (fk  —  ^fk)\  ' 

1.    Aus  diesen  folgt,  wenn 

^  sin  V  =  sin  \i^  (t^  —  ^i)  ctg  Va  (^2  —  di) 

f*  cos  V  =  CO.S-  V2  (t^  —  ^)  ^^  V»  (*2  4-  *i) 

<^  =  '/2  Oj  +  <i)  —  V 
gesetzt  wird 

tgtp  z=  ^cos  (ö  —  z//) I 

Setzt  man  ferner: 

M'  sin  V*  =  sin  »/^  (f«  —  fj  dt/  \^  («3  —  «i) 

^'  cosv'  =  ms  »/2  (fs  —  U)  Uj  V2  (*H  +  öj 

so  folgt  weiter: 

tgq)  ^=  ^'  cos(ö'  —  ^f) II 

Setzt  man  demnach 

tgi^  =  Uj  (45  -  Q)  cUj  ^^   ~^\ 

so  wird 

zJt  =  i/,  ((J  +  6')  —  ^. 

(Gauss  in  Zach,  Monatl,  Correspondenz  180S.) 

2)    Man  rechne 

.    _  sin  '/a  (63  —  6g)  dg  V»  (f^  ->  f^) 
'^^^-  co,s  i  ,  (d,  +  d,J 

_.s/,^  ./^(a^_a:Odfyi/,(f,  ^/,) 

^     '  ~  cos  V,  («3  +  *i) 

.    _  .s?/^  1/,  (8^  —  g,)  cf^  1/^  {t^  —  f^) 

'^    •^-    .  cos\i,{S,-\-S.) 

j   _  sin  1 '.,  (d,  —  d,)  ctg  (A,  —  A^} 
'«^  ^  ""  "  cos  1  ,  (Ö,  +  d,)  '  I 

^t  =r   V.i(/.i  +  ^)  —  Ä 


ist: 
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Setzt  man  ferner:  ^ 

_  Sin  V,  (f  -^  z/f  -  C)  ctg  (45o  +  V,  d,) 

^  siny^(t  —  ^t   f  C) 

)   wird : 

(p  =  D  -{-  E, 
nd   die  Höhe 

h=I)-E, 

(Methode  von  Cagnolli  Zach,  Monatl.  Corresp.  19). 

§.  252. 

^olliölie  und  Zeit  aus  der  Beobachtung  mehrerer  Sterne 

In  demselben  Verücal. 

(Wisliceuus,  A.  N.   2958.) 

Seien  ai       oc^       oc^       a^ 

dl       Ö2       A3       64 

Ke    Rectascensionen   resp.   die  Declination   von  vier  Fixsternen, 
üe  zu  den  Zeiten 

Ti       1\       7;       1\ 

denselben  Vertical  passiren. 

Man  rechne  für  jeden   die  für  den  Uhrgang  corrigirte  Zeit 

u^=  T, +  Z/J,  &=1,  2,  3,  4,     ' 

sowie  die  Grössen: 

Ai  =  («2  —  «1)  —  (o?2  —  «i) 

ij   =  (ti4    —    «3)    —    («4    —   «0 

K   =  (^3    —   «1)   —    («<    —   «1) 
A4  =  («4 1/2)    —    («4   —  CC2). 

Sodann : 

et, '/.  («:.  +  «T,)  =  dy  V,  A,  ,^,,;;g;_^,;j 

dy  V,  K  -  «.)  =  ctr, . ,  A,  ^"^l'S'Tfi; 

•'^'^^  \  2(03  +  04) 

53* 
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ferner: 
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sin  ^/j  (öl 


.  .    ,      ,    sin  */o  (öl  —  (\ 

ty  '.,  (P,  -  Pd  =  dg  • ,  -l,  ^^^,  ,^  (g^  ^  s^ 

cos'  2  (Sj   —  ^'a 
'.'.  (ÄI   +  Ö» 

COS  V'g  0>|  4-  p,^ 


;  ^    \  -  l         I  -  .1 

^^  Vt  ^A  =  tg  •  ,  (Ä,  -  S,)  ,,:^i.  .,,  ^.^. 


<^/  Vi  (da  +  *i) ;— TTT] — ;r 

^^•"^  \  -i  U^i  —  Ih 


<f/ 


P4 


Ö4  )   — : —-7 

Sl}i\f^{p,—Pi, 


Sodann: 


..  —  tnVd    «"''A(i>:i  —  «:.  —  jJl    -  «?,) 
-:.,)  -  'r/   /.  «.   ,,•„  ,/^  (^,,   _  tf,  ^  p.   +  ö,J 

ö:l    —  J*I   —  Ö|) 


Pl 

<^4  —  Pa 

i>2 


und  (li 


/.  -A  (..  4- ..) = uj  V.  ä,  :^j^ 

Man  hat  dann  für  die  vier  Stundenwin 

h       ^2       H       ^4i 
io  Polhöhe  <p  nachstehende  Gleichungen: 

j    1  '  /       1    ^  ^  .    .     ^   •^'«"  ^'i  f9^^^  —  dfc  —  -^"fc. 

^•^//  \  2  («/c  +  #aO  =  cUj  »  2  öfc  T...  .  /  :..r.. — ä^ip-^) 


<^i) 


<^4  —  i>2  —  tfg) 

^^4   +P2   +  ^3)" 

ikel: 


^^k) 


T  O 

_,  . , .     *  .  ^       ,  , ,  ,  COS '  '.j  (gp»  —  a,..  —  ^jt) 

cos  '  j,  («jt 


c'.7  '/ü  («*  —  'i) 


cos  ■ ,',  (90»  -  g,  -  ^,) 

•^  ' -'  '^'^  «,s  i;,  («o«  -  tf,  4- ^*) 

,) = ,,  V,  (000  _ ,, + ,)  :^i^^^i^ 

Verschwinden   v«''i 


in  Vi  (90«  - 

=.  ii,  >/,  oo«  -  d\.  +  .,)  -^ 

Beobachtet    man    auf   diese    Weise    das    Vers 
nahen   Sternen    liinter    einer  entfernten   Thurmmn 


iiuer,    so  kann 
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111  ziemlicli  genaue  Resultate  für  die  Polhöhe  erhalten.  Dieser 
11  Olbers  vorgeschlageneu  Methode  hatte  sich  Bessel  in 
neu  Lehrjahren  oft  bedient.  Vergl.  Zeitschr.  f.  pop.  astron. 
ttheilungen  1859,  Bd.  1,  Heft  3.  Eine  andere  Losung  findet  man 
des   Verfassers  Lehrb.  d.  Astron.     Stuttgart,  J.  Maier,   1889. 

§.  253. 

Methode  durch  Interpolation. 

Hat  man  mehrere  Höhen  beobachtet: 

/^i       /2>2       'i'i\       '»4    ... 

k1    die  Zeiten 

21t         rp*         rpt         rft 
l        -1  2       -^8        -*  4    •    •    M 

ler  die  Kreisstände 

^1     ^2     ^.\     ^h 
»gelesen,  so  kann  man  stets  die  grösste  Höhe  auf  folgende  Art 
ideii,  vorausgesetzt,  dass  einige  Beobachtungen  vor  dem  Maxi- 
uni,    einige  nach  dem   Maximum    und    einige    sehr    nahe    am 
aximum  gemacht  wurden. 

Sei  h„tax  die  grösste  Höhe,  so  kann  mau 

Kiax  =  Ak  +  a  (Tfc  —  Twaxy 
Jtzen  und  hieraus  a  bestimmen. 
Mau  hat  allgemein: 

A»  +  «  (Tu  -  r,.,<,x)»  =  hj  +  a  {Tj  -  r„,„)^ 


ler: 


**       ^,  =«(n-f  7}, -2«T, 


mux» 


n  -  Tj 

Bildet  man  noch  ' 

TT TT  =  ci  (Tfc  -^-  T,)  —  2  «  T„,ax, 

J-k   —    -^e 

ü  wird: 

J^k  —    ^j  J^k   —    -Le 

iierdurch  ist  a  bestimnrt.  Damit  bestimmt  sich  leicht  aus  den 
orhergehenden  Gleichungen  das  Tmax  und  endlich  ä^^ 

Führt  man  statt  der  Zeiten  die  Kreislänge  ein,  so  kann  man 
iie  Polhühe  auf  diese  Weise  ohne  Zeitbestimmung  ausführen. 

Man  kann  sich  auch  nachstehender  Formel  bedienen: 

_  , ,   {T^  -  y?)  K  4-  m  -  T{)  K  4  (T/  -  T^)1h 
••""  -  ■'  (2\  -  T,)K  +  (7;  -  Tolh  +  (Ti  -  T,)h,' 
orausgesetzt,  dass  Äi  /<2  h^  nahe  am  Meridian  beobachtet  wurden. 


838  Monddistauzeu. 


§.  254. 

Monddistanzen. 

A.    Sonne  und  Mond. 

Sei         F  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne, 
j>     „  „  des  Mondes, 

R  der  scheinbare  Halbmesser  der  Sonne, 
/     „  „  „  des  Mondes, 

ha  scheinbare  Höhe  und  Azimuth  des  Mondes, 
HA         „  r?         7?  j?         der  Sonne, 

A,  üi  Hl  Ai  die  wahren  Werthe  dieser  Elemente. 

Man  bestimme  die  Höhenparallelen  für  Mond  und  Sonne  an 

tQ(h   —  A)  =         Qsinpcos{h  +  (y  —  (p')cosa\ 
^  ^  '        1  —  Q  sinp  sin  {ä  -(-  (g?  —  <]p')  cosa 

i/i  —  H=  PcosH. 

Dann  sind  die  wahren  Höhen: 

Hi=H+{Hi^  H) 

fei  =  A  +  (Ä,   -  A). 

Man  hat  lerner: 

p  sin  (qp  —  od')  sin  p 

.    ,            .  cosh 

tg  (a,  —  a)  = 


Qsni  (qp  —  op )  stnp 

1  —  ^^ r^-^ cosa 

cosh 


a^  —  a  = ^^-^^ r^-^ sin  a. 


oder  genähert  (genügend): 

■ 

Qsin  (qp  —  qp')  sinp     . 

cosh 

Hiermit  erhält  man  den  wahren  Azimuth 

«1  =  a  -f-  (a,  —  a). 

Weiter  ist  der  scheinbare  Halbmesser  des  Mondes  und  «1«' 

Sonne: 

r-i  =   r  -\-    r  sin  p  sin  h 

El  =z  R-j-  E  sin  P  sin  H. 

Sei  d  scheinbare  Distanz  der  Mittelpunkte   von   Soniie  und 
Mond,  so  ist  die  wahre: 

cos  dl  =  cos  (Hl  —  A.)  —  - — r^ =^  (coslH  —  h\  — cosd) 

^  ^        cosh  cosH  ^      '  ' 

(Dunthorne,  Nautical  Alm.  1767), 


31  ondd  istanzen. 
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>€ler: 


,v>.s  dl  =  —  cos  (Hl  A-  hl)  H ^ — 7 :fr  l^os  (H  '-\-  h)  +  cos  dl 

^  ^    '     cos  h  cosH   ^       ^       I      /    I  I 


><li»r  wenn 


(Lex  eil  1777), 


.     , -. 1  /cos  hl  cos  Hl     cos  Vs  (£/+  Ä  -4-  d)  cos  ^'^  {HA-h  —  d) 

_   j/  —^^——jj  cos*^  V2  {Jii  +  Äi) 

L^esetzt  wird,  auch: 

sin  V2  d,  =  cos  V2  (^1  +  ^i)  cos  M. 
(Borda,  Description  et  usage  du  cercle  de  rettection  1787.) 
8ei  femer: 

shi  :V  =  V^^^4^^  Go^  V2  ( //  -f  h  4-  d)  cos  ^,(H+h^  d), 
^    cosh  cos H  '         '      ^ 

sr>  wird: 


(sin  V,dO^  =  cos  [^^  +  ^^^  +  :^ 


cos 


(Ai  4-  //i 


2 


—  isr 


(Mackay  1783,  vergl.  Encke,  Berliner  Jahrbuch  1872.) 
NB.    M  und  N  sollen  nicht  nahe  an  90^  sein. 

Setzt  man 


c  =  V  - 


/cos  hl  cos  Hl 


cos  h  cos  H 


sin  ^^2  (d  -\-  H  —  h)  sin  »/a  (d  -{- h  —  h) 


so  ist,  wenn  d  <;  90", 


sin  \'2  (Hl  —  Äi) 


t: 


oder 


sin  1 2  dl  = 
s/w  V2  ^'1  = 


sin  V2  a^i  -  /*i) 


sin  ft 


c 


cos  (l 
Ist  dagegen  d  >  90^  so  setze  man 


^  /coshi  cos  Hl        w  /Tf    I    1    .     1         ,    /TF    I    7         7. 

c.  =  y ^ j^  cos  ^'.2(H  A-  h  +  d)  cos  ^ ^  (H  +  h  —  d) 

^         ^    coshcos'H  -«VI        ^      ^         iv       I  / 


sitO  ,(//,  4-  A,) 


so  wird: 


cos  1/3  dl 


sin  »/j  (i/i  4-  Äi ) 


stn  }ii 


oder 


6*1 


COS  *  ^  d,  =     "^  - 

cos  fli 


(Lexell:    Observationes  circa  meth.  inven.  long.  1780.) 


840  Moiiddistanzen. 

An    die   so    berechnete    Distanz  di   ist  noch   die   Correcti'i 
wegen  Azimuthalparkllaxe  des  Mondes  hinzuzufügen: 

-^^1  =  i     •     j  ^iti  {(p  —  (p*)sin  p  cos  H  sin  a  sin  (ui  —  Äi  —  -J-^ 

oliv  W' 

z/a  =  a'  —  a. 

Ui  und  Ay  sind   die   scheinbaren  Azimuthe   des  Mondes    um 
der  Sonne.    Es  wird: 

^  Air    xT  1  i,M    '^'       fC  links    ♦  rechts    -^d,  -f- 

([   Wegthch  vom  Meridian  '^        ,^     .    i-  i  ^7 

(T  rechts  ♦  links      ^d^  — 


([  Oestlich       „ 


r. 


(T  links     ^  rechts     z/di  — 
(T  rechts  ♦  links      z/dj  -L 

Dann  berechnet  man  die  mittlere  Zeit  T^  jenes  Meridians 
liir  welchen  die  Ephemeride  gilt,  welche  der  auf  den  Mittelpunkl 
der  Erde  reducirten  Distanz  d^  entspricht. 

In  den  Ephemeriden  werden  die  Distanzen  von  drei  zu  drei 
Stunden  gegeben.  Die  Zeit  zur  Distanz  dj  wird  durch  luttr- 
polatiou  gewonnen.  Sei  ferner  T  die  Ortszeit,  so  ist  die  Länge  l 
bezogen  auf  den  Meridian  der  Ephemeriden  = 

X=^  T,  —  T. 

B.    Statt   der    strengen    Formeln    kann   man    sitii 
der  genäherten  bedienen. 

Man  rechne  mit  der  genäherten  Distanz  d) 

s  =  V,  (h,  +  JI,+  dp 

/coss  sin(s  —  Hl) 
sin  ■ '    -         •  ^  * ' 


V2  fl  =  \ 


cos  hl  sin  d^ 


oder 


so  wird: 


■    .  ^   ^.        1  /(-'OS  s  sm  (s  —  Ä.) 

suf  »'2  Q  =  V TJ-^' — r~^ 

^         ^       cos  Hl  snidi 

cos  11    .    ,  .  ^ 

stnq  =  —. — j-  sui  (Ui  —  ^1) 
smd 

.     .^        cosh    .    .  .  ^ 

^        sin  d  ^ 


dl  =  d  —  (hl  -\-  h)  cosq  —  (//j  —  II)  cosq. 
(Methode  von  Lacaille  1759.) 
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Setzt  man: 

A  —  n.  —  h.\ 

^^^i  immer 


z/i  ==  Ily  —  All 
J   =11  -^h 


cos  hl  cos  Hl  1 

cosh  cos  11         C 

cos  (l 


c 
cos  ^ 


=  cosD 


—  cos  D\ 
c 


t    wird : 


d, = D + (^  -  j/)  -"■' '{-  ^f^ + ^^;. 

'    ^  ^    sin\2  (»  +  ^) 

(Bremiker,  Astron.  Nachr.  30.) 

§.  255. 

Sonnenflecken. 

Seien  z/a,  ^d,  z/A,  z//3  die  Differenzen  zwischen  den  geo- 
eiitribclien  Coordinaten  des  Fleckens  und  des  Sonnenmittel- 
)unktos. 

O  die  Länge  der  Sonne, 

L  =  180^'  -)-  O  die  heliocentrische  Länge  der  Erde, 
€  die  Schiefe  der  Ekliptik, 
p  der  Winkel  zwischen  dem  Breitenkreise  und  Declinations- 

kreise  der  Sonne, 
h  b^  d  die   heliocentrische   Länge,  Breite    und    Declination 

des  Fleckens, 
r  die  Entfernung  des  Fleckens  vom  Sonnenmittelpunkte, 
Q    y)  „  „  „  „     Erdmittelpunkte, 

R  der  Radiusvector  der  Erde, 
D  die  Declination  des  Sonnenmittelpunktes, 
i  die  Neigung  des  Sonnenäquators  gegen  die  Ekliptik, 
ft    die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Sonnenätiuators 

.auf  der  Ekliptik. 
Man  hat: 

z/A  t=r  ^6sini)  ~^^Ja  cosp  cos  D 

zl  ß  z=  ^  d  cos  p  —  ^  «  sin  p  cos  I) 

t(jp  =  cos  ö  tfj  e 

sin  h  •=  —  sin  ß 

T 


842  Sonnenflecken. 

R 

sin  (l  —  k)  = 7  sin  (L  —  k) 

Sin  iL  —  A)  = f-  sin  (L  —  k), 

'        rcoso         ^  ^ 

Will  man  die  Elemente  der  Rotation  bestimmen,   so  bilA 
man  aus  n  beobachteten  Positionen: 

Xk  ==  Tk  cos  bk  cos  ?k 

y^  =  rucosbusinlic         k  =  1,  2,  8  .  .  .  w 

I 

gj,  =  rusinbjc, 

I 

Hierauf   bestimme    man   nach   der    Methode    der   kleinste! 
Quadrate  die  Grössen  A,  B^  C  aus 

J3k  =  Axk  +  Bijk  +  C, 
so  wird: 


tgi=yA^  +  B'^ 


tyO,  =  —  JJ 


Hierauf  rechne  man: 

C 

sin  d  =  —  cos  i 

r 


_  V(Xn  —   XQ^  -^  {Ijn  —  ViY   +   {^n   -   m) 


4 


so  wird  die  llotationszeit: 

wobei  f„  =  fi  die  Zwischenzeit  zwischen   der  ersten  und  äusser- 
sten  (n)  Beobachtung  bezeiclinet. 

Bequemer  für  die  Rechnung  sind  die  nachstehenden  Formeln. 
Man  suche  a  a^  a^  aus  den  Gleichungen: 

.X        •'»'?>'  ^2  (6o  —  b)  ^ 


sowie  m  w*!  m.^  aus: 


•^     ^^    '     '       ^  r;(;si'2  (/>!  4- 6)  *2 


2 

?, 

— 

i 

2 

h 

— 

h 

2 

f 

a 
1  — 

1  ~ 

-  (/ 

90 



h 

2 

90 

— 

h 
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tu  '  .  (m,  +  m.)  =  "'"  ;?  i^  ~  ?*;  ä9  '^^-=^. 

ii\d  mit 

«=  V2  0  +  ^)  -  V2OW  +  mO 
lie   (jrössen  3/  und  N  aus 

^    , .       cos  Vj  (7  —  /i  +  a)    . 

•^  cos  *  2  (?  —  M  —  a).    '^ 

s«  I   wird : 

Bestimmt  man  noch  n  aus 

Sin  V2  (^  +  «2)  <?ö6'  e* 
wobei 

ist,  so  wird: 

T  =  360«  .  ^'  ""  ^ » 

Nach  Spörer  ist,  bezogen  auf  das  Aeciuiuoctium  von  18t)r),5: 

i  =    Vyo  58' 

T  =  25^'    5\ 

Die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Sonnenttecken  ist  eine 
Function  ihrer  heliographischen  Breite.  Sei  dieselbe  6,  so  ist 
nach  Spörer  die  Winkelgeschwindigkeit  an  einem  Tage  gleich 

1011'  —  203'  shi{b  +  4P). 

Die  Sonnenflecken  bilden  sich  fast  nur  in  einer  Zone,  die 
begrenzt  ist  durch  die  Breiten  +  10^*  bis  +  ri5^  ncirdlich  und 
—    10"  bis  —  35^  südlich  vom  Aequator. 
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Venus-  uutl  Merkurüurchgänge. 


§.  256. 

Venus-  und  Merkurdurohgänge. 

Mittlere  Zeit  der  Venusconjunctionen  für  Paris: 


Jahr 

1874 

1882 

2004 

2012 


Datum 
8.  Decemb.    16^^  17"» 

6.  „  4    25 

7.  Juni  21      0 


5. 


13    27 


2117     10.  Decemb.    15      7 


2125       8. 


« 


3    18 

0    30 

16    54 


Jahr  Datum 

2360  12.  Decemb.     13*  Ol*-" 

2368  10.         „ 

2490  12.  Juni 

2498  9.     „ 

2603  15.  Decemb. 

2611  13. 

2733  15.  Juni 

2741  12.     „ 


2 

10 

3 

58 

20 

21 

12 

54 

1 

11 

7 

24 

23    44. 


2247     11.  Juni 
2255       8.     „ 

Seien 

a     Ö     die  Ae(iuatorcüürdinaten  des  Planeten, 
a@  drg)  jene  der  Sonne, 

z/  wahre  Distanz  der  Mittelpunkte  beider, 
Uq  scheinbare  Halbmesser   der  Sonne   und    des  Planetei 
31  Nu  und  t  Hülfsgrössen,  so  hat  man: 

zJsitf  M  =  (u  —  oc@)  cos  '  2  (Ä  -\-  ö@) 

z/  cos  M  ^^=  Ö  —  d\g) 


H  sifi  N  =  -r-  (a 
dt  ^ 


a@)  cos  *  2  (d  +  d@) 


n  cos  N  =  -rj  {d  —  d^o)), 


.    (a  —  «o)  ist  die  Differenz  der  stündlichen  Bewegungen. 

JsIh(M  —  N) 


SU(  Jp  = 


n.±  Q 


z/           ,-.        ^r         It  +  Q         ,   (4-  äusserer  Contact 
r  == cos  (3f  —  N) =-^  cos  1^ 


n 


cos  (M  —  X) 


n 
R±  Q 


cos  1^ 


—  innerer         ^ 

-f-  äusserer  Contact 
-  innerer 


So  findet  vom  Mittel])unkte  aus  gesehen  der  Eintritt  zur  Zt^it 

'  +  '•, 

und  dei'  Austritt  zur  Zeit 

<4- 1' 
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tatt,  wobei  t  die  Zeit  der  Conjunction  bezeichnet,   und  zwar  an 
«^11    Stellen,  die  gegeben  sind  durch  die  Winkel 

S  =  iV  —  !/;  -f  1800  für  Eintritt, 

S  =  iV  -f  1^  „    Austritt. 

S  ist  der  Winkel,  den  der  grösste  Kreis  zwischen  den  beiden 
littelpunkten  (Sonne-Planet)  einschliesst  mit  demjenigen  Docli- 
:ttionskreis,  den   die  Sonne   im  Moment  der  Berührung  passirt. 

Für  einen  bestimmten  Ort  von   der  Länge  A  und 
Breite  g?. 
Seien 

3r@  und   n  die  Horizontalparallaxen  für  Sonne  und  Pianot, 
fi  Sternzeit  zur  Zeit  T  oder  T', 
fsgh  Hülfsvariable. 

fsins  =  7t  cos  (R  +  q)  —  :r@ 

fcoss  =  —  7t  sin  iß,  +  q) 
fiin  (g  —  a@)  cos  h  =  sin  s  sin  S 
cos  {g  —  a@)  cos  h  =^  cos  s  cos  ö(^  —  sin  s  sin  ä@  cos  S 

sin  h  =  cos  s  sin  ö@  +  ^'^  ^  ^^^^  ^@  ^'^^  ^ 
cos^  =  sin  ff  sin  h  -\-  cos  cp  cosh  cos{g  —  /i  —  A) 
(zweimal  zu  rechnen  für  ^  zu  T  und  ^'  zu  T'). 

Man  hat  für  den  Eintritt: 

'         '  n  cos  il; 

und  für  den  Austritt: 

n  cos  if^ 
Man  vergleiche  Dubois:   Les  Passages  de  Venus,  Paris  1873. 

§.  257. 

Berechnung  der  Saturnrlngerscheinungen. 

Sei     Q)  die  mittlere  Länge   des   aufsteigenden  Knotens  des 
lünges,  bezogen  auf  die  Ekliptik 

ft  =r  1G60  5.r  8,0"  +  46,402"  (t  —  1800), 

N  dieselbe  Grösse  in  Bezug  auf  den  Acipiator, 
I  die  Neigung  der  Uingebene,  bozogen  auf  die  Ekliptik, 
7    „  „  „  „  „  „    d.  Aocpiator 

i  =  28"  10'  44,7"  —  0,350"  (t  —  1800), 


84«  Bat  umring. 

B  die  Ekliptikschiefe, 
a,  8  die  geocentrischen    Saturncoordinateii, 
A,  ß  die  hel^ocentrischen  „ 

a  die  grosse  Axe  des  Planeten  für  die  mittlere  Distaü 
r  die  mittlere  Saturndistanz  von  der  Soniie, 

logar  —  2,57416, 
a   die  scheinbare  Grösse  der  grossen  Axe  des  aussei 

sten  Ringes. 
h'  die   scheinbare  Grösse   der  kleinen  Axe  des  aussei 

sten  Ringes, 
p  der  Winkel  der  kleinen  Axe  der  Ringellipse  mit  der 

Declinationskreise  (östlich  +,  westlich — ), 
/  V  Erhöhungswinkel  der  Erde  über  der  Ringebene  von 
Saturn  aus  gesehen  (nördlich  -(-i  südlich  — ), 
Q^  (p  Hülfswinkel. 

t(ß  (p  =  tf/i  cos  Sl 

fiin<p  \ 

cos  iV 
t(f  Q  =  t(jl  siii  (a  —  N)  j 

i 

ctg  (a  —  N)    .    ,. 

tap  =rz ^— -1  sin  0 

^^  cos{Q  —  d)        ^ 

Ul^  '=  ^ü{Q  —  S)rosp 
ar 

h'  =  d'  sin  I 

slif  ß 

SIV  W   -=  25 : — T^ TT" 

^  rasp  SfU  (A  — .^l) 

.    ^,        sin  ß  s/w  (i  —  w) 

SiH  I    = r-^^ ■^-~' 

sw  <p 

§.  258. 

Vorausbereohnung  der  Sternbedeokungen. 

(Methode  von  Bessel.) 


Seien       «..,  die  Rectascension 
Ö^  die  Declination 


des  zu  bedeckenden  Stenit'i 


a  die  Rectascension     ,      »c     j 
a  ^'     T\    ^'     j.'         ^  des  Mondes, 
p  die  Declination  ' 


Stembedeckungen. 
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^  (x\  die  stündlichen  Veränderungen  der  Reetasceusion 
^  b\  und  Declination  für  den  Mond, 

n  die  Aequatorealparallaxe  des  Mondes, 
T  die  der  Bedeckung  nächste  Stunde  (mittl.  Ortszeit), 
fi  die  zu  T  gehörige  in  Bogen  verwandelte  Sternzeit, 
^>  die  Polhöhe  des  Ortes, 
e  die  Excentricität  des  Erdmeridians. 


Man  rechne  die  Grössen: 

A  = 


cos  q> 


Vi  —  0-  ahi'^  (p 

j. (1  —  e^)  sin  q> 

Vi  -*  e^  sin^  q> 


P  = 


(i  = 


(a  —  a^)  cos  Ö 


n 


p' 


^ a  cos  Ö 


n 


Ö. 


^d 


* 


Dann  ist 

T  + 


n  71 

a  =  A  sin  (/t  —  «*) 

i  r=  J[  cos  (ji  —  a^) 

c  ^^  Bcos  ö^ 

XI  =  a 

V  ^=  c  —  h  sin  d^ 

r'  =  ka  sin 6^ 
Jogi  —  9,411)l(i 
m  sin  M  ^=  p  —  n 
m  cos  M  =  q  —  v 
n  sin  N  =  p'  —  u' 
u  cos  N  =  q^  —  v' 

cos  i;  z=  -j-  sin  (M  —  N) 

log  k  =  9,43009 


m  ros  (M  —  ^' )  -r-  ^'  «^^^^  ^) 

-F 


My  N  immer  -|- 


H 


U 


J 


3600 


rtie  Zeit  des  Ein-  und  Austrittes. 


848  Sternbedeckungen. 

Wenn 

cosilf  >  1, 

dann  findet  keine  Bedeckung  statt. 

Endlich    ist    der  Ort    des  S^in-    und   Austrittes   durch    *h 

Winkel  Q  gegeben.    Dieser  giebt  die  lüchtung:  Mondmittel punl 

Stern  und  Nordpol  von  Norden  gegen  Westen  gezählt. 

Es  ist: 

r  Eintritt 


Q  =  N±tlf  --  900 


Austritt, 


Die  ganze  Rechnung  ist  zu  wiederholen,  um  strenge  llesultai 
zu  erhalten.    Bei  der  Wiederholung  werden  die  Grössen  a,  d\  1\ 
für  die  Zeit  der  Mitte  der  gefundenen  Zeit  des  Ein-  und  An- 
trittes gerechnet. 

Im  Berliner  Jahrbuch  findet  man  für  gewöhnlich  die  hoUerH 
Sternbedeckungen   schon   angegeben  und  auch  die   Hülfsgrö^sri 

P  H  p'  ^i  T. 
sowie 

h  log  sin  6^     log  ro.stf^. 

M«an  hat  dann  zu  rechnen  wie  folgt: 

a  =^  A  sin  (h  -\-  k) 
h  =  Ä  cos  (h  -)-  k) 
c  r=  i?  cos  d^ ; 
A  ist  die  Länge  von  Berlin  (-f-  «istlich,  —  westlich) 

H  =  a 

V  =  c  —  b  sin  d^ 
u'  =  kh 
V  =  ka  sin  Ö 
%A  =  l),410in. 

Die  übrige  Rechnung  wird  wie  oben  geführt,  und  sind 

P  n  P'  7' 
dem  Berliner  Jahrbuch  zu  entnehmen.    In  die  Zeit  des  Ein-  uu«i 
Austrittes  ist  noch  die  LängendiflForenz  anzubringen,  um  den  Ein- 
und  Austritt  in  Ortszeit  zu  haben. 

Ist   der   bedeckte   Stern   ein   Planet,   so  hat  man  statt  «i'' 
Grösse  U  bei  der  Berechnung  des  Winkels  ^  zu  setzen: 

Eintritt  am    I.     Austritt  am  IL 


~~    W 


^\  Rand, 
wobei  a  der  Ilnlhmesscr  des  Planeten, 


n  n     ^^'  Vi 
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Gl   die  Horizontaläquatorealparallaxe  des  Mondes  weniger 
jener  des  Planeten, 
d  statt  der  Grösse  A^ 

A  —  0,0000727  (i 

^    wobei  ft  die   stündliche  Aenderung    der   Kectascensiou   de» 
aneten  in  Secunden  ausgedrückt  bezeichnet. 


§.  259. 

ereolinung  der  Längendlffbrenz  aus  Stembedeckimgen. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  man  schon  einen  rohen  Werth 
iv  Längendifferenz  kennt. 

Die  Sternbeobachtungen  werden  mit  Hülfe  dieser  Differenz 
if  Berlin  reducirt  und  die  Mitte  der  Zeiten  T  bestimmt.  Es 
erden  aus  dem  Berliner  Jahrbuch  die 

«C    ^€    ^€ 
.ectascensionen,  Declinationen  und  Parallaxen  für  die  Zeiten 

rr+  1*   r+2*  . . . 

ütnommen.    Dabei  ist  T  auf  Stunde  abzurunden.   Nun  bestimme 
«an  für  die  drei  Zeiten 


ie  Grössen 


w 

ß'  =  cos  d^  sin  d^  cos  («^  —  a^,) 

ß  —  ß' 

q  =  — —, 

sm  jTg 

(^  aud  8^  sind  die  Rectascension  und  Oeclination  des  bedeckten 
Hernes.    Man  bilde  für  p  und  q  das  Schema: 

T-\y       9-1 


^9-\ 


//+1 


^9 


+  1 


lann  wird  für 
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Längendifferenz  aus  Stembedeckungen. 

dg 


{T  —  \f 


(Z'+  ly 


=  ^y-  V»^»«; 


dt 

dg 
dt 

^  =  ^</  +  'A  ^*ff- 


=  ^g 


femer 


Sei  nun: 

ti  die  mittlere  Ortszeit  der  Beobachtung 
kl  die  LängendifFerenz  (genähert) 

^2^2  dieselben  Grössen  am  Orte  II, 


am  Orte  I, 


(T)  = 


u-^t,-  a,  4-  ^) 


so  bestimme  man  die  zur  Zeit 

r  =  t,-{T)-  A, 

gehörigen  Werthe  von 

^     und    -^ 
dt     ^^     dt 

durch  Interpolation. 

Nun  rechne  man: 

^  =  Q  COS  q>'  sin  (0  —  a^) 

ri  =  Q  {sin<p'  cosä^  —  cosqp'  sin d^  cos {0  —  «)}• 

Dabei  ist  (p'  die  geocentrische  Breite, 

Q  der  Radiusvector  des  Beobachtungsortes. 

m  sin  M  =  Po  —  | 

m  cos  M  =  qQ  —  rj 

'     Ar         dp 

nsinN=  -~ 
dt 

dq 


n  cos  N  = 


dt 


m 


sin  il;  =  -j-  sin  {31  —  N). 

Für  Eintritte  ^  im  I.  oder  IV.  Quadranten,  für  Austritte  iiß 
II.  oder  III.  sind  zu  nehmen: 

log  j  =  0,5646335 

™ m  cos(M  —  N  —  t) 

s  cosif 
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log  \=  1,7781512 


2U6265  .  n  sin  n^ 

h 

5  =  -r^  sin  (N  +  1/;). 

Sind  dann  ^a  und  ^d  die  Correctionen   der  Mondcoordi- 
aaten,  so  hat  man  für  die  wahre  Längendifferenz: 

dl  =  t,  —  (T)  +  r  —  A  .  Ja  -\-  B  ,  zJd, 

Ebensolche    Gleichung   findet    man    für    den    anderen  Ort, 
und  zwar: 

d^  =  t^  —  (T)  +  Ti'  —  ^  .  z/a  +  jB  .  -^d. 

So  hat  man  nun  für  Austritt  und  Eintritt  an  beiden  Orten 
vier  Gleichungen  für  die  drei  Grössen: 

dj  —  dl  .  Ja  .  ^J Ö. 


§.  260. 

Mondesfinsternisse. 

Bedingung. 

ß^  <  52'     Finsterniss  sicher, 
52'  <  /Sc  <  63'  „  möglich, 

ß£  2>  63'  „  unmöglich, 

dabei  ist: 

n  Aequatoreal -Horizontalparallaxe  des  Mondes, 

p  y,  ri  ^^^  Sonne, 

d  scheinbare  halbe  Durchmesser  des  Mondes, 
d  jj  yi  ji        der  Sonne, 

ß^  die  Mondbreite  im  Augenblick  der  Conjunction. 

Anfang,  Mitte  und  En^le  der  Finsterniss. 

Seien    ce@  S@  die  äquatorealen  Coordinaten  der  Sonne, 

^€  ^C    99  99  99  ^^^  Mondes, 

54* 


852  Hondeafinatemiue. 

P'  =  [9,99929]  X. 

fil 

Man  rechne: 

a  =  «^  —  (a@  +-  12*) 

«1  =  -TT  =  stündliche  Bewegung  von  a 

•^  =  *  c  +  «  +  *@ 

y  =T  a  cos  ö^ 
dx 

tfy  ==  a,  cos  8^ 

/innere 


{ö„ao^  ^1  Berührung  des  Halbschattens 
^äussere  I 

A'+8  1!°°^™  I  „  „     VoUschatteni 

(auasere)  "  "  ovu«i    ^ 


,sm  fil         cos  S 
n=  Wcos{--  (S  + t)} 
n 

COSW  =  -77 

c  =  Z£^  .  3600" 

tjl  COS  w 

ti  =  csin  {—  (S  4-  t)  —  w} 
t^  =  csin  { —  (S  +  t)  4-  ^y 
Dann  ist: 

Zeit  für  den  Anfang     T  -f-  ^r 
„      „    das  Ende        T+  L 

^      „    die  Mitte    .    T^tl+Jl^ 

und  im  Falle  einer  partiellen  Mondfinsterniss,  Grösse  der  Finster- 
niss  im  Monddurchmesser: 
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^'  —  n 


2Ö 

Man  findet  endlich,  wenn  die  Winkel  im  umkehrenden  Fern- 
ere von  Nord  über  Ost  gezählt  werden: 

Eintritt    Si  =  (—  i)  —  w 

Austritt    Si  =  ( —  ^)  -f-  tv. 
Dabei  ist  T  die  Zeit  der  Conjünction. 
Man  hat  hierbei  angenommen,  dass  im  Maximum 

a  =  16'  45"      d  =  16'  18"      7t  =  61'  24"      j)  =  9", 
ad  im  Minimum 

d  =  14'  41"      d  =  15'  45"      n  =  53'  38"      p  =  8,6" 
ird. 

§.  261. 

Sonnenflnsterniss. 

Bedingung: 

{S  ist  überhaupt: 

^£  <;  10  24'    Finstemiss  sicher, 

1«  24'  <  A^  <  10  34'  „  möglich, 

A^  >  P  34'  „  unmöglich, 

labei  ist: 

n  Horizontal-Aequatorealparallaxe  des  Mondes, 

p  n  V  d®^  Sonne, 

S  wahrer  Halbmesser  des  Mondes, 
d       „  „  der  Sonne. 

Man  kann  auch  sagen:   Beträgt  beim  Neumond  der  Abstand 
der  Sonne  vom  nächsten  Mondknoten 

weniger  als    9^  33',  so  findet  eine  totale, 

^        r?     11*^  54',  so  kann  eine  totale  stattfinden, 
ji        „     150  23',  so  muss  eine  partiale  stattfinden, 
„        „180  21',  so  kann     „  „  „  • 

Es  ist: 

die  grösste   Länge  des  Mondschattens  =  51000  geogr.  Meilen, 
„    kleinste      „         „  „  =49350      „  „ 

der  grösste  Durchmesser  des  Kemschattens  =  35  geogr.  Meilen. 
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Man  bestimme  die  relative  Bahnneigung  i  aus 

•  «1  COS  0@ 

j.   dd^         dÖ^  da^        da@ 

^'  ""  Tt         dV  "'  ~    dt         dT'  \ 

Die   DiflFerentialquotienten    drücken    die    stündliche     Be\M 

gung  aus: 

n  =  d  cos  i 

d  =  Differenz  der  Declinationen  im  Momente  der  Oppositioi 

nsini   .^  „^..^^^ 
c  =  —j: —  (3,55630) 

t  =  ctg  t. 
So  wird  die  Zeit  der  Mitte  der  Finsterniss: 
Tm  =  Zeit  der  Conjunction  —  t. 

Sei  noch: 

n 
cos  tv  •=  —z 

T  =  ctgw. 

J  wahre  Distanz  der  beiden  Centra  Sonne,  Mond.    Dann  i>: 
für  den  Anfang  der  Finsterniss: 

und  für  das  Ende: 

Für  z/  hat  man  zu  nehmen: 

V*  -\-  b  -{-  d  für  eine  partielle, 

T?'  -\-b  —  d    y,      „     totale, 

2^'  —  Ä  4-  rf    „      „     ringförmige, 

'  P'    „      „     centrale, 
wobei 

r  =  [9,99929]  (n—p).. 

Die  Zahl  in  der  Klammer  ist  ein  Log. 

Länge   und  Breite   q>  der  Orte,  wo   Anfang  gesehen 
wird. 

a  =  ( —  i)  —  w 

sin  <p  =  cos  a  cos  ö@ 

2   1               ^<^ 
tgh= ^-jr- 

"'  s%nO(^ 

Oestliche  Länge  =  ä  —  T«  -|-  r. 
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I. 

änge  und 

Breite  <p'   der  Orte, 

wo 

Ende 

g 

ese 

h 

en 

wird. 

h 
sin  (p' 

tgh' 

« 

=  (—  *)  +  w 
—  cos  b  cos  8@ 

tgb 
sin  d® 

Oestliche  Länge 

—  h         T,n       ^• 

§.  262. 

iereclinuiig  der  Sonnenfinsternisse  nach  Bessel. 

Vergl,   6  es  sei' 8   Abhandlungen,  herausgegeben  von  Engelmann,  Leipzig, 
•^76,   3,  369,  oder  auch  Loomis:     An  introduction   to  prac.  astrenomy. 

New  York  1888,  p.  277.) 

1)  Man  interpolirt  die  Declination  und  Rectascension  [des 
VIondes  und  der  Sonne,  sowie  die  Parallaxe  des  Mondes  und  des 
Radiusvectors  der  Erde  etwa  für  zwei  bis  drei  Stunden  vor  und 
nach  der  Conjunction. 

Es  sei  sodann: 

T  die  ungefähre  Zeit  der  Conjunction, 

des  Mondes, 

- 

der  Sonne, 

ö]    T    T^    !•     X-  [<iGs  Mondes, 

^,    die  Dechnation       {,0 

o'J  jder  Sonne, 

7t    die  Aequatoreal-Horizontalparallaxe  des  Mondes, 

r     der  Radiusvector  der  Erde, 

so  sind  folgende  Grössen  zu  rechnen: 

sin  8,84"  .  1 

e  = A —  h  = 


die  Rectascension 


rsinn  sinn 

.  ,  ecosS .  sec  d' .  (a  —  «') 

Ä  —  a'  = ^^ ^7-^ 

1  —  e  cos  0 .  spc  0 

1  —  e 

1  —  ecosd  sec  d' 

^  cos  D  sec  ö' 

X  =  h  cos  8  sin  (a  —  Ä) 

y  =  h  [sin  {8  —  D)  cos^  \'.i  (a  —  J.)  +  sin  (8  +  7))  sin^  V2  («  —  ^)] 
z  =h  [cos  (8  —  B)  cos^  1;  2  (a  —  A)  —  cos  {8  +  I))  sin^  V-^  (a  —  A)] 


1 
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Sonnenfinsteniiss. 


sinf  = 


(7,6688050 

7,6()66896 
^9 


für  die  äussere 


für  die  innere 


Berührung, 


für  den  Beobachtungsort, 


i  =  t9f 

k  =  0.2725     logk  =  [9,4353665] 

l  ==  ztgf^  ksecf. 
Sei  femer: 

ft   die  Sternzeit  der  Conjunction  des  Beobachtungsortes, 
^'    n  u  n  V  n     Meridian  der  Epheme 

ride  (Berlin), 
A  die  Länge  des  Beobachtungsortes  (östliche  -|-,  westliche  — J 
,    q)'  die  geocentrische  Breite 
Q   der  Kadiusvector  der   Erde 

so  sind  folgende  Grössen  isu  rechnen: 
^  =  Q  cos<p'  cos  (^  —  Ä)    ' 
Yj  =  Q  [sin  q>'  cos  I)  —  cos  9?'  sin  D  cos  (^  —  A)] 
t  =  Q  [sin  q>'  sin  D  -j-  costp'  cos  D  cos  (fi  —  A)] 

d^  =  Q cos  <p'  cos((i  —  Ä)d{(i  —  A) 

dri  =  ^sinDd(iL  —  ^)  —  tdD 

Die  Variation  von  A  und  D  sind  die  ersten  Differenzen  der 
durch  stündliche  Berechnung  gefundenen  A  und  D  Werthe. 

Die   Variation    von  ft  ist  aus    dem   Berliner  Jahrbuche  zu 

berechnen  (=  Diff.  der  zwei  auf  einander  folgenden  Tage,  dividin 

durch  24): 

w  sin  M  =  X  —  I 

mcosM  =  y  —  ly 

n  sin  N  =  dx  —  d^ 

n  cos  N  •=  dy  —  dtj 

(m  und  n  sind  immer  positiv  zu  nehmen), 

wobei  dx  und  dy  die  stündlichen  Variationen  von  x  und  y  sind. 
d.  h.  die  ersten  Differenzen  der  durch  stündliche*  Interpolation 
gefundenen  x  und  y  Werthe. 

sin  ^  =  -yr-  sin  {M  —  JV), 

wol)ei  ^  nur  im  ersten  oder  letzten  Quadranten  liegen  kann; 
dann  ist  für  den  Anfang  der  Finsterniss: 
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^1   = COS(M  —'  N) COSif, 

nd  für  das  Ende: 

U  = cos  (M  —  N)  -] cos  ^, 

nd  die  ungefähre  Zeit  des  Anfanges 

T+X  +  t,, 
ind  des  Endes 

Mit  diesen  Werthen  rechnet  man  nun,  für  die  genäherte  Zeit 
les  Anfangs: 

^nd  des  Endes: 

lie  genaueren,  indem  man  die  Formeln  wiederholt.  Man  findet  so: 

t'i  und  ^2, 
ind  u  wird  endlich  die  Zeit  des  Anfangt  resp.  Endes: 

^Anfiuig  =    ^1    +    ^1 
^Ende      =   ?2   ~l~  ^2? 

Ferner  der  Winkel  des  Berührungspunktes  für  den  Anfang  Q  vom 
Nordpunkte  aus  gerechnet: 

Q,  =  180«  -f  2V  -  ^, 
und  derjenige  für  das  Ende: 

§.  263. 

Phase   des  Mondes. 

Sei  L@  die  Sonnenlänge, 

L^  die  Mondlänge 

für  eine  Epoche  i,  welche  unmittelbar  vorangeht  in  den  Tafeln 

jener  Zeit,  für  welche  die  Differenz 

L^  —  L@  =      0^    für  Neumond, 

900      ^    Erstes  Viertel, 

1800      „    Vollmond, 

2700      „    Letztes  Viertel. 
Seien  ferner: 

li'  die  tägliche  Bewegung  der  Sonne, 
^    „        jj  „  des  Mondes, 


858  Mondphasen. 

SO  wird: 

t  -\-  n  -\-  L^  —  L® 

wobei  lur  n  der  Reihe  nach  0^  90^  ISO»,  270»  zu  setzen  ist    At 
diese  Weise  bekommt  man  die  genaue  Zeit  r  der  Mondphase. 

Will  man  für  eine  beliebige  Zeit  die  Grösse  g  und  de 
Positionswinkel  u  der  Phase  des  Mondes  haben,  so  seien 

a®  P®    die  Rectascension  und  Poldistanz  der  Sonne, 
«C  ^C      r  w  «  »  clßs  Mondes, 

auf  das  Erdcentrum  bezogen, 

a®  P®    dieselben  Grössen  für  die  Sonne,  bezogen  auf  <le| 
Mondmittelpunkt, 

«^  P^    dieselben  Grössen  für  den  Mond,  bezogen  auf  clei 
Beobachtungsort. 

Um  diese  letzteren  zu  finden,  wende  man  die  gewöhnlichi 
Parallaxenreduction  an.  Die  ersteren  erhält  man  ebenso,  nu 
wird  statt  der  Erdradien  q  die  Entfernung  der  Erde  vom  Mond» 
genommen  und  es  werden  die  strengen  Formeln  für  die  Par 
allaxe  angewendet. 

Man  hat: 

cos  g  =  cos  P®  cos  P^  -|-  sin  P®  sin  P^  cos  (a®  —  aj^j 
sin  g  sin  u  =  cos  P®  sin  P^  —  sin  P®  cos  F'^  cos  (a®  —  a^)- 


§.  264. 

Berechnung  der  Libration  in  Länge  und  Breite. 

Sei    l  die  mittlere  Länge  des  Mondes, 

9i    rt  n  7?         J5     aufsteigenden  Mondknotens, 

J    „  „         Neigung    des,   Mondäquators    gegen   ili» 

Ekliptik  =  10  32'9",0, 

Ü  =  180^  4-  (ß. 

Man  rechne: 

fg  B'  =  tgl  sin  (A  —  ö) 
J)  =-.  sin  I  cos  (k  —  ö) 
E  =  tg^  i/j  Isin  2ß—  ü),      , 
so  ist  die  Libration  in  Länge 
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nd  die  Libration  in  Breite: 

Jß=zB  -^  ß. 

ß  und  k   bezeichnen    die  Mondbreite    und    die    Mondlänge. 

ie    Grössen  ß  und  A   können    aus  a  und  ö    berechnet  werden, 

ie  folgt: 

siny  =  sin€  cosu 

tgrj  =  tg  a  sin  a 

tgx  =  sin  £  cos  a  tg  (ö  —  ri) 

tg{a-^t)  =  :^, 

o   wird: 

A  =  «  +  g  4-  X 

sinß  ==  cosy  sin  (ö  —  i^). 
Man  hat: 

Maximum  der  geocentrischen  Libration  in  Länge  7o53'5r',0 

„   Breite  6o50'45",0 
„  „    parallaktischen         ^  1«    1'35",0 

„  „    geocentrischen  ^  10o25'22",0 

„  „    totalen  „  lP2ry30",0 


§.  265. 

Bestimmung  der  Position  des  Mondpoles  und  Mond- 
äquators. 

Sei    s  die  Ekliptikschiefe, 

<ß    y,    mittlere  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  -\-  180<^, 
/    „    Neigung  des  Mondäquators  P32'9". 

Man  rechne: 

^  COS  V2  (f  +  ^) 

.    y.        sin  V'i («  —  I)  /  t,  nj 

SO  ist: 

....        sin  ^'2  (b  —  /)     .    , ,  ^ 
Sin  V2  2  =  .    -,, ^  s?»  ^/o  6^. 

*  ist  die  Neigung  des  Mondäquators,  bezogen  auf  den  Erd- 

iu^uator: 

^    ^  A-\~  li 


860  Belative  Planetenbahnen. 

jd  =  dem  Bogen  vom  aufsteigenden  Knoten  des  MondäqnaJ 
tors,  bezogen  auf  den  Erdäquator  bis  zum  aufsteigenden  Knotes 
des  Mondäquators,  bezogen  auf  die  Ekliptik. 

Si'  =  Rectascension  des  aufsteigenden  Knotens  des  Monda 
bezogen  auf  den  Erdäquator. 

Die  Grössen  ^,  <ß'  und  i  findet  man  im  Nauticalalmanacl 
von  zehn  zu  zehn  Tagen  angeführt 

Sei  femer  |  der  Winkel  zwischen  dem  Declinationskreisi 
und  der  Mondaxe  im  scheinbaren  Mondmittelpunkte,  so  ist 

.    ^  .    .  cos  (a'  —  ß') 

stn  I  =  —  stn  t  ^^ —. 

cos  ß 

.    .  cos  (Zo  -+-V  ^  B) 

=  —  stn  t — j7-^ , 

cos  d 

dabei  ist: 

a*  die  geocentrische  Rectascension  des  Mondes, 

S'    n  7i  Declination        „  „ 

/}'    „  „  Mondbreite, 

Iq    „    mittlere  Mondlänge, 

V    „    die  Mondlibration  in  der  Länge. 


§,  266. 

Relative  Bahnen. 

a)   Bahnen  der  Planetenmonde  in  Bezug  auf  die  Sonne. 

(Weyer:  Astron.  Nachr.  S.  3007.) 

Seien  x  und  y  die   heliocentrischen  Coordinaten,  von  einer 
Opposition  als  Anfangsrichtung  ausgehend, 

t   die  Zeit  in  mittleren  Sonnentagen  seit  der  Oppo- 
sition, 

a   und  a'   die  Bahnradien    des    Planeten    und    seints 
Mondes, 

fi  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  des  Pla- 
neten um  die  Sonne, 

/x'  die  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung  des  Mon- 
des um  den  Planeten, 

Q  der  Krümmungsradius   der   Satellitenbahn   um   die 
Sonne, 
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a 

= 

R 

M, 

>o  ist: 

X  =  aeos^t  -{-  a'  cos ft'f 

y  =r  a  sin  fit  -\-  u'  sin  ft'  t 

Q^_      {R^  +  M^  4-  2RMcos{(i't  —  iit)\''/* 
a'  ~  H^  -]-  M^  -^  JtiM{M  +  1)  cos  (ii't  —  /tf)  ' 

Für  den  Erdmond  ist: 

Ri-\-M^>  RM(M+  l) 
M<  R 

Demnach  hat  die  Mondbahn  um  die  Sonne  ausnahmsweise 
weder  Doppelpunkt  noch  Inflexion,  noch  Spitze,  sie  kehrt  viel- 
mehr ständig  ihre  concave  Seite  der  Sonne  zu. 

b)    Scheinbare   Planetenbahnen. 

Seien  n  und  N  die  mittleren  Bewegungen  |  für  einen 

tr   jf     V   ,,    Geschwindigkeiten  \  Planeten 

r    j,    JR    „     Entfernungen  von  der  Sonne  J  u.  die  Erde 

so  wird 

V  V 

ndt  =  —  dt  Ndt  =^dt. 

Man  hat  für  die  relative  Längendifferenz: 

dLi  _rt;  +  RV+  (Rv  +  Vr)cos(ö—  l) 

dt    ~  rl 

wobei 

Ti  cos  Li  =  r  cosl  -j-  R  cos  O. 

In  der  Opposition  ist: 

O  —  /  =  180», 
also 

dL,  _(r  —  R)(v^  V)  _ 

dt   ~  ri 

d.  h.  der  Planet  ist  retrograd.    Ist 


.^  =  negativ, 


dia 


=  0,  d.  h. 


dt 

'^       ,.  rv  +  RV 

cos(Q-?)  =  -^,^  Kr- 

so  wird  der  Planet  stationär.     Q  ist  die  heliocentrieche  Länge 
der  Sonne. 
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§.  267. 

Aufstelluagsfelxler  beim  Aequatorial. 

{\gh  Chauvenet:  Spherical  Astronomie  II,  Cap.  IX,) 


Schema: 


Stern 


*. 


Kreis 


praecedens 


sequens 


Po8.  Kreiß 


a 
h 
b 
a 


Stern-' 

zeit 
Mittel 


Stunden-     Declinatioos- 


0 


0' 


kreis 
Mittel 

«1 


t 


kreis 
Mittel 

dl 


t' 


di 


d 


(V 


_.    ^  rechts 

Südstern,  _.  , 
links 


Polsteni! 


Statt  bei  den  Beobachtungen  in  der  Nähe  des  Meridians  so- 
fort die  Kreislage  zu  notiren,  verzeichnet  man  zunächst:  Fern- 
rohr Ost  oder  West  und  benutzt  folgende  Bezeichnung: 

Obere  Culm.  Fernrohr 
0  =  Kreis  praec.    =r  Fernrohr  links 
W=     „     sequens  =        „        rechts 

Untere  Culm.  Fernrohr 
0  =  Kreis  sequens  =  Fernrohr  rechts 
W=     „     praec.    =        „        links. 

1.  Man  hat  nun  zunächst  an  die  abgelesenen  Stunden winkel  / 
und  die  Declination  d  die  Refraction  anzubringen  und  zwar  roit 
folgenden  Zeichen: 

Refr.  Corr.  an  f   (f)  =  +  k'tga  sinqsecÖ 

„         «       «    d  (d')  =  —  h'tgzcosq, 

wobei  Ä:'  die  Refraction  ist  und 

tg  N  =  dgtp  cos  v 

ig  X  sin  N 


Man  bilde: 


tg  z  sinq  =    .   ,j.    ,     ^. 
tgz  cosq  =  dg{8  -\-  N). 


ro  =  Vi  10  4-  0'  ~  {«  4-  «'} 

h  =  V»  (t  +  n 

D  =  \/,  (d  +  d'), 
nachdem  diese  Grössen  wegen  'Refraction  corrigirt  erscheine»' 
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Dann  lauten  die  Formeln  zur  Fehlerbererhnung : 

I  cos Tq  -\-  ri  sin r^  -\r-  B^e  =  D  —  d 

dt  —  f  sint^  tgS  -(-  iy  cosr^  tgS  -j-  B* e  =  Tq  —  f(„ 
wobei 

B{i  =  sin  q>  cos  d  —  cosq>  sin  d  cos  T^f 

B'o  =  cos  q>  sec  ä  sin  Tq 

und  ^  und  r^  die  Fehlercoordinaten  sind;  e  ist  die  Biegung  des 
Fernrohres  im  Horizont;  ^t  Indexcorrection  für  den  Stunden- 
kreis. 

P  ist  der  wahre,  P'  der  Instrumentalpol. 

Fig.  30. 


w 


p 


Ar  l 


P'.<i 


O 


Im  Meridian   gestalten  sich  die  Gleichungen  wesentlich  ein- 
facher : 

I.    to  =0*  (obere  Culmination). 

^  -{-  e  sin{(p  —  d)  =  D  —  8 
di  -\-  rjtyö  =  Tf^  —  to. 

IL    Ty  =  12*  (untere  Culmination). 
—  I  +  c  sm  (9  +  ö)  =  Z>  —  8 

Der  Collimationsfehler  findet  sich  aus  der  Vergleichung  bei- 
der Kreislagen.    Es  ist: 

I.    Ausserhalb  des  Meridians. 

c  secb  —  itgS  -f-  b  {sin  q>tgd  -\-  cosq>  cos  ry)  =  Vj  [f  —  180 

-z'-it-  t)]. 

NB.     Ist  t'  nicht  um  180^  abgelesenes  t^  dann  ist  recht  180 

wegzulassen. 

II.    Im  Meridian. 

c  secö  —  itgd  -^  e  cos  (9  —  ö)  sec  ä  =  Vj  [f  —  180  —  r'  —  (f  —  rj]. 


^64  Ki'eismiki'ometer. 

Dabei  ist: 

c  der  Collimationsfehler, 

i  die  Abweichung  des  Winkels  zwischen  Pol- 

Declinationsaxe  von  90^, 
£  die  Maximalbiegung  der  Declinationsaxe. 


und 


§.  268. 

Krelsmikrometer. 
Es  seien  mit 

die  Rectascension  und  Declination  des  zu  bestimmenden  Objectes. 
ferner  mit 


a. 


*- 


dieselben  Grössen  eines  bekannten  Sternes  bezeichnet.  Man 
beobachtet  die  Ein-  und  Austritte  beider  Objecte  am  Mikro> 
meter.    Die  zugehörigen  Zeiten  seien  für 

^  tj  t^         tj^ 

^  ti  t^         t^ 

Sodann  bilde  man  folgendes  Schema: 


& 

* 

h      u 

fl      <i 

U        h 

t\      tt 

«i  —  —2—     r,  =  — ^—     r,  _  —^      r,  = 2— 

Sodann  ist: 

«^  —  «*  =  — 2 r~  ■ 

Zur  Berechnung  des  Declinationsunterschiedes  hat  man  zu- 
nächst zu  bilden  genähert: 

■8^  6  Sternzeit  der  Mitte  der  Beobachtung 


-^>  =  V»  (V -t- «*)      <  =  «-« 
y,  (D  +  ö,) 

V,(D4-Ä*). 
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Femer  zu  berechnen  die  Grösse/  aus  den  Gleichungen: 

cos  n  ^=  cosq)  sin  t 
sin  n  sin  N  :=  costp  cosf 
sifi  n  cos  N  =  sin  q> 

f=^-  sinHN+I))  ^'^^'  -^  <^*«  +  sin  D  sin  (2N-\-  D)\. 

Dabei  ist  h  die  Refractionsconstante. 

Hierdurch  befreit  man  zugleich  die  Declinationsdifferenz  von 
ler  Refraction.  • 

Sodann  rechne  man  die  Grösse  /',  welche  die  Declinations- 
liflFerenz  wegen  Eigenbewegung  des  ^  corrigirt: 

^   ~      ^  15  X  86  636' 

Dabei  ist  ^a  die  tägliche  Bewegung  des  Gestirnes  in 
Flectascension. 

Die  fernere  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt:    Seien 

ri  und  r^ 

die  beiden  Radien  des  Ringes,  so  wird 

/*<<  =  Y  (»i  +  »2)  ff  cos  V,  (Z>  +  «<f) 
f**  =  ¥  (*i  +  *J)/  cos '/,  (D  +  **) 


_      f*(f  ,_„    _      M 


* 


cosq>^=       r  ^^^'9*  — ^     1^ 


I 


cos  t^  =  — cos  t^  = 

^<f  =  -^—2 —  stn  9^  s«w  !/;^ 

-^*  =  — ^— ^  s»w  9*  S2n  ^,5,. 

^  sind  die  Distanzen  der  beiden  Gestirne  vom  Mittelpunkte 
des  Mikrometers«  Sodann  hat  tnan  folgende  Fälle  zu  unter- 
scheiden: 

oberen 

unteren 
^  oben       a)K  unten    d^  —  5*  =  —  {^^  —  ^*) 
^  unten     ♦  oben      ö^  —  d^  =  -)-  (^^  —  ^^). 

LAska,  mathenL  Formelnsammlung.  gg 


I.    ^  ~f-  *  in  der 


Hälfte  des  Mikrometers: 


8<$6  Das  Riugiuikrometer. 

IL  ^  und  if  ZU  verschiedenen  Seiten-  des  Mittelpunktes  dei 
Mikrometers : 

^  oben      *  unten    d^  —  ä^  =2  —  (^^  -j-  -^^) 
^  unten     ♦  oben      *^  —  *^  =  +  (^^  +  ^*). 

Es  erübrigt  nur  noch  die  Correction  der  Declinations-  ud 
Rectascensionsdiiferenz  wegen  Refraction,  und  die  Correction  da 
RectascensionsdiiFerenz  wegen  Eigenbewegung. 


§.  269. 

Bestimmung  des  Bingmikrometerradlus. 

Man  beobachtet  zwei  Sterne. 
Hei  ^x  d^^  Eintritt  am  Aeusseren 

i^     ^     Austritt    „    Inneren 

fs     „     Eintritt    „         „ 

^4     „    Austritt   „    Aeusseren 

für  einen  Stern  und  ^1/2^8^4  dieselben  Grössen  für  den   anderen 
Stern. 

Ihre  bekannten  Declinationen  und  Rectascensionen  seien 

a  ö 

Sei  femer: 

Trt  =  ti  —  ti  tj  =r  fj   —  t^ 


des  Mikrometerringes 


so  wird: 


15  . 

Iia  =  -^  tacoso  =  r«  sm yi 

15 
jiAi  =  y  ri  eosSi  =  Ta  siny\ 


so  ist: 
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_        6'  ^  ö 

'*  2  cos  Aa  cos  Ba 

2  sin  Aa  cos  Ba 

(^a  ~  l^a 


2  cos  Aa  sin  Ba 
sin  {Aa  +  Ba) 


sin  (Aa  —  Ba) 

Dabei  ist  ra  der  Radius  des  äusseren  Ringes.  Ersetzt  man 
en  Index  a  durch  i,  so  erhält  man  die  analogen  Formeln  für 
eil   Radius  des  inneren  Ringes. 

Will  man  die  Refraetion  berücksichtigen,  so  rechne  man: 

tg  N  =  dg^  cos  t^ 

^u  T  Va  (^1  +  U% 
o  ist  an  d'  —  Ö  die  Correction  anzubringen: 

!)rsin(S'  —  d) 

sinMV2(Ä  +  *'J  +  AV 

Man  wird  am  besten  die  Beobachtung  nahe  am  Zenith  aus- 
ühreii ,  wo  der  Einfluss  der  Refraetion  ein  minimaler  ist  Man 
v'ähle  die  Sterne  so,  dass  der  eine  möglichst  hoch  oben,  der 
mdere  möglichst  tief  unten  den  Ring  passirt,  so  dass  ö*  —  8 
nöglichst  gross  wird. 

§.  270. 

Verbesserung  der  Kreis-  und  Fadenmikrometer  wegen 

Befiraction. 

* 

Man  berechne  mit  der  Polhöhe  9  und  dem  Stundenwinkel  t 
lie  Grössen  N  und  n  aus  den  Gleichungen: 

cos  n  =  cosq>  sin  t 

sin  n  sin  N  =  cos  q>  cos  t 

cos  n  cos  y  =  sin  9 


md  sodani^: 


_  COOOfc 

"^  sin''  (N  +  d) 


55* 


\ 
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'15  cosd 


ju .     l^ctgn  cos  (N  -}-  2d) 

—  "^15  cös^ 


k 

wo  d  das  Mittel  aus  den  beiden  Declinationen  der  Gestirne  b- 
zeichnet  und  die  Grösse  k  aus  BessePs  astron.  Unter.  I  n 
entnehmen  ist.  k  ist  die  üonstante  der  mittleren  Refraction  fa 
Mikrometerbeobachtungeti. 

Sodann  lautet  die  Correction  wegen  Refraction: 

A.   Beim  Fadenmikrometer. 
Corr.  in  AR  =  A  X  B'  (in  Zeitsecunden) 

"      "  100        ' 

d  ist  die  Declination  des  bekannten,  d'  jene  des  zu  bestimmei!- 
den  Gestirnes. 

B.    Beim  Kreismikrometer. 

Hier  rechnet    man    zunächst    die   Distanzen  ^  und  z/'  il^r 
Sehnen  der  beiden  Gestirne  vom  Mittelpunkte,  nach  den  Formel:: 

z/»  =  r«  —  [y  tf  Vcosdcos{d  —  ^1)V 

^'2  =  ^2  _  r^  rfV€osö'cos{d'  —  ^')V' 

Statt 

Vfos  d  cos  (d  —  /i) 
kann  man  hinreichend  genau 

d  +  D 

nehmen,  wo  D  gleich  ist  der  Declination  des  Mittelpunktes  des 
Mikrometers. 
Dann  ist: 

Corr.  in  a  =  -| ztt-t —  i4  X  -B  (in  Zeitsecunden) 

„      „  *  ==  H ^^  A  (in  Bogensecunden), 

zf'  —  z/  ist  in  Bogenminuten  auszudrücken. 


Correction  der  Ringmikrometerbeobachtung. 


869 


Correction  wegen   Eigenbewegung. 

Seien   /la  und  dS    die  täglichen   Bewegungen  in  Bogen 
linuten  ausgedrückt,  so  ist: 


Corr.  in  a  ==  + 


J8 


(in  Zeitsecunden). 


54  cos^  8     1 00 

Die  Declination  wird  vom  Einflüsse  der  Eigenbewegung  be- 
eil, wenn  man  die  Sehne  mit 

^    ~      ~  15  .  86  636 
lultiplicirt    Man  wird  daher  z/  nach  der  Formel 

A.  =  r.  -  112 
Bchnen.    Für  /'  dient  folgende  Tafel : 


lY  tff  VcosdcosiS  -  ^)V 


J  €(  tägliche  Bewegung  in  a  in  Graden  und  Minuten,  /'  in  Einheiten 

der  5.  Decimale. 


Ja 


0« 


10 


2« 


3« 


40 


50 


60 


70 


w 

20' 
40' 


0 
20 

40 

60 

80 

KM) 

121 


121 
141 
161 
181 
201 
221 
241 


241 
262 
282 
302 
322 
342 
362 


362 
383 
403 
423 
444 
4G4 
484 


484 

.  606 

728 

504 

626 

748   . 

525 

646 

769 

545 

667 

789 

565 

687 

810 

586 

708 

830 

606 

728 

850 

850 
871 
891 
912 
932 
953 
973 


Eine  Kreismikrometerbeobachtung  wird  also  umfassen: 

1)  3tc  Red.  auf  Jahresanfang, 

2)  Red.  ad.  app.    Reductio  ad  appareus, 

3)  ^  —  ♦         die  berechnete  Diflerenz  zwischen  dem 
unbekannten  Object  und  dem  bekannten  Sterne, 

4)  Red.  wegen  Refraction, 

5)  Red.  wegen  Eigenbewegung.    Dazu    kommt   noch  die 
Angabe  der  Zeit  für  die  Mitte  der  Beobachtung. 

In  der  neuesten  Zeit  kommt  das  Balken mikrometet  fasst 
allgemein  in  Gebrauch.    Die  Correctionen  für  dasselbe  sind: 

L     Refraction: 


Corr.  iö'  -ö)^    ^  [''-  %  IcosNcosiN^S)  _ 


Corr.  (a'  —  a). 


.sm«  (N  -\-  d) 


cosd 


dg^n 


870  Correction '  der  Ring-mikrometerbeobachtung. 

a)  im  wahren  Parallel: 

^  '   sm  (N  -\-  6) 

b)  im  scheinbaren  Parallel: 

^^       _       cUjncos{N+d)secö 
'         ^  ^         sm«  (N  4-  d) 

IL    Eigenbewegung. 

Corr.  (a'  —  a)  =  —  [4.1884jd's<?c««'z/d', 

d'  der  Abstand  der  vom  Wandelstern  beschriebenen  Sehne  void 

Mittelpunkte  des  Kreuzes,  ^d'  die  48 stündige  Aenderung  dei 

Declination  in  Bogenminuten. 

Corr.  (Ä'  —  d)  wird  berücksichtigt  durch  Verminderung  de? 

fünfstelligen  Logarithmus  de^  Reductionsfactors  der  Declination 

15        ^, 
-jCOsä\ 

und  die  48  stündige  Bewegung  in  liectascension  ausgedrückt  in 
Bogenminuten. 

IIL    Krümmung  des  Parallels  (für  Polsterne) 

Corr.  («'  —  d>  =  —  ——  id'Hgö'  -  dHyS). 

IV.  Abweichung  des  Kreuzes  vom  rechten  Winkel 
und  fehlerhafte  Orientirung.  Sei  der  Winkel  des  nach  Nord- 
osten gerichteten  Schenkels  45<^  -f-  a,  jener  nach  Nordwesten 
450  -|-  /5,  so  wird: 

Corr.  («'  —  a)  ==  — — —  sec  dy  tfi  ( a  —  ß) 

1 0 

Corr.  («'  _  Ä)  =  _  (d'  _  Ä)  fy  (a  -j-  /J). 

§.  27L 

Geooentrische  und  lieliocentrisolie  Coordinaten. 

Sei  mit  N  ein  beliebiger  Anfangswerth  bezeichnet,  so  gilt: 
r  cos b  cos  (l  —  N)  -]-  R  cos B  cos  (L  —  N)  =  g  cosß  cos{k  —  S) 
r  cosbsin  Q  —  N^-j-  R  cos B  sin  {L  •—  N)  =  q  cosßsin(?.  —  .V) 
r  sin  b  -\-  R  sin  B  =  q  sin  ß* 

Sei  I.  N  =  L<i  so  wird : 
Q  cos  (k  —  L)  cosß  —  r  cos  (I  —  L)  coit i  -f-  JR  cos  B 
Q  sin  (X  —  L)  cosß  r=  r  sin  (I  —  L)  cos  h 
Q  sin  ß  —  R  sin  B  =  r  sip  b. 
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Setzt  man  also 

r  cosQ  —  L)co8o  ^ 

50   wird  im  Falle,  dass  -^ty^m  ist: 

ig  (A  —  L)  =  ig  {l  —  L)  coa^  m 
a  RcosB  ' 

QCOSß  = 


sin^m  cos  (A  —  L) 
Q sin ß  =  r  sinb  -\-  E  sin B, 
und  im  Falle,  dass  — tg^m  ist: 

a  RcosB  cos  2  m 

Q  COSP  =    -r-r -rz jT- 

^  Sin*  m  cos  (x. —  L) 

Q sin ß  =  r  sinb  -^  R sin B. 
Sei  II.  N  =  1^  so  wird : 

Q  COS  (k  —  l)  cosß  =  r  cosb  -^  R  cos B  cos  (L  —  1) 
Q  sin  (A  —  l)cosß  -=  -\-  RcosB  sin  (L  —  1) 

Q  sin ß  =  rsinb  -\-  R  sin B. 
Sei  III.  N  =  k^  80  wird: 

r  cos{l  —  X)cosb  =  Qcosß  —  R  cos  Bcos  (L  —  A) 

r  sin  (l  —  k)cosb  =  —  R  cos  B  sin{L  —  A) 

r  sin  b  =  Q  sin  ß  —  R  sin  B, 

IV.    Setzt  man  N  =  V«  Q  ~f~  I^\  so  wird : 

tg  {A  -  V«  {l  +  L)]  =  tg{io^  4-  i)tg\'^  (J  -  L) 

_  (/  +  ^)  sin  Va  {l  —  L) 
9-     sin[X-^!,{l^L)\ 

_  (r^  —  R')  cos  \\  Q  —  L) 

-     cos  [A  -  Vi  (/  +  L)\   ' 
dabei  ist: 

r'  ^=i  r  cosb 

R  r=  RcosB 

Differentialformeln. 

. .        r  cos  (l  —  A)    .,    ,    sin  (1  —  A)    . 

9  Q 

Jq  =  —  r  sin  (l  —  A)  z/?  -}-  cos  (7  —  l)  Jr 


872  >  H^iocentrische  Coordinaten. 

■ 

.  o       r  sin  fi  cosß  sin  (l  —  A)    .,    ,    r  cos^ß    ., 
z/p  = ^ -'  Jl  -A -^  z/o 

Q  '      QCOS^b 

-I-  £^  [tgb  —  COS  Q  —  A)  ^^/S]  z/r 
I. 

Q  €Os{X  —  ft )  coä*  ß  =  rcosu         -{-  R€0S(L  —  ß) 
p  sin  (k  —  Si)  cos  ß  =  r  sin  u  cos  i  -{-  R  sin  (L  —  Sl) 

Q  sin  ß  =  r  sin  u  sin  i. 
Aus  dem  letzteren  ergiebt  sich,  wenn 

ig  ß  cos  (L  —  ß) 


und 

gesetzt  wird: 


^  sin{L  —  k) 

UjB  =  cosi  tyu 

^  ^9{L  -ß)sm^ 
•^  sin  {A  +  i) 

R  sin  (L  —  A)  cos  B 

cos  w  sin  (B  —  A  +  ß) 


§.  272. 

Formeln  für  heliooentrisolie  Coordinaten. 

Man  hat  für  die  Ekliptik: 

X  =  r  cos  h  cos  /» 

y  =  r  cosh  sin li 

z  =^  r  sin  6, 

dabei  ist  b  die  Breite,  Ij  die  auf  die  Ekliptik  reducirte  Länge, 
r  der  Kadiusvector.  Man  hat,  wenn  l  die  Länge  in  der  Bahn 
bezeichnet, 

X  =  r  [cos  (l  —  So)  cosSi  —  sin  (l  —  Q>)  sin  ß  cos  i] 

y  =  r  [cos  (l  —  ß)  sin  ß  -f-  sin  (l  —  ß)  cos  ß  cos  i\ 

z  =  r  [sini  sin  (l  —  ß)}. 

Femer  wird: 

X  =  r  \cosb  -{-  2sm«  -^  sin  ß  sin  (l  —  ß)} 

y  =  r  {sinb  —  2sm»  —  cos  ß  sin  (l  —  ß)} 

z  =  r  [sinisin(l  —  ß)}. 
Diese  Formel  ist  besonders  für  kleine  Neigungen  verwendbar. 
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In  diesen  Formeln  ist 

u  =  ü  -\-  w  =  l  —  <ß 

•;   die  wahre  Anomalie.    Die  positive  X-Axe  fallt  mit  dem  Früh- 
iingspunkte  (r)  zusammen. 

Man  hat  femer:    für  eklipticale  Coordinaten: 
z  =  r  {cos  a  cos  ß  —  sin  u  sin  Si  cos  i\ 

y   =  r  [cos  u  sin  Si  -f"  ^^^  ^  ^^^  ^  ^^^  ^) 
js    =  r  sin  u  sin  i, 

und  für  äquatoreale  Coordinaten: 
x'  =  r  {cos  t*  cos  <ß  —  sin  u  sin  ß  cos  i] 

y'  =  r  [cos u  sin  ß  cos  « -4-  sin  u  cos  ß  cos i  cos  b  —  sin  u  sin  i  sin  s\ 
z'  =  r  { cos  u  sin  ß  sin  s  -f-  sin  u  cos  ß  cos  i  sin  e-j-sin  u  sin  i  cos  s  \ 
Setzt  man: 

sin  a  sin  A  =  cosSi 

sin  a  cos  A  =  —  cos  i  sin  ß 

sin  b  sin  B  =  sin  ß  cos  £ 

sin  b  cosB  =x  cos  ß  cos  i  cos  £  —  sin  i  sin  b 

sin  c  sin  C  =  sin  ß  sin  £ 

sin  c  cosC  -=  cos  ß  cos  i  sin  £  -}-  sin  i  cos  «, 

so  folgt: 

x'  =  r  sin  a  sin  (A  +  u) 

y  =  r  sin  b  sin  (B  -f-  u) 

z'  =  r  sine  sin{C  -\-  u). 

Die  Berechnung  von  b^  B^  c^  C  kann  man  sich  erleichtern 
durch  Einführung  der  Grössen: 

n  sin  N  =  sin  i 

n  cosN  =  cos  ß  cos  i, 
80  wird: 

sin b  cosB  =  n cos  (N  -\-  «) 

sin  c  cosC  =^  n  sin  (N  -f-  f  )• 

Als  Prüfungsgleichung  benutze  man: 

sin  b  sin  c  sin  (C  —  B) 


tgi  = 


sin  a  cos  A 


Sind  die  Elemente  ßi  und  ij  auf  den  Aequator  bezogen,  so 
wird  die  Berechnung  einfacher;  man  hat: 
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sin  asinA  =  cos  ßi 

sin  acosA  =  —  sin  Sii  cos  ii 

sin  b  sin  B  =  sin  ß| 

sin  bcosB  =  cos  fix  cos  ?, 

sin  C  =  sin  ii 

C  =  0. 

Verlangt  man  die  Eklipticalconstanten,  so  hat  man  mit 

Eklipticalelementen: 

sin  üi  sin  Ai  =  cosSi 

sin  ai  cos  Ai  =  —  sin  ß  cos  i 

sin  bi  sin  B^  =  sin  ß 

sin  bi  cos  Bi  =  cos  Si  cos  i 

sin  Ci  =  sin  i 

Ci  =  0. 
Und  es  wird: 

X  =  r  sin  Ui  sin  {Ai  -f-  u) 

y  =  r  sin  b^  sin  (Bi  +  u) 

B  =  r  sincy  sin  (JJ^  -|-  **)• 
Sind  die  Elemente  auf  den  Aequator  bezogen,  so  folgt,  wenn 

ny  sin  Ni  =  sin  i\ 

ni  cos  Ni  =  cos  Si>i  cos  «j 
sinai  sinAi  =  cosSii 
sin  ai  cos  A^  =  —  cos  «i  sin  ßj 
sin  bi  sin  Bi  =  sin  Si^coss 
sin  61  cos  Bi  =  ni  cos  (Ni  —  e) 
sin  Ci  sin  C\  =  sin  Sii  sin  b 
sin  Ci  cos  Ci  =  ni  sin  (Ni  —  «). 

Man  kann  noch  andere  Transformationen  vornehmen.    Be- 
achten wir,  dass 

r  sin  V  =  a  sinE  cosq> 

r  cosv  =  a  cosE  —  a  sin q), 


wobei 


a  die  halbe  grosse  Axe, 

E    „    excentrische  Anomalie, 

sin  q>  =  e  =  der  Excentrieitat  ist,  so  können  wir  statt 

ic  =  r  sin  a  sin  (A  -\-  u) 

=  r  sin  a  sin  (-4.  -j-  «;  -f-  ^) 
=  r  sin  V .  sin  a  cos  (A  -|-  i r) 
-f-  r  cosv, sin a  sin  (A  -|-  w). 
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Setzt  man  für  r  sin v  und  rcosv  die  Werthe   ein,  so  folgt, 
wenn  gesetzt  wird: 

l  sin  L  =  a  sin  a  sin  A 

l  cosL  =  a  sin a  cos  A  cos q> 

A  =  —  l  sin  q)  sin  L 

m  sin  M=  a  sin  b  sin  B 

m  cos  itf  =  a  sin  h  cos  B  cos  q) 

fi  =  —  m  sin  q>  sin  M 

n  sin N=  a  sin c  sin  C 

n  cosN  =  a  sin c  cos  C cos  q> 

V  =  —  n  sin  tp  sin  N^ 
so  folgt: 

X  =  I  sin  {£:  -I-  L|  -f  A 
y  z=  m  sin  { JS  -f-  Jf }  +  ft 
a  =  n  sin  {^  -f-  JV}  -|-  v. 

Man  findet  für  die  äquatorealen  Coordinaten: 

cos  i 

dA  =  -T-^ -  •  d ß  -(-  ^sj tg i sin 2A  .  dt 

u  *si^i%  (JL 

— 1 =  1/,  sin i  tg i  sin2A.dSi  —  tg i  cos^  A.di 

stna         .  ^  ^ 

T -n      sinacoss  .   ,.      T>v7r>»   i  sin a sine   .   ,  m       xn    •    t>   j  • 

dB  = r-T — s%n(A—'B)db6A :— r — stniA —  ClstnB.dt 

stnb  stna  ^ 

m 

ju^sin(B  -^  C)dB 
'  stnb 

<lsinh      sin  a  cos  B      ,,      -n.ir^      sin  a  sine   .    .-       ^        x>   j  • 

— r— i-= :—, — cos(A—B)dh6 7—: — stn(A —  C)cosB.d% 

sinb  stnb  stnb 

m 

:— j-  COS  (B  ^    C)dB 

sinb        ^ 

,  ,,      sinasinB  ,   ..      rr\j  r^      sinasinb    ...       'd\    -    n  j - 

d  C= : Sin(A — CndSl : szn(A  —  B)stn  Cdt 

stnc  ^  ^  smc  ^ 

A.^J^  sin(B—  C)dB 
^   stnc        ^  ^ 

dsinc_sinasinB  ^      ^^^^^^^^ -in(A      B^ro-C  di 

smc  Stnc  ^         '       sine  ^ 

^^J!!±cos{B-  C)dB. 
^   stnc  ^ 

Vergl.  Berl.  Jahrb.  1818,  S.  268. 
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Man    hat    für  das   äquatoreale   System  und  die   Aequator> 
Constanten : 

Ja  cosa  =  —  z/ß  sinb  cos  {B  —  A)  -|-  z/t  sinSi  sini  cosA 

Jb  cos  b  =       JSi  sin  a  cos  {A  —  li)  —  Ji  cos  Q>  sin  i  cos  B 

Je  =  Ji 

JA  sina  =  —  JSi  sinb  sin  {B  —  >^)  +  Ji  sin Q>  sini  sin  A 
JB  sin b  =       JQ>  sinasin  (A  —  B)  -{-  Ji  cos  ß  sin  i  cos B 
JCz=0. 
Man  hat  ferner: 

sin  (A  —  B)  sin  a  sin  b  =:  cosc 
sin(B  —  C)  sin  b  sine  =  cosa 
sin  (C  —  A)  sina  sine  =  eosb 
d^  (A  —  B)  ctg  (C  —  A)  =  cos^a 
ctg  (B—  C)ctg{A  —  B)  =  cos^b 
ctg  (C  —  A)  dg  (B  —  C)  =  cos^c 
cos  (A  —  B)  z=  —  dga  dgb  =  sin  (C  —  .4)  .5t»  (C  —  B)  sin^c 
cos(B  —  C)  =z  —  d{fb  dgc  =  sin  (A  —  B)  sin  (A  —  C)  .stw-a 
cos{C  —  A)  =  —  dga  d^e  -=  sin(B  —  C)  sin  (B  —  A)  sin-b, 

Vergl.  BerÜD.  Jahrb.  1813,  S.  104. 
§.  273. 

Transformation  der  Bahnlage. 

Seien  i     Q>     w 

ätjuatoreale, 

ii    fti  Wi 

ekliptikale  Elemente,  £  die  Schiefe  der  Ekliptik  und  ö  die  im 
Dreieck,  Aequator,  Ekliptik  und  Bahn  dem  Winkel  s  gegenüber- 
liegende Seite,  so  hat  man  folgende  Beziehungen: 

cos  1/a  »1  sin  ^^2(^1  +  <^)  =  ^ös  V2  (*  —  *)  sin  V«  Si 
cos  J  /j  i\  cos  V2  (  ß  1  +  ö)  =  cos  »/j  (i  -f-  e)  cos  V«  ft 
sin  Va ii  sin  \/2  (ft  1  —  ö)  ==  sin  V^  {i  —  «)  sin  V«  ft 
sin  \'i  /,  cos  \'j(Qi  —  ö)  =  sin  7, (t  -\-  t) cos  y^  ft . 

Ferner  wird : 

Wi  =  w  -j-  6 

TTi  =  Wi  -|-    $ij. 
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Man  kann  aber  auch  rechnen  wie  folgt:    Man  hat  nach  den 
gewöhnlichen  Formeln: 

sin  ?,  cos  ft  1  =  sin  s  cos  i  -j-  cos  b  sin  i  cos  Sl 
sin  ii  sin  ft  ^  =  sin  i  sin  ft 

cos  i'i  =  cos  €  cos  i  —  sin  b  sin  i  cos  Sl 
sin  ii  cos  ö  =  cos  b  sin  i  -\~  sin  b  cos  i  cos  ft 
sin  1 1  sin  ö  =  sin  s  sin  ft . 
Setzt  man  in  diesen  Formeln: 

sin  a  sin  A  =  sin  i  cos  Sl 
sin  a  cos  A  =  cos  i 
sin  b  sin  B  =  sin  i 

sin  h  cosB  =  cos  i  cos  ft , 
so  wird: 

sinii  sin  -ßj  =  sin  i  sin  Si 

sin  i\  cos  üi  =  sin  a  sin  {A  -\-  b) 

sin  ?i  sin  6  =  sin  b  sin  Sl 

sin  ii  cos  ö  =  sin  h  sin  {B  -{-  b) 

cos  i\  =  sin  a  cos  {A  -f-  b) 

^1  =  ^\  +  ßi. 
Für    die    umgekehrte    Aufgabe    bestehen    analoge   Formeln. 
Man  hat: 

sin  Vj  i  sin  Va  (ii  rh  <^)  =  sin  \^  (i^  -\-  b)  sin  \'^  Sh^ 

sin  Va  i  cos  Va  (i<^  +  <^)  =  sin  Va  (ij  —  b)  cos  \!^  ily 

cos  V»  i  sin  V2  (  ß  —  <J)  =  cos  V2  (^1  +  f )  sin  i/a  S^  j 

cos  V2  i  cos  Va  ( ii  —  <^)  =  cos  V2  ih  —  «)  cos  V2  ß  1 

W  =  Wi  —  6 

7t  =r  W     -{-   Q: 


oder: 


sin  Ui  bin  Ai  =  sin  2*1  cos  ft  i 
sin  Gl  cos  Ai  =  cos  ii 
sin  bi  sin  Bi  =  sin  ii 
sin  b  cos  B^  =  cos  i^  cos  Ji  1 
8m  i  sin  <R  =  sin  i^  sin  Si  i 
sin  i  cos  ft   =  sin  üi  sin  {Ai  ;—  b) 
sin  i  sin  ö     =  sin  b  sin  fl  1 
sin  i  cos  0     =  sin  bi  sin  (Bi  —  b) 
cos  i  =  sin  Ui  cos  (A^  —  s) 


878  '  BeductioD  auf  die  Ekliptik. 

§.  274. 

Reduotion  auf  die  Ekliptik« 


Sei      {  die  Länge 


b    „    Breite 


bezüglich  der  Ekliptik, 


in  der  Bahn,    li  in  der  Ekliptik, 

i    „    Neigung 
Sl    y,    Länge  des  Knotens 
fi    „    die  Projection  von  r  auf  die  Ekliptik, 

80  hat  man: 

tg  (Ji  —  Q>)  =  cos iig  (l  —  ft) 

sin  b  =  sin  itg{l  —  Q>) 

tgb  =  tgisinQi  —  ft) 

Ti  =  r  €08  b. 

Tür  kleine  Neigung  hat  man  ferner: 

,         ,  .  „  i  sin2(l  —  ß)    I    .  ^  *  si»4(I  —  9*) 

^    2         sml"  •    ^    2  stn2" 

Diese  Reihe  stellt  die  Reduction  auf  die  Ekliptik  dar. 

Man  hat  folgende  Differentialgleichungen: 

dli  cosi 

"d  l  ~  cos^b 

^Jl  =  --^tgb  cos  (Z,  —  ft)  =  —  \'^tgi  sipi2{h  —  ß) 

^ ,                        .2  sm>  —  —  sin«  6 
8?!  cos* 2 

eli  ""     '^  cos^b  "~  cös»6 

yr  =  - 8ä  =  '"'•''"' ^^'-^^ 

-     .  = r  stw(l  —  ^^)  =  stnili  —  ft) 

8  e         cosb        ^  '  ^ 

=  —  sini  cos(li  —  Sl) 


8ft 


=  cosb 

ör 

dfi  .    jdb 

-,  .  =  —  r  sm  b  — r 

dl  Cj% 

Sr,  .    ,   (ö6 

ölt  =  -'•*'"'*  8ä- 
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i^.  275. 

Formeln  für  die  gegenseitige  Lage  zweier  Bahnen. 

Seien:     Qy   £2i  die  Knotenlängen, 
i     ii     yy    Neigungen. 

Sei  g  der  Schnittpunkt  beider  Bahnen,  und 

V  ß  +  ß  6?  =  r,     V  fti  +  fti  6?  =  r, 

y  die  gegenseitige  Neigung, 

V  der  Friihlingspunkt 

Fig.  31. 


Man  hat: 


sin  -^  sin  Va  [(t^  —  ft)   +  (r  —  ft)]  =  sin 


.     ft  —  Sil     ■    i  +  h 


stn 


2 


sin  |.  cos  V,  [(ti  -  aO  +  (r  —  ft)]  =  cos  iL_^  sin  ^-y^' 


CO.S  —  sin  Vs  [(ri  —  ßj)  —  (r  —  ft)]  =  sin 


.    ft  —  Sil        i  4- « 


cos 


2 


cos  -^  cos  Vi  [(r,  —  ftj)  —  (r  —  ft)]  =  cos ^ — ^  ^^^  ^~2~^ 

oder: 

cosp  =  cosi  cosii  -j-  sin  i  sinii  cos{fi  —  Q>i) 

sin{Qi  —  Sii)cotg{ti  —  fli)  =  —  cotgi  sin ii-\- cosi  cos {Si  —  Sii) 

sin{Qi  —  Q>i)cotg(t —  ft)  =  -(-  sini  cotgii  —  cosi  cos(Q>  —  ßi) 

sin(T  —  Q,) sm(ri  —  ft,) stM(ft  —  fti) 

siwii  sini  siny 

Ist  die  gegenseitige  Neigung  klein,  so  kann  man   genähert 
setzen : 
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Ti  —  ti  =  -^r^  tfßi  tgii  sh(^i  —  ft). 

Man  hat  auch: 
sin  y  co$(t  —  ü)  =  sin  i  sin  «\  —  sin  ii  cos i  cos{Sl  —   i^ i). 

S.  276. 

Reduction  auf  ein  anderes  Aequinoctium. 

Sei  to  das  gegebene,  t^  das  gesuchte  mittlere  Aequinoctium 
der  Elemente  (in  tropischen  Jahren  ausgedrückt),  so  hat  man: 

a)  bei  ekliptischen  Elementen: 

r  =  ^0  —  1850 

n  =  173<^  0'  12"  +  32",869r  +  0,000087  r» 

-f  {—  8",683  —  0",000026  r}  ^  +  0",00001ia^ä 
^  =  {0",47950  —  O^OOOOOÖöt}-^ 
l  =  {50",23465  +  0",0002258r|  d  +  0",00011290'^« 

y  —  cotg  \Li  «o  tg  Va  f* 

^=2  arct ,  1"  ^^""H^^  -  »)     /J  =  1,  2,  3  .  .  . 

arck  .1  ^  ^ 

fti  =  ft,  +  /+  T-f  C 
5ri  =  ;ro  4-  ?  +  2  r 

b)  Bei  äquatorealen  Elementen. 
p  =  {23",030  +  0",000U2  r}  -^  +  0",000031  »^ 
n  =  {+  20",0515  —  0",0000867rj  #  —  0",00004334 -^ä 
m  =  (46",05931  —  0",00028391  rj  ^  +  0",00014195  0^ 

<5  =  tg  Vf  ^'o  tg  V« »' 
y  =  ctg  1/,  ?o  ^gf  Va  w 

T  =  — ^  co.s^(^^  +  i>) ^,  «w  2(ft  +  p) 

arc  1  ^        '   ^^        arc  2  ^  '^ 

^,  cos  3  (Sl  +  P)  + 


•  •  '   I 
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+  „^^^r,  cos  3  (ft  +2>)+-  •  • 

j,  1  =  fto  4-  ♦»  +  y  +  <'-' 

ri  =  3r«  -f-  m  +  2  T 

,.     .  •  •  -)  __       sin  \Q.+p+  ';,  (T  +  ü)\      . ,. 


§.  277. 

Bereclmuiig  einer  Ephemeride. 

Man  berechne  sich  nach  §.  272  aus  den  Elementen  zunächst 

lie  Constanten 

a      b      c 

ABC, 

ind  zwar  für  das  betreflfende  Aequinoctium.  Sind  die  Elemente 
licht  auf  das  Aequinoctium  der  Ephemeride  bezogen,  so  müssen 
;ie  nach  §.  276  auf  dasselbe  gebracht  werden. 

Sodann  berechne  man  sich  in  (gewöhnlich)  viertägigen  Inter- 
vallen die  mittlere  Anomalie. 

Sei  T  die  Epoche  der  Elemente  und  M  die  daselbst  an- 
gegebene mittlere  Anomalie,  so  wird  für  die  Zeit  t 

ÄTobei  fi  die  mittlere  tägliche  Bewegung  bezeichnet. 

Dieselbe  kann  auch  aus  der  grossen  Axe  a  berechnet  werden: 

m  =  Masse 

log  l'  =  8,235  581  441  —  10. 


kVr+m 


Zu  dieser  wird  sodann  die  excentrische  Anomalie  gerechnet: 

E—  e''sinE  —  M 


Ferner : 


arcV^       arcl"' 


r  sin  V  ==  a  cos  q)  sin  E 
r  cos  i;  =  a  (cos  E  —  e). 

Dieses  giebt         r  und  v.    Mit  v  rechne  man: 

L&ska,  mathem.  Formelnsammlung.  5ß 


} 
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wobei 


Dann  ist: 


X  =  r  sin  a  sin  (A  -\-  u) 
y  =  r  sin  b  sin  (B  -j-  u) 

2  =z  r  sin  c  sin  (C  -f-  m) 


Man  hat  aber: 


Q  cos  Ö  cos  a  =  ic  r|-  X 

Q  cos  ö  sin  a  =  ?/  -f-  Y 

Q  sin  5  =  z  -\-  Z, 

Die  Sonnencoordinaten  XY  Z  sind  für  die  betreffenden  Tim 
aus  dem  Berliner  Jahrbuche  zu  entnehmen. 

Hierauf  werden  aus  den  viertägigen  Intervallen  die  C<M»r- 
dinaten  a  und  d  durch  Interpolation  gewonnen. 

Bei  der  Parabel  wird  man,  da 

r  =  q  sec^  Va  ^> 
die  Form  wählen: 

X  =  q  sin  a  .  sin  (A  -{-  tv  -\-  v)  sec- » ',  r 

y  =  q  sin  b  .  sin  (B  -\-  w  -\-  v)  seC^  V*  v 

z  =  q  sin  c  .  sin  (C  -\-  tc  -\-  v)  sec^  '/i  v. 

Ferner  wird: 

,^        t—T       V2  f     r    ,    ,,  ,  ,  V 

wobei  T  die  Zeit  des  Durchganges  durch  das  Perihel  bezeichnet. 
Eine  Tafel,  die  unmittelbar  v  durch  M  giebt,  findet  man  in 
Oppolzer's  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung.  Für  die  Berech- 
nung der  Bahnen  mit  Excentricitäten  nahe  =  1  muss  auf  da^ 
erwähnte  Werk  verwiesen  werden. 

Die  Ephemeriden  geben  dem  allgemeinen  Gebrauch  ent- 
sprechend stets  die  auf  das  wahre  Aequinoctium  bezogenen 
Orte.  Da  man  zufolge  der  obigen  Rechnung  die  auf  das  mitt- 
lere Aequinoctium  reducirten  Orte  erhält  (X,  F,  Z  sind  auf 
das  mittlere  Ae([uinoctium  bezogen),  so  muss  man  an  die  be- 
rechneten Rectascensionen  und  Declinationen  noch  die  Correction 
wegen  Präcession  und  Nutation 

^a  =  f  -\-  g sin  {G  -]■-  a) igd 
^S  =  g  cos  {g  -\-  a) 

anbringen.      Die  Fixstern-  und   Planetenaberration   wird  durch 
die  Aenderung  der  Beobachtungszeit  schon  berücksichtigt 
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§.  278. 

Vergrleiclumg  einer  Ephemeride  mit  den  Beobachtungen. 

Die   Beobachtungen   werden   gewöhnlich   in    den  astronomi- 
schen Nachrichten  wiQ  folgt  publicirt: 

Beobachtung  des am  Aeqnatoreal  .  .  .    der  Sternwarte  zu  ...  • 

Beobachter: 


Zahl  d.\er-  ,^        L . 

...  1  €(app.\lfpit   dapp. 

gleichungen         -trs-  \  ^  ^     ^      x-i- 


Nr. 


^   .         Mittlere ,    .     '     j, 

Datum   ^  ^      .^\  Ja  '  J  d 

Ortszeit  I 


Ifp^,^ 


6 


8 


10     '  11 


ft  -  Aequinoctium 


Red. 
ad  app. 


cf- Aequinoctium 


Red. 
ad  app. 


Autorität 


11 


12 


13 


U 


15 


16 


Bemerkungen  zu  der  Beobachtung. 
Die  1.  Coli,  giebt  die  laufende  Nummer  der  Beobachtung, 


n 

n 


0 

3. 


das  Datum, 

die  mittlere  Ortszeit, 


4.  und  5.  Coli,  die  Differenz  {^  —  ♦)  des  beobachteten 

Objectes  gegen  den  Vergleichsstem, 
6.  Coli,  die  Zahl  der  Vergleichungen, 


7. 
9. 


die  scheinbare  Kectascension 


w 


Declination 


beide  bezogen  auf 
den  Jahresanfang, 


8.  und  10.  Coli,  die  Factoren  (vergl.  §.  232,  lieber  Par- 
allaxe) : 

nh  cos tp'    sin (0  —  a) 

15  cosS 


Ifpct 


wobei : 


lfpd  =  jihsinw -. '. 

'  ^  ^  sin  y 

^  '^        cos  {0  —  a) 


Die  11.  Coli,  giebt  die  Nummer  des  Vergleichssternes, 
„     12.  und  14  Coli,  giebt  die  Coordinaten  des  Vergleichs- 


sternes, 
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684  Vergleich UQg  der  Epheineride. 

Die  13.  und  15  Coli,  giebt  die  Reductio  ad  apparens  (vergL 
S5.  232). 

Die  Ephemeriden  geben  dem  allgemeinen  Gebrauch  ent- 
sprechen Ü  stets  die  auf  das  wahre  Aequinoctium  bezogenen  Orte. 

Die  Ephemeriden  finden  sich  gewöhnlich  von  Tag  zu  Tag 
berechnet. 

Soll  die  Beobachtung  mit  der  Ephemeride  verglichen  werdti. 
so  interpolirt  man  zunächst  aus  der  Ephemeride  a  und  8  für  die 
Beobachtungszeit. 

Die  Ephemeride  giebt  geocentrische  Orte.  Die  Beobachtung 
ist  daher  vor  der  Vergleichung  um  die  Parallaxe  zu  corrigiren. 

Man  hat  also  zu  rechnen: 

1)  Beobachtungszeit 

2)  —  Aberrationszeit  (498«,65  q  ;     log  498',65 

=  2,6978  q   die   geocentrische  Distanz)  

3)  +  Längendifferenz  gegen  den  Meridian,  giebt 

die  Beobachtungszeit  im  Meridian 

Diese  giebt  in  Decimaltheile  des  Tages  um- 
gesetzt    

Für  diese  Zeit  interpolirt  man  a  und  8  aus  der  Ephemeride. 
Dieses  giebt  das 

cceai)  d.  h.  gerechnete  Kectascension, 

Scott  d,  h.  gerechnete  Declination. 

Nun  reducirt  man  die  beobachteten  Rectascensionen  und 
Declinationen  dadurch  auf  den  Erdmittelpunkt,  dass  man  additiv 
die  Correctionen 

Ifpn  Ippd 

9  ~Q~ 

an  sie  anbringt,  wo  q  die  geocentrische  Distanz  des  beobachteten 
Objectes  ist.     Dadurch  erhält  man: 

«oii,  d.  h.  beobachtete  Kectascension, 

Sobr,  n   n  »  Declination. 

Alsdann  giebt: 

—  «rril  4     «oft«  =  ^OC 

—  Seal  +  Sohs  =  ^  S^ 

d.  B.   „Beobachtung  weniger  Rechnung"   den  Fehler  der 
Ephemeride  an. 


EIliptiM'.he  Bewegung. 
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§.  279. 

Elliptisclie  Bewegung. 


d 
dp 


T 


Setzt  man: 


S  +  ^-Hi  +  -)t=o. 


a;  =  r  coshcosV 
y  =  r  cos  i  sin  1 
js  ==  r  sin  6, 


so  folgt: 

d^2 


dt^  \dtj     '  r* 


^{r^cos«6^j=0 


dt. 


(r.  ^^^  +  rHosb  sinh  Q' =  0 


oder: 


j^  (rcosb)  —  rcosfe  (^^j   H ^7        ^cosft)  =  0 


d   {  ,      ,,  dl 
dir^'^'^Tti 


=  0 


j-  (r  «n  b)  -\ ^ (»•  stn  b)  =  0. 


d 
Setzt  man: 

1^  r  t* 

wobei  17' ÄJ  Quaternioneinheiten  sind,  so  folgt,  da 

ii  =  jj  =  Jck  =  —  1 

■   •  •   • 

ik  =  —  Jet 
jk  =  —  kj 
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Elliptische  Bewegung. 


^iL  _  r  \{^y 


k*  (1  +  ») 


(-1?)=»  Ä("^)=''  M"^)-'- 


dP 

d_ 
dt 

und  es  wird: 

0  •=,  cosfp  cosi^  cos  %  —  sin  tp  sin  ^  sin  % 

ip  =  r  [sin  <p  cosii)  cos  %  -\-  cos  q>  sin  fff  sinx] 

If  =  r  [sin  ifcosfpcosx  +  cos  ^  sin  (p  sin  %] 

z  =  r  {sinx  cos  q>  cos  t  -{-  ^^  %  ^*** 9^  ^*^ ^} 

,  sin  il>  sinx  2w 

oder:  j;  =  r =  -t— r — 

cos  fp  sin  2  9 

sin  w  sin  r  2  m 

^  COS  ^  sin  2  ^ 


wobei 


sin  op  sin  t  2  m 

cos  X  sin  2  x ' 

w  =  sin  fp  sin  ^  sin  x 
X  r=z  r  (cos  u  cos  Sl  —  sin  u  sin  ft  cos  i) 
y  =  r{cosu  sin  Q>  -(-  siw  u  cos  Sl  cos i) 
z  '=^  Y  sin  u  sin  i 

w  =  n  —  Q> 
X sin  Sl  sin i  —  ycos  Sl  sini  -\-  zcosi  =  0 

(k)  =  Ä;  Vi  +m 


dy 


dx 


cost 


(fc)«  j,  = 


ay  ax         n\^r~ 

dz  dy  /IM/—   .     r^      '      ' 

y  --TT  —  -2?  -jy  =  (fc)  Ki>  sin  U  Sin  t 
X  -^  —  ^  7?7  ^^  —  ^^^  ^P^^^  ^  **** * 

d?    y  dt]  ^  [^  dt    ^  dti  ^r  dt    *  dt\ 

= (- + »• + -)  I©' + (^?)' + m\ 

i    dx    .       dy    .       dzy 

-rdi  +  ^df+^d?! 


rt         Vx«  +  y»  +  -er« 


-  ICsf)' + Ca!)' + (^)*l 


Klliptißche  Bewegung.  887 

Aus  der  letzten  Formel  folgt  für  die  Geschwindigkeit  in  der 
iahn : 


g  =  k  Vi  4-  m  V-  —  -, 


a 
ind   es  ist  die  Bahn 

eine  Ellipse,  wenn  g  <i  k  Vi  -\-  m  \  — 
„     Parabel,      „     r/  =  fc  V 1  -f-  ;h  [  ^  — 

„    Hyperbel,    „    y>l^  Vi  +  »^*  V  — 
Man  bat: 

log-^^  2,562598427, 


IkTVn^  m 
a  —  ' 


2n 
wobei  a  die  halbe  grosse  Axe,  T  die  Umlaufiszeit  bezeichnen,  und 

g'/«        _  gft k 

T  Vr+w  ""  Ti  1/1  +  wii  ~  *  '  '  ~  2^' 

Es  ist: 

Ä  =  0,017202099 

logk  =  8,235581441  —  10 

logV  =  3,550006575 

Man  hat: 

e  =  sin  q> 

p  =  a(l  —  e^) 

«  =  1+1' 
sowie  für  die  Excentricität  e  die  Formeln : 

cos  9  =  Vi  —  ^2 

l  —e  =  2  cos^  A50  +  -^^ 
1  +  c  =  2  sin^  Uh^  —  ^ 

Vi  +  e  +  vr^^=  2CÖ.S  ^ 

VT+T  —  VT^ir7=  2 sm -f- 

Sei  fi  die  mittlere  Bewegung,  so  wird: 


888  Relationen  zwischen  Zeit  und  Ort. 

und 

M=Mo-\-ii(t  —  tol 
dabei  ist  Mq  die  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  t^. 
Man  hat  weiter: 

u  ^=  V  -\-  w 

w  =  n  —  <Q 

dabei  ist 

V  die  wahre  Anomalie  vom  Perihel  zu  zählen, 
Ä  die  Perihellänge, 

Q.  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 
L  die  Länge  in  der  Bahn. 
u  der  Abstand  des  Körpers  vom  aufsteigenden  Knoten  oder 

Argument  der  Breite, 
w  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten. 


§.  280. 

Relationen  zwischen  der  Zeit  und  dem  Orte. 

0  0 

Sei 

1  —  e 


B  = 


so  folgt  durch  Integration: 
L    ^^  <  1    Ellipse: 

^ —- ^  =  —  = — i 4-  77=  arctg  ( r  W ' 

-|-  Coiiiitatii' 
IL    e  >  1     Hyperbel: 

AM/1  4-  nit  (l  4-  ^3)(1  —  p)  _  _      2cr 

p'*  ~"        1  4-  ar« 

4"  ,  /  «0(/  »?ar 


V^Ti     •"  1  -rV 


4-  ConMtitttf 


Belationen  zwischen  Zeit  und  Ort.  -  889 

III.    e  =  1     Parabel: 


— ^     X —  =  r  +  i/gr^  -f  Constante. 
Setzt  man  in  der  Ellipse: 

sowie 

fcVl  +  m 

so  wird: 

-B  —  c  sin  E  =  Mq  -\-  ^(t  —  to). 

Die  Berechnung  von  E  aus  Jf  durch  Versuche  mit  Hülfe 
der  Taf.  XXXIL 

Bei  der  Parabel  wird: 

t  die  Zeit  vom  Perihel  aus  gewählt,    v  wird  am  besten  wie  folgt 
berechnet.     Man  setze: 

,     2'« 
logc  =  1,7388423  =  log  ^• 


tgy  =  W^. 


80  wird: 


tg  1/2  V  =  2äg2y. 
Bei  der  Hyperbel  kann  man  setzen: 

tgi/^F=TV^rj; 

dadurch  wird: 

k  Vi  +  mt  .    ^       ,     .    /,^,    ,    F\ 

_^H/,       =  ^igF  -  logtg  (^45^'  +  yj 

Man  hat  dann: 

r  =  a  \ ^  —  1 

[cosl 


Führt  man  hyperbolische  Functionen  ein,  so  lassen  sich  be- 
queme Formeln  darstellen.    Es  wird: 


890  Ortsrelationen. 

r  =  a{e  cos  hyp  E  —  1 } 


Vr  sin  Vj  V  =  \/a  (e  -^  l)  sifi  hyp  V»  -B 
Yr  cos  V»  V  =  Va(e  +  1)  cos  hyp  Vs  E 

cos  hypE  =  - — r 

^'^  1  -j-  e  cos  t; 

Wird  e  nahezu  1  (was  allein  im  Sonnensystem   vorkommt), 
so  werden  diese  Hyperbelformeln  keine  genaue  Werthe  liefern. 


§.  281. 

Relationen  zwischen  mehreren  Orten  in  der  Bahn. 

Euler's  Gleichung. 
^IciU  -  U)  =  (n  +  r,  4-  s)V.  +  {r,  +  r,  -  s)'/* 

4-  wenn  die  heliocentrische  I  l  ist  als  180^ 

I  grosser  J 

s*  =  Tj*  +  r j'^  —  2  r,  r,  cos  (i;^  .r—  Vi). 

Setzt  man 


=  si«  y\ 


ri  +  rs 
so  wird: 

Beim  oberen  Zeichen  —  ist  weiter: 

Beim  unteren  Zeichen  -f-' 

kt 

- — j — — -  =  cos  V«  y  —  Vs  ^s*'  Vs  y. 

Sei  nun: 

6fc^  _    .   ^ 

so  dass 

sin  V2  y  =  V^sin  Vs  ö    resp.     cos  V2  y  =  V2  ^w  J.  3  Ö. 
Im  ersteren  Falle  wird: 


s 


2Ä;f         SsmVsÖiy — rr^  2Jke         , 


Ortsrelationen.  891 

eobei 

•^  s%nd  . 

Die  Berechnung    der  Sehne  $   nach  Encke's  Umformung 
teilt  sich  also  wie  folgt: 

Man  berechnet  das  Argument  tj  aus 

^=(r, +ta)V«^  %2i  =  8,5366114, 

;odann  wird: 

2kt         . 

vobei  /  mit  dem  Argument  ri  aus  der  Taf.  X  zu  entnehmen  ist 
Die  Lambert'sche   Gleichung. 

i(e,  —  i,)  =  \  {w'/«  +  n'/.) 


"^  5"2"23  1  a    +   a  ) 

11.31    fm"/^  ^  n^/«| 
"^  7  '2.4*2'^  l  a    +    a  1 


1    1.3.5    1 


f  m'/«  —  n'/t 


I        q'o      il      ß'07  ^  1         ,,     I        I 


9    2.4.6    V 


\ 


a     '     a  J 


.  ■  • 


Das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung 
deiner  ist  als  180<>.  Für  Ellipse  ist  —  positiv,  für  Parabel  Null, 
!iir  die  Hyperbel  negativ.    Dabei  ist 

n  =  ri  +  ra  —  8. 
Sei  noch: 


m '  2  .«*  =  *  -2  l^  — — ■ — —^ — 


Stn  l',  v  =  +  ^  a   l  -^^ — ^ , 

;o  wird: 

*(^i  —  ^i)  =  ^*'**  !(f*  —  s/nft)  —  (V  —  sini/)}. 


892  ßectorverhältniss. 


§.  282. 

Das  Verhältniss:    Sector  zum  Dreieck. 


_  Sector  _  (fa  —  ti)h  Vi  -^  mVp 
Setzt  man: 


fi  — - 

Dreieck  Ti  r^  cos  (Vg  —  Vi) 


2/  =  r,  —  Vi 


r  =  (f,  —  fi)*yi  +w*, 
so  folgt : 

tVp 

f)  = i- 

'        2ririC0sfsmf 

Setzt  man: 
wo  -B  die  excentrische  Anomalie  bezeichnet,  so  wird: 

9^2  = 


2  ri  r,  cos«/  [rj  +  r,  —  2  cos  ^  cosf  Vrj  r,J 
Setzt  man: 


m  = 


?  = 


so  wird: 


TJ^  = 


und 


(2co,s/Vrir,)' 
icos/l/rif'j        2' 


1^3        9^2        2  g  —  sin  2  g 
m        m  sin^g 


S.  283. 

EntWickelung  der  Coordinaten  nach  der  Zeit 

Sei  u)  =  n  —  ß 


rr  /i  N      •  ,      -Sfl/l+Ä  Jf*       Sinti? 

H=(\  —e)sinw-\'—  {  j-— -^  cosw; ^  (T^^^ 

- -6- V r^:ri(i^r^  +  ^ (1  +  3e) -j— ^ 

,    jW»  l/l  +  e  1  +  9p 


Coordinatenentwickelung.  893 


K  =  (1  -  e)cosw  -  M.  yUlI  sinw  +  ^  ,-^^ 

11  —  e  '       2     n  —  , 


e  '      2    (1  —  e) 


>o  wird: 


,    m  1/1  +  e     sin  w  M*  cosw 

~  12Ö  ^  1^^  (TIT^  ""  «'  +  •••, 


rerner: 


^  =  asini  ,  H 

X  =  acosq)  .  K  —  a sin  tp  cos i  .  H 

y  =  asinq)  .  K-\-  acostp  cosi  .  H. 

A.  N.  2251.    De  Casparis.    Dabei  ist: 

(i  halbe  grosse  Axe, 

i  Neigung, 

sin<p  =  e. 

Allgemeine  Formeln.    Setzt  man: 


cix  =fi  sin  (w-\-X^j 

ßi  =  fk  cos  (w  -j-  k  -^Y 
30  wird,  so  lange  ft  — j  ungerade  ist: 

ist  h  — j  gerade,  so  wird: 

^^^^^^hhfiUfvhmiV  -!)(«-  IJ  cos  (p  -q)^ 

cos(k  —j)j'  cos  {l  —  m)  j  =  0, 

und  zugleich: 

4/,?/?  =  l. 
Für  hinreichend  kleine  Zeiten  hat  man: 

und  hieraus,  wenn 


894  Formeln  für  den  Radius  vector. 

\rV«-«  1.2^  Vr-^A-o  1.2.3 

V»-/«-o  1.2.3  "^V    r»     .A_ol.a.3.4 
gesetzt  wird,  wobei  der  Kürze  wegen: 


gesetzt  wurde, 


dr       , ds 


— : — :  =  (1  —  €)sin  (n  —  Sl)  -\-  ^rv  ,  cos(7t  —  <ß) 

T     (\  —ef  6     »^  1  —  c     (1  —  e)=» 

De  Casparis,  Monthly  Not.  Vol.  XXXIX,  p.  386. 


§.  284. 

Formeln  für  den  Radius  vector. 

1  -(-  e  cos  v        1  -f-  c  cos  t;        1  —  e^  ^  ^ 

= (cos  E  —  c)  =  —. —  sin  E  cos  w 

cosv  smv 

cos^y^iE  ,,     ,      .sin^y^E 

■  ^  cos^^j^v  V      r     y  .s?w«Vjt7 

__  a(l  —  c»)(l  +^<y'Va^^) 
"~  1  +6  +  (l  —  e)tg^\f,v 


(1  +  e)  cos2 1/2 1;  +  (1  —  e)  sm«  Vi  t? 


=  "1^  ^'''{'^'^^'+  '/^^  +  45o)cos|V2-E-  V.9-43 


Formeln  für  die  excentrische  Anomalie.  ^95 

sin*  E  sin^  V2  V 3m'  E  cos*  Va  9 

"  sin*  1/2  (v  —  E)  ~  ^  sin^  V,  {v  -f  Jü;) 


1)         __         ii 


cos  t;        2  C0.S2  i/j  v 


für  die  Parabel. 


§.  285. 

Formeln  für  die  Encke'solie  ^Anomalie. 

.    „       sinE  Vi  —  e*        ,         .  sin  E  ]/\  —  e^- 

sin  W  =  —: — i ^rT-  analog  stnv  =  —; tt- 

l  -\-  ecosE  1  —  e  cos  E 

Tjr         cos  E  -\-  e  cosE  —  e 

cos  W  =  - — : r=,  ^        cosv  = 


l  -\~  ecosE  "  1  -\-ecosE 

W  ist  der  Winkel,  den  der  Radius  vector  vom  zweiten  Brenn- 
punkte aus  mit  der  Perihelrichtung  einschliesst.  W  wird  wie  v 
vom  Perihel  im  Sinne  der  Bewegung  von  0  bis  360®  gezählt. 


§.  280. 

Formeln  für  die  exoentrische  Anomalie. 

^  -  e"sinE=  M      e"  =  ''""Z       M  =  ^^^\  +  '" 

stn  1  a"/« 

^         cosv  -}-  €  1  /,         r \ 

cos  E  =  -^—. ^ =  —  ( 1 ) 

l  -f-  e  cosv        e  \  a) 


r  sin  V 


a  cos  (p 

cos^l^E=cos^Uv  y  -7T^ -  =  cosi>Vv  T-"^^ 

'   a(l  —  e)  ^    \  -\-  e  Qosv 

sin  Va  E  =  sin  Vj  v  1/  — —^^^ — -  =  sin  V2  v  V,    .  ~  ^ — 
tg\,E  =  tg  yi,v  Vf^  =  ^9'Uv  tg(4b  -  |-) 
in  V»  (^  —  E)  =  y  —  sin  v  sin  1/2  9  =  |/  —  sin  E  sin  1/2  9 
m  V2  (v  4-  -K)  =  V  —  sin  V  cos  Vs  9  =  V  -•  sin  E  cos  V2  9- 


stw 


SIW 


896  Formeln  für  die  wahre  Anomalie. 


§.  287. 

Formeln  für  die  wahre  Anomalie. 

sinv  =jCOsg>  sinE  =  yi  -  c«  ^_^^g^ 

a  ,      „.  .  cosE  —  e         p  —  r 

cos  v=-(cosE-  stn  <p)  =  i_,^,e  = 


re 
E  —  (p 


=  ^  ,,,  {ä±±  +  450)  cos  (^^  -  45«) 

sin  V, . = V~T  vn^  -•« '/,  E = 1/^^^^ 

Vi  -^esin-^ 


cos 


l.' 


yi  —  e  cos  £ 


i: 


yi  —  eco8-;f 
yi  —  e  cos  E 


Uj  1/2  V  =  ig  V*  J?  ig  (450  +  1/2  <)P)  =  Vfi^  ^^  ''«  ^• 


§.  288. 

Reihenentwickelungen  für  E,  M,  r,  v. 

Nachstehend  ist  /x  statt  int  eingeführt, 
ü  =  |Lt  -|-  2  «  sin  |ti  -f-  V4  ^^  s*w  2  f* 

+  ,^^— ^  (13sm  3ft  —  3smfi) 

_L  ^1^  (103.sm4|ü  —  44  sm  2 /a) 

4-  — -^ (1097  .s?7i  5  fi  —  645  sin  3  jti  +  50  sinft) 


Reihenentwickeluugen.  897 

,  /13  ,    43  .  ,   95  ,\  . 

,  /lös  ^    451   \  .  , 

,  /1097  .    5967  ,\  .  , 
+  V96ü-"--46Ö8'j**"^'* 

.  1223  „  .  -   ,  47  273  ,   „   , 
+  -ÖeÖ  '  '"*^'*  +  3-2256  ^'''"^^  +  •  •  • 

s/»t>'  _M       \  Jf-H  1  -4^  3  e  ■  If M  +  24  e  4-  45  e« 

1  _  e*    1  1  —  e    6  ■  (1  —  c)*  -'"  120    (1  —  c)« 

_   Jf'      1  -f  97  e+ 947  c»  +  1775  e»    , 
5040  (1  —  c)"  r  ■  ■  • 

De  Casparis,  Monthly  Not.,  Vol.  39,  p.  386. 

ü  =  i;  +  2  ('"V  4-  . -J — =^  cos  *  e\ 


cos«  =  —  c  +  2  — ^ —  2  •'' '^^  '■^ 


(22 


E  rzz  IL  -\-  e  sin  f^  +  ^  5iw  2  ft 
+  03  (^  ^"*  3  fi  —  sin  ft) 
+  Y"2~3  ^^  ^"*  4 ^  —  sin  2 /i) 
+  97^3  (ö^^moft  —  3*sm3fi  +  2smft) 

+  24  3   5  (3*s«w6^—  2«sm4/A+  5.smfi)-| 

sin  2  JE?  =  sin  2  fi 

-(-  e  {sin  S(i  —  sin  fi) 
4-  e^  (sin  4  ft  —  sin  2  ft) 

+  Ö8~H  (^ *'^ ft  —  27  ,sm 3 /[i  +  25 sm 5 ft)  -| —  . 

ti&Bka,  mathem.  Fonnelnsaminliing.  sy 


898  Reihenentwickelungen. 

sin  3E  =  sin  3  /i 

■ 

-f-  -n-  (3  si}t  4  /*  —  3  sin  2  f*J 

+  —  (15  stM  5  fi  —  18  Siw  3^  +  3  sni  ft ) 

-+-  Y  (9 siw  6 ft  —  12  sm  4/i  +  3 «sm  2fi)  -^-  • 

«  «  — r^ 

.    e^  cos^^ 

""  wl        d  /i*«-i 

1  —  e        6(1  —  e)^  "^  120  '  (1  —  cj" 

_   M'    r  +  54  e»  4-  225  g--  ^ 
5040  {l  —  e)^^ 

Sei 

r _      1      f /^v _  \2;      ,       V2; 

''•~  1.2.3...n\2/         l.(M-  I)"^1.2.(e+1H^  +  '-^) 
so  wird: 

1;  —  Jtf"  =  V  4-  JiSiniM. 

Man  hat: 

E  —  1,  —  2  ^ V  r—  IV»  ^^  !füi£l 

1^^     ^    (i+vr=r^y    I  j 

r        - 

—  =  1  —  ecosß 

—  —  {cos2^  -  1) 

—  -^  (8  cos  3  /*  —  3  cos  11) 

—  "ö"  (^^^  ^  f*  —  cos  2  /*) 
o 

—  Hr-5  (5'i?os5ft  —  5.3-*cos3;i+  lOcosfi) 

ßfi 

—  ;r— p  (3*  co.s  6  fi  —  2'^  cos  4  f*  -f-  5  cos  2  ;t)  -^ 


i 


Beihenentwickelungeii. 
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r 

a 


^  =  1  + 


e* 


45     .    ,     567     A        „ 


-( 


125 
384 


4375 
9216 


eA  cos  5^ 


27 
—  g^  e^cosßii 


16807 
46080 


e"^  cos  7  ft 


2"-i  .  (w  —  1)! 


n 


n^-^cosn^i  —  Y  (n  —  2)"-^  cos  (w .—  2)u 
4-  ^'^^  "^^^  (w  —  4)«-2  fOs(n  —  4)  ft 


1  .  2 


<? 


/A*c4-3e2        fiB    e  _(_  24  c»  +  45  e- 


a  ~  (^  ""^^  +  T  0— e)2      24  (1— e)^  '  720  ;         (1  — e)^ 


""  40320  (1  -  eO*  .         ~~  A.iN.2251 


r*  3 


1  25 

—  ~  e*  cos  4  |tl  —  r^  c^  cos^  ^  — 

^=  1  -h3c»4-  I-  ^* ' 

a'  '  '8 


/o      .      9     ,        15    A 


COSfi 


;t* 
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Beiheuentwiokelangen. 


—  —  C^  COS  2  fi 

b 


+(i 


es 


45 
128 


e*  j  cos  3^ 


+  -^  e*cos4|» 

"^l28  ^'^^^    '^ 

r*  15 

~  =  5c  -|-  —  <?^  —  (4c  +  e^)cos(i  -\-  ecos2(i 

(0  =  (1  —  ecosiiy 

-j-  i  c«  sin^  ^  (1  —  c  cos  ft)»-* 


+ 


1.2      dfi 


(1  —  e  cos  IL) 


f-i 


+ 


/  c" 


1.2.3...  n—  2 


(l  —  c  COS  ;*)•-* 


a» 


1 


i¥a       3  c 


+ 


3f*  3c  +  45c» 


r»        (1  —  c)«         2    (1  —  e)*    '    24     (1  —  c)« 

Jf«  3c  +  252C2  4-  1575c» 


720 


(1  -  c)" 


+ 


A.  N.  2256.    De  Casparis. 
Setzt  man: 


c,.l.(f 


%      X.^.d.v.t 


1     —     T 


«  +  2 


(^y 


*(»  4- 1)     1 


+  •77 


«4-4 


m' 


i(i  +  l)(i-f  2)     1.2 


e« 


so  wird: 

Man  hat  auch: 

^=1  +  2   «^«»s'-M- 


»aaOO 


1=1 


tsaOO 


t.l 


ta=ao 


'■*  1    _1_    ^    ^4  ^    N"'    T    cos  JJlf 

l'al 


«■« 


Mittelpunktsgleichung. 
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rcosv  = 


icm+CO 


I       3        ,    *^^   ^     cosiM 


cosv 

r2 


=  a  Vi  -  ^2  rs  ^-^ 


siniM 


|=— 00 


•  ( 


1  *^" 

—  ^  iJi-iCOsiM 


!=:■*-• 


»«-—OD 


§.  289. 

Mittelpunktsgleiohung. 
Die  Mittelpunktsgleichung  ist  der  Werth 

wobei  V  die  wahre  und  M  die  mittlere  Anomalie  bezeichnen. 

3  c'*  7  c* 

4-  -4Ö-  sinbv  +  jg-j^  «n6,»  +  •  -.  • 


Man  hat  im  Falle  des  Maximums: 

^            -               isin  i/n  V  '^^^^  E 
Cmax  =  2  arc  stn  | — ^s7=^-= 

Gmä  11    C'^mnx  587   C^ 


ffUIX 


niav 


.  -|-  e  .sm  E 
40583  6^«a, 


2  3  .  16»  2'6  .15  223.5.7.9 

Euler,  Mem.  Berl.  1746.    La  Caille,.Le9ons  d'astr.,  §.  315. 
Hennert,  B.  A.  J.  1804. 

^  _      .    11    ,    .     589     .    ,     17219     .    , 

^- =  2 ^  +  48  ^ '  +  5T2Ö  ^"  +  229376  ^ '  +  •  •  • 

Mittlere  Anomalie. 


00 


3f=«  +  22 


(-!)•• 


i       (i  +  Vi  -  e») 


j  (l  +  »■  Vi  —  c*)  s?«  »■ «. 
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^    §.  290. 

Balinb6Stimmung. 

Seien 

X  Y  Z  die  geocentrischen    Coordinaten  der  Sonne, 

I    iy   E     „  „  „  des  Himmelskörpers, 

X    y    z    „     heliocentrischen 

SO  besteht  die  Beziehung: 

^  =  X  -\-  X  =  Qcosacosö 

fj  =  y  -\-  F  =  ^  sin  a  cos  d 

i  =  g  -j-  Z  =  Q  sin  ö. 

Man  hat  auch,  wenn . 

/    6    r 

die    heliocentrische  Läi^e,    Breite,  Radiusvector  des   HimmeU- 

körpers, 

L    R    B 

die  geocentrische  Länge  und  Radiusvector  der  Sonne  (die  Breite 
B  kann  meistens  gleich  Q  angenommen  werden), 

^    ß     Q 

die  geocentrische  Länge,  Breite,  Entfernung  des  Himmelskörper) 
bezeichnen: 

Q COS k  cosß  =  r coslcos b  -j-  RcosL cos B 

QsinX  cosß  =  rsinlcosb  -{-  RsinL  cosB 

Q  sin  ß  =  r  sin  b         -\-  R  sin  B. 

Seien  nun: 

^1     yi    2i 
x^    yj    Zf 

^3       y%      ^i 

drei  Orte  im  Räume,  so  werden  dieselben  in  einer  Ebene  liegen, 
wenn  die  Determinante 

Xi      X2     x^ 

Vi    y«    ys   =  0. 

Diese  Determinante  lässt  sich  ersetzen  durch  nachstehende 
Gleichungen,     Sei: 


XVL 


50 


wird: 


Bahiibestimm  un  g. 

^3  ^a  =  [)'2  ^Ji]  COS  a  X^  Z-^ 

Vi  Zi  =  r^i  r»]  cos  a  x^  z-^  —  x^  z^ 

y^  Zi  =  [ri  r,]  cos  a         x^s.2  —  x^  z^ 

^2  Vi  —  -^3  y«  =  [*"2  ^s]  cos  y 
•^1  //»  —^3  3/1  =  ['•i  »"a]  C05  y 

[n  r3]  *^  +  [r,  ra]  ^^ 

L-^= T  Zi  -+-  p ,   Z\  —  Z%, 
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[ra  rj]  cos  ß 
[r,  rs]  cos  ß 
[ri  rg]  cos  ^ 


yj 


Das  Symbol 

bezeichnet    die   doppelte,    von    den    Radius vectoren  r^,  r„  um- 
schlossene Fläche. 

Diese  Formeln  lassen  sich  nachstehend   transformi 

K  =  —  sin  ßi  cos  /Jj  cos  ß^  sin  (k^  —  A«) 

cos  ß,  sin  ßa  cos  iS«  s 


A 

B, 


(\ 


•miren.     Sei 

+   cos  ßi  sin  ßi  cos  /Sg  sin  (A^  —  A,) 
cos  /5i  cos  /3j  sin  ß^  sin  {k^  ■ 


cos  /5i  cos  /3j  sm  /Jj  sm  (A^  —  k^) 

JBi  { stn  ßi  cos  ßi  sin  (k^  —  Lj)  —  sin  ß^  cos  ß^  sin  (Aj 

Ri  sin  (A3  —  A2)  cos  /Sj  cos  ß^  B^  arc  1" 

Ri  {sin  ßi  cos  ßi  sin  (A3  —  Lj)  —  ^i^  /^a  c<>s  /'2  sin  (A 

T>_-*-^1  <»\  rt  /»-»-»  •äff 


JBi  { sin  ß.2  COS  ßi  sin  (A3  —  L^) 

Ri  sin  (A3  —  A2)  cos  ßi  cos  ß^  IS^  arc  l" 

>•  ßi  sin  (A3  —  Li)  —  sin  ß^  cos  ßi  sin  (Aj  —  Li 
Aj)  cos  ßi  cos  ßi  Bi  arc  1" 

+  R%  [sin  ßi  cos  ö.  sin  (k^  —  L^^  —  s/n  ö,  cos  fi,  sin  CA,  —  Li 


-\-  Ri  sin  (A3 


L0\ 


0 


iti  stn  (A3  —  Äi)  cos  Pi  cos  Pi  i>j  arc 

iJs  {sin  ßi  cos  /J3  sin  (A3  —  L3)  —  s/n 
jBs  sin  (A3  —  A2)  cos  ßi  cos  ß^  B^  arc 


_3^      „w.  /33  cos  ßi  sin  (ki  —  L3)] 
i)  cos  ßi  cos  ßi  Bi  arc  1" 


Bi 


(-\ 


A, 


-  jBi  {sinß^  cosß^^  sin{k', 

Ri  sin  (ki  —  Aj)  cos  ßi  ^^,.  f^i  ^,. 

—  JJj  {sin  ßi  cos  ßi  sin  (A3  —  Lj)  —  cos  ß^  sin  ßi  sin  (Aj 

-f-  Ri  sin  (A3  —  A,)  cos  ßi  cos  ßi  Bi  arc  1" 

-|-  JB3  [sin  ßi  cos  ßi  sin  (A3  —  Li)  —  cos  ßi  sin  ßi  sin  (Ai 

Ri  sin  (ki         ^  ^  —  Ä    --"  a 


Li)  —  cos  ßi  sin  ßi  sin  (A,  —  L^) 
cosßi  Bi  arcV 


^i)  COS  Pi  cos  Pi  JJi  urc  1 

ßi  sin  (ki  —  Li)  —  cos  ßi  sin  ßi  sin  (Ai  —  Li) 
kl)  cos  ßi  cos  ßi  Bi  arc  l" 


Ri  {sin  ßi  cos  ßi  sin  (ki  —  L^)  —  cos  ßi  sin  ßi  sin  (A,  —  Li) 
Ri  sin  (ki  —  Ai)  cos  ßi  cos  ßi  I?,  arc  1" 
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^83=  —  JKj  {sin  ßi  cos  /Ja  sin  {k^  —  L^)  —  cos  ßi  sin  ß^  sin  (A| 
-f-  jR,  sin  (A,  —  Aj)  cos  ßi  cos  /J,  B^  arc  1" 

Cs  =  -j-  Ä,  {5m  ßi  cos  ßi  sin  (A2  —  -Lj)  —  ^os  /Ji  stn  ß^  sin  {ki 
—  Rvi  sin  (Aj  —  ^i)  cos  ßi  cos  ß^  -Bj  arc  1", 

80  wird: 

iiTp,  =  kiüJ  ^  +  5,  ^  fri^  c. 


—  L.I 


—  L, 


[»"i  »•»] 


[n  »•»] 


Seien  nun 

U     tt     t, 

die  Beobachtungszeiten,  und  sei 
SO  gelten  folgende  Formeln: 


.    I 


[n  t'»]  ^  Ih  /.     ,    1    1^/  —  ^3' 


4rir2    r,  —  n 


P'emer  ist: 


4    T*  —  r- 


»j    (n 


r.) 


7  + 


3  (ri  +  r,)»    '       r,     (r,  + 


-^4- 
r,)«^ 


II 


A 


rl  =  gi  +  Ri  —  2Qk  Rk  cos  ßk  cos  (Xu  —  Lk) 

—  2  Qu  Rk  sin  ßu  lik  arc  1"[  Hl 
fc  =  1,  2,  3  I 

Die  Gleichungen  I),  II),  III)  bestimmen  das  Bahnproblem. 

I.  Lösung  von  Gauss. 
Gauss  setzt  zunächst  in  II): 


und  ferner: 

7, -^s  ^1  _i    ^2  ^^  Ca  T, 

'  =  1 

i"'M     rr,+ 

80  dass 


^i) 


P»  =  *  +  inr 


—  .j 
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Bezeichnet  man  ferner  in  dem  zur  Zeit  der  mittleren  Beob- 
achtung zwischen  den  Orten  der  Sonne,  der  Erde  und  des  Him- 
melskörpers bestehenden  Dreiecke  den  Winkel  am  Himmels- 
körper mit  ^a,  jenen  an  der  Erde  mit  i/;,,  so  folgt: 

Ri  sin  (^2  +  ^«) 

Pj    : 

^  stnz^ 

Ri  sin  ti 
stn  Z2 

Führt  man  diese  'Gleichungen  in  die  vorstehenden  ein,  so 
«rgiebt  sich,  wenn 

£1  sin  w  =  Rq  sin  tp^ 
Slcosw  =  üj  cos  ^2  —  ^ 

ßf  —    

SlR^sinif} 

gesetzt  wird: 

Msin*^  z  =  sin  (z  -|-  w\ 

Wird  z  durch  Versuche  aus  dieser  Gleichung  bestimmt,  so 
erhält  man  leicht  p,  und  r^. 

IL  Lösung.   Man  kann  also  verfahren  wie  folgt.  Setzt  man: 

m  =  —  2R^cosßi  cos  (Aj  —  L2)  —  2  R^  sin  /Sj  B^  sin  1", 

so  folgt  mit  Auslassung  des  Index  2): 

ra  =  p»  -(-  m  p  4"  ^*- 
Femer  hatten  wir: 


9  =  ^  +  :;r,^ 


also  wird: 


r»  =  \k'  4-  mfc  +  Ä*  +  ^j  +  ^  (2fc  +  '»), 

«etzt  man: 

Jci^^nh^  R^=  W 

A  =  w  -\ 

'         .yd 

B=z  l{2k  +  m), 
so  folgt: 

r'»  =  Ä  r  ••  -j-  JB. 

Werden  zwei  neue  Variable 

(r)  und  / 
so  eingeführt,  dass 

r  =  (r)/ 


9  =    A5' 
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/=VJ 

B 

f 
SO  geht  die  Gleichung  6)  über  in:    • 

(&  ±  (ry  =  q. 

die  sich  leicht  tabuliren  lässt. 

Der  Gebrauch  der  Tafel  ist  einfach.    Man  berechnet  zunächst 

die  Grössen 

tv  und  B 

ein-  für  allemal.     Sodann  mit  einem   geeigneten  Werthe  von  r 
die  Grössen 

A  A  (/• 

Mit  dem  letzteren  Argumente  wird  aus  der  Tafel  (r)  ent- 
nommen, mit  welcher  Grösse  sodann  r  aus  der  Gleichung  7)  zu 
berechnen  ist. 

Für  Kometen  ist  in  Ä  für  den  ersten  Versuch  r  =  1 .  für 
Planetoiden  r  =  2,5  zu  nehmen. 

Für  die  Verhältnisse  hat  Gibbs  (Nat.  Ac.  of  Sc,  Vol.  IV, 
vergl.  A.  N.  3061,  3075)  folgende  Formeln  gegeben: 


r 

-% 

1  4- 

[^2 

r»] 

r 

r( 

r 

1 

ra 

1  — 

1  + 

'4 

[n 

^a]^ 

.^••» 

's 

\n 

♦•3] 

tg 

1 

wobei 

f^  =  Vi2(4-r/  +  3r;r, +  r/) 
/*3  =  Vi  2  (+  rl  +  ti  1:3  —  tg*). 
Dieselben  sind  bis  auf  die  Glieder  vierter  Ordnung  (iucl" 
genau. 

§.  291. 

Bereohnung  einer  geradlinigen  Bahn  aus  drei 

Beobaohtungen. 

li  =  t(/ß^  sin  (Li  —  A3)  —  t(jß^  sin  (L,  —  Aj) 
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f"  =  tg  ßi  sin  (Li  —  A3)  —  tg  ß^  sin  (La  —  A,) 
T^  ^=tgßt  sin  (Li  —  k^)  —  tgß^  sin(L,  —  A3) 
Jtl  =  tgß-i  sin(Li  —  A^)  — tgß^  sin(Lf  —  Aj) 

_  t^  —  ti  CR^  _  (U_zlIl\  ^^»  _  ^?^i 

sodann  ist: 

ri  cos  bi  cos  li  =  rii  cos  A^  -}-  Jti  cos  Li 

Ti  cos  61  .sin7|  =  1^1  sin  kl  -\-  Ri  sin  Li 

r  sin  fei  ==  "^itgßi 

r^  cos  6j  cos  Ij  =  1^2  cos  A2  +  1^2  ^<^s  ^^2 
rj  cos  62  sin  Z2  =  i?2  si»  Aj  -|-  üa  ^^  ^^2 
r2  s«  w  fej  =  1^2  ^ö'  ft. 
Damit  sind  r^  ?i  fej  und  r^  I2  fej  gegeben. 

.       §.  292. 

Berechnung  einer  Kreisbahn. 

Es  seien: 

^1^2  ^^^  Beobachtungszeiten, 
A]  A2    n    Läniren]  .  .    , 

ßlß[    l    Breiten!  ««^^^^^^«^»^' 
Li  Li    „    Sonnenlängen, 
iJi  Ä2    7,    Radienvectoren. 

Man  rechne: 

cos  ti  =  cos  ßi  cos  (Ai  —  Li) 
sinil^^  cosP^  =  cos/5i  sm  (Ai  —  L^) 
siw  ^,  sm  P^  =  sin  /3i 

cos  7|f^^  =  COS  1^2  COS  f  A,  —  Lg) 

s/w  t/;,^  cos  P„  =  cos  /Jj  sin  (A2  —  L2) 

sm  ^„  sin  P„  =  sin  ß.2, 

sodann : 

ti7sm  W  =  sin  Va  (L^  —  Li)  sin  1/2  (P2  +  Pi) 

w  cos  W=  cos  1/2  (Lg  —  Li)  sin  Va  (A  —  Pi) 
W'=  W—  »/2  («('2  -f-  *i) 
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h sin  H  =  sin  Va  (ij  —  Li)cos  Vs  (P,  +  -Pi) 
hcosH=  cos  V2  (Lt  —  Li)  cos  1/2  [P^  —  Pi) 

Probe.  m;«4-ä«=1. 

Nun  bestimmt  man  unter  einer  Annahme  für  a 

Ri  sin  ^1 


sinzi  = 

Bf  sin  ihq 

stnZf  =  — ^ ^ 

a 


NB.    ^1  4- ;?!  <  1800 


80  wird: 

«m«/  =  ti?«  sm«  {  F'  —  V«  (-2'a  +  -2^1)}  +  A^ S^w'  {i/'  +  Vs  (^j  —  .'1), 
Der  hieraus  sich  ergebende   Werth  für  /  muss,  falls  eii« 
richtige  Hypothese  über  a  gemacht  wurde,  identisch  sein  mit 

/  =  -4-  o'~//;,  wobei  log     '^'„  =  3.2489766. 
•^         a"^«  2arcl"  ^  2arcr' 

Ist  a  ermittelt,  so  folgt: 

Q^  =  üJj  cos  i^'i  -f-  a  cos  Zi 

Q^  z=  R^  cos  ^i  -j-  a  cos  z^. 

§.  293. 


Berechnung  der  Meteoritenbalinen  aus  einem  Radianten 

Sei  a,  A  der  gegebene  Radiant  für  die  Zeit  t   (in   Tagen-. 

Man  verwandle   a  und  j  in  X  und  ß  nach  bekannten  Formeln 

(|)...)  und  suche  für  t  aus  dem  Berliner  Jahrbuch  die  Sonnen- 

länge  L  und   den  Radiusvector  R.    Dann  hat  man   zu  rechnen: 

log  e*  =  1,7609 

n'  =  2800  21'  +  l',03  {t  —  1850) 
L*  —  L  =  c'  sin  {n'  —  L)  (in  Einheiten  einer  Bogenminute) 

ctgz  -=  -^  cos  b  sin  (l  —  L') 

z  <  180« 

y  —  tg\^Z 


f  =  JiY 


si'nb  positiv 

V2q  sin i  =f  sin b 
(absteigender  Schwärm) 


sinb  negativ 
ß  =  L  4-  1800 
VYq  sin  i  =  —  /  sin  h 
(aufsteigender  Schwärm) 
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1/2  g  COS  i  =  1  +  /  COS  b  sin  (e  —  L) 
^   , .  f  cosh  cos  (l  —  L)  —  sin  iL  —  L) 

y2q 
^'2  V  <  +  900 
Ä  =  L  —  v  +  180». 

Probe. 
q  =  Rcos  V2  ^*' 
Daraus  ergeben  sich  die  Elemente: 

Man  vergl.  Dr.  R.  Lehmann-Filhes:  Die  Bestimmung  von 
[eteorbabnen  nebst  verwandten  Aufgaben.    Berlin  1883. 

Es  ist  oft  wünschenswerth,  zu  wissen,  ob  eine  elliptische 
der  parabolische  Bahn  der  Erde  genügend  nahe  kommen  kann, 
m  Meteoriten  erwarten  zu  können.    In  diesem  Falle  niuss 

1  +  e  cos  (fl  —  n)  =  p 

^in.     Gilt  das  obere  Zeichen,   so  kommt  die  Erde  der  Bahn  im 
afsteigenden,  sonst  im  niedersteigenden  Knoten  nahe.    Im  Falle 
iner  parabolischen  Bahn   hat  man   für  den   ersteren   Fall,  da 
=  1  wird: 


. 

COH^ 

ß 

2 

n 

— 

« 

nd  für  den  letzteren 

•' 

sin^ 

Q, 

0 

% 

« 

Soll  aus  einem  parabolischen  Elementensystem 

Qi  n  i  q 

er  Radiationspunkt  berechnet  werden,  so  hat  man,  wenn  /3  die 
Ireite,  A  die  Länge  des  Radianten  bezeichnet,  und  L  die  Sonnen- 


inge 

2  cosi  cos  —  —  V2 

t,^X-L)  =  . --^ 

2  stn  ~ 

2  sm  i  cos  -jr 

^9  ß  =  T Q. z  ^^^(^  —  ^)' 

2  cosi  cos-^  —  V2 

labei  ist  &•  die  wahre  Anomalie,  der  Erde. 


^1 0  Doppelsteme. 

Man  hat  für 

L  =  ft,  wenn  der  Schnitt  im  niedersteigenden  Knoteu. 
L  =  ft  —  ISO*^,  wenn  der  Schnitt  im  aufsteigenden  Knott^ 

§.  294. 

Bahnbestimmung  der  Doppelsterne. 

Methode  von  Klinkerfuess.    A.  N.  9dO. 

Seien 

t  die  Zeiten,  (p  die  Winkel,  d  die  Distanzen 

des  Doppelsterns.     Man  rechne 

2/i  =  91+9, 

cos  9i  cos  qp  COS  9,  COS  <p 

,    sm  (pi        sin  (p      , . sin  9,        s/»  y 

^^  -  "17;         ^'    '  ~  "d, d~ 

—  1.—  _L       _J__J_ 

ferner 

^  _  sin  (f  —  ya)  ^     ,    sm(yi  — /)       __  sin(y>  — yQ  «^ 
sm  (9i  ~  9)    ^        siH  (9a  —  y)  sin  (/  —  y)      <' 

^    _  g^'w  (/i  —  ya)  ^     ,    saM(yt  — /i)        _  sin(ya  — <Pi)  £|^. 
^        sin  ((fi  —  y)    ^    '    sin  (ya  —  yj  sin  (/j  —  y)     rf 

^  _  sm(/i  — ya)  ^^         sm(yi  — /)  ^    _  sin  (ya  —  yQ  sinj 
sin(yi  — y)     *  ""^  si?i  (ya  — 9)    *  5iw(/ — y)       ^ 

^    _  g^'>?  (/i  —  y*)  j  _^  sm(yi— /i)  ^    _  gJn  (ya  —  yQ  sutg 
^        sin(yi — y)    ^    '    sin(ya  —  y)    ^        sin  (/^  —  y)     rf 

^.  _  -^^>? (/  —  <P»)  ^     ,    gm(yi— /)  ^   _  sin (ya  —  yQ  2. 
sin  (yi  — y)    ^    '    siH(ya  —  y)    *     •    sin(/ —  y)  </- 

^T   ^  sin  (/i  —  ya)  ^     ,    sin  (yi  —  A)  ^   _  sin  (y,  —  yO   l^ 
^         sm  (yi  —  9)    *        -*^i»  (<]P2  —  9)    *         •*'*^  (/i  ""  9)  ^'* 
Sei  weiter: 

jj  _  sin  (ya  —  yi) 
sin  (/  —  y) 

M  _  '^^'>^  (y^  —  yP 
^  *""sn^(/i-y)' 


o    wird : 
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neos  N  =  A  -\-  Mcosf  -^ 

n  sin  N  =  B  -\-  M  sinf-^ 

1 


Ä:  =  C  +  JH 


R'^ 


Wi  cos  Ni  =^  Ax  -\-  Ml  cosfi  p- 
ni  sinN^  =z  B^  -\-  M^sinfi  p- 

Nun   wählt   man    für    die    Distanzen   JB  und   JBi    geeignete 
Näherungswerthe,  und  zwar  immer: 

T2 ^'l 

-^  ist  die  in  der  Zeiteinheit  beschriebene  Fläche,  die  durch  die 

Beobachtung  gegeben  ist.    §  =  ^i  =  1  (erste  Näherung). 
Sodann  ist 

ß  cos  (N  —  n)  =  ^ 


und 


ßcos(N,-n)=J^^ 


-  =  1  —  ßdjc  cos{(pu  —  77)     k  =  1,  2,  3. 


Sodann  rechnet  man  aus 


(7)  ^^  *  ^^'^  (9i  +  9>  —  2  ft)  =  (^(^^  ^y  —  1)  cosec  (9,  —  9) 

(7)  ^fl'* ^'  ^^'^ (<JP2  +  9^  —  2  a )  =  (J^  j\    —  n  cosec  (92  —  9) 

die  Grössen 

ß  und  —  ^5f2/^ 

mit  diesen  ergiebt  sich 
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—  =  1  —  —  tgU  sin*(9  —  ß)i 

nachdem  nun 

r 

J 
bekannt  ist,  erhält  man  hieraus  p  und  i. 

Für  die  Rechnung  von  e  und  x  —  Q,  hat  man  die  Fonnebr 

—  cos{n  —  ß)  =  /3  cos{n  —  SK) 

—  sin(n  —  Sl)  =  ß  cosi  sin  {TI  —  ß). 

Nun  rechne  man    die  Verbesserungen  der  drei  Hypothesen 
von  Q  und  Q^  nach  den  Formeln: 

.  ^  2)*  cos  i     Ml  —  M 

^«  —  (1  _  g8)%  m(<i  —  0 

.  ^  j?^  cos  i      Jf 2  —  Jtf  1 

^'  —  (l  —  e«//.  w(f,  —  tS 

M  Ml  M2  sind  die  mittleren  Anomalien.    Diese  werden  aus  den 
Formeln  der  excentrischen  Anomalie  berechnet. 

e  cosEic  =  1  —  I*  (1  —  e»)        fc  =  0,  1,  2. 

Hieraus  Eu  und  endlich  Mk  aus 

Mjc  =  Ek  —  ^"  siw  Ek 
,,        sin  q>  e 


sin  1"       sin  1" 

Dieses  Verfahren  wird  so  lange  fortgesetzt,  bis  die  Verbesse- 
rungen ^  Q  und  dQi  so  klein  werden,  als  man  sie  haben  will. 

§.  295. 

Bestimmung    einer   Planetenbahn   aus    drei 
Beobachtungen  naoh  Tietjen. 

(Berliner  Jahrbuch  1879.) 

Seien 


app. 

app. 

k 

«1 

V'p  «i 

Äl 

IfpS, 

tt 

«j 

IfpOi 

d. 

IfpSi 

t. 

«3 

Vi><*i 

«5 

IfpS, 

die  gegebenen  Beobachtungen. 
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Diese  müssen  auf  den  Jahresanfang  reducirt  werden  nach 
en  Formeln: 

r«  =  —  {/  +  ^sin(&4-a)f5FÄ-f-Äsm(tf+«)sec*| 

—  h^  sec  d  sin  (IP  +  «) 
/  d  =  —  {^  cos  (G^+  a)  -f-  A  cos  {H  +  a)  sin  8  -\-icos6] 

—  Ao^  siw  *  cos  (ff«  +  «) 
ie  Grössen 

fghGHi 

Lud   dem  Berliner  Jahrbuch  zu  entnehmen,    h^  und  ff'>  haben 

>lgende  Werthe: 

log  Äo  li^ 

für     1850 :  9,5340        350«  29' 

„      1900:  9,5338        349^42' 

Herauf  sind  a  in  Bogen  umzuwandeln  und  in  Länge  und  Breite 
.,  ß^  nach  den' Formeln: 

m  sin  M  =  sin  8 
mcosM  =z  cos  8  sin  a 

cos  ß  sin  k  =  m  cos  {M —  «) 
cos  ß  cos  k  =  cos  8  cosa 

sin  ß  =zm  sin  {M —  «); 

s  ist  die  Schiefe  der  Ekliptik  für  Jahresanfang. 

Gontrolformeln: 

cos  ß  sin  (A  —  a)  =  2  cosa  .  m  sin  Va «  sin  {M  —  ^j^  t) 

sin  Vj  (d  —  /J)  =  sec  Va  {8  -\-  ß),  m  sin  Va  «  cos  (M  —  \i  e). 

Hierauf  werden  die  Zeiten   durch   Anbringung  des  Lcängen- 
anterschiedes  der  Beobachtungsstation  auf  Berlin  reducirt. 

,    T  ••         j-ir  +  westlich. 

^Berlin  =  fert  +  Langen differeuz  _^  ggi-u^h 

Längendifferenz  im  Berliner  Jahrbuch. 

Für  diese  Zeiten    werden   aus   dem  Berliner  Jahrbuch  die 
Grössen  Sonnenlänge  O,  Sonnenbreite  B  und  Radiusvector  der 

Erde  R 

01  ^i     logR, 

02  Ri    ^o(j  2?2 

03  ^3    logR, 

entnommen  und 

A  =  O  +  löoo 

L2  =  O  4-  180'> 

L,  =  O  +  180» 
gebildet 

Ldska,  matbem.  FormeIntiiiminluDg.  r^ 
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Bei  der  ersten  Planetenbahnbestimmung  kann  man  einfarfa 
die  Parallaxe  unberücksichtigt  lassen  und  die  Sonnenbreite  =  «» 
setzen.  Es  handelt  sich  ja  gewöhnlich  nur  darum,  schnell  ein^r 
Aufifindungsephemeride  zu  haben,  an  welche  nach  den  femerec 
Beobachtungen  vor  der  Hand  empirische  Gorrectionen  angebracLt 
werden. 

Man  hat  weiter  zu  rechnen: 
t(j  J  sin  {kl  —  K)  =  tg  /Jj 
/.,  Trn^  (1         m  —  ^.^Z  /^2  —  tg  ßi  cos  (A3  —  A,) 

Controle : 

tg  Jsinß^  —  JST)  =  tgß^\ 


ferner : 


ty  ß$  =  ^  Jsin{k^  —  K) 
tg  J  sec  ß^ 

"'  -  tg  ß,  -  uj  ßi 


ß,  =  t,  -  u 

tt*2  *S   *1 

(h  =ti-tx 

qo=^  (h  (h,    wobei    logX- =  5,6930116  —  10 

^  _RiRi  sin  (La  —  L^) 
^        jRi  U,  sin  (L3  —  L) 

^  _  RiRisin{Li  —  LQ 
'        RiI{^sin(L^  —  Li) 

Ol 

^<^  =  «; 

**'  -^  fk 
^1  :r^  «1  üi  sin  (Li  —  K) 
Cj  =  tti  üa  sin  (Lj  —  AT) 
Cj  =  Ui  Ki  sin  (Z/8  —  K) 


NB.    d)  stets  so  zu  nehmen,  dass 

cos  *2  =  ^«^  i'2  ^<>5  (^  —  ^)* 


wo 


^  ^9  ßi 

tgw^  =  —. — TT —     T  \  • 
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im  werden  berechnet: 

_  R^  sin  (A3  —  L3) 

^^-        7^ 

Iti  sin  ßi  —  Li) 

0 

/  =  cos  ßi  sin  {ki  —  Ai) 

j    _         sm(A3  —  A|) 
^        (/i  üi  7i,  sm  (L3  —  Li) ' 

feiter  rechne  man: 

_  sm  (A,  -  k,) 

^^'-  sin{k,  ^A,)+^» 

_^Vn(A2  — AQ 
^^  -  .sm(A,  -  A,)  ~  ^» 

ir  /  _  ^^^  (^3  —  J^) 

^»_sin{ki  —  K) 
hCx 

I.    Näherung. 

h  =  Ci  (A-i  —  Wo)  +  C3  (J^3  —  n2<>) 

^     =    Cl  Vi    +  ^3  Vs 
«^3    =  30  (1   +  M,") 

^  sm  q  =  R^  sin  ffj 

II  cosq  ==  B2  cos  62  +  fca 

m=— ^?— . 
Die  Gleichung 

lurcli  Versuche  zu  lösen.  Als  ersten  Näherungswerth  nehme 
man  ^a  ^^s 

sin  (zo  —  q)  =  -^ ] H — -7 — 

^  ^^        1  —  4:m  stn*qctgq 

und  leite  ^sri'  aus 

sin  (z"  —  q)  :=m  sin  /* 

ab,  iiotire  aber  dabei  die  logarithmische  DiflFerenz  d  für  1"  bei 
hg  sin/  und  jene  D  für  1"  bei  log  sin {js**  —  5),  sodann  ist  ein 
sehr  genäherter  dritter  Werth: 

58* 


ffobei 
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bat  man  ^a  gefunden,  so  wird  gerechnet: 

^,  =  B,  '^^(^?-'^) 


stn  z^ 


Sodann 


v, 


r.; 


W3  =  tt.;  +  ^ . 

und  für  Controle: 

Qi  klßi  =  »I  ^1  ^ifßi  +  W3  p3  t<jß^. 
Hiermit  sind 

C>i     P2     Qi 

genähert  gegeben. 

Hierauf  werden    die  Beobachtungszeiten    wegen  Aberration 
corrigirt  nach  der  Formel 

f,=h—  (7,76057) pk  cos ft-         fc  =  1,  2,  3. 

Die  Zahl  in  der  Klammer  ist  Logarithmus   und  giebt  die  Cor- 
rection  in  Einheiten  des  mittleren  Tages. 
Dann  rechne  man: 

♦'i     r^    r-i 


^ü     fh     h 


aus 


r  cosb  sin  (l  —  L)  =  q  sin  (k  —  L) 

r  cos  h  cos  (I  —  L)  =  p  cos  (l  —  L)  -\-  R 

r  sin  b  =  q  tgß 


r,  /,  J, 


sowie 


tg  i  sin  (?i  —  Si)  =z  tg  bi 

.    .        ,j         r>.        tgb^  —  cosÜ^i  —  h)^ybi 
tg  i  cos  (li  —  Q)  =:  ^—^ --^^^^ — _u_j_i_ 


und  weiter 


sin  (73  —  7i) 


■     ?,    Oü, 


tg  Ui  =  tg  (?!  —  <ß)  sec  i 
tg  Mg  =  tg  (ig  —  fö)  sec  i 
tg  M3  =  tg  (?3  —  ß)  sec  i 


Wi   Mi  Wj 
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COS  y,   = 


2  Vr,  r» 


cos   V«    («;,     «,) 


r=log 


2  si»«  '/« y 

analog  rechnet  man  y^  und  y,.    Es  ist  für  Zwischenzeiten  von 
etwa  zwei  Monaten  ausreichend: 

log  a'  =  3,2338859 

Joga"  =  3,614097  —  T 

7ooi"  =  0,034108 
Mit  den  Werthen: 


in  Einheiten  der  siebenten 
Decimalstelle. 


Wo  = 


«^1  =  Wo  ri' 


/'    /'~ 

«'S  —  «'  1 


1.2  fr  1 


- = "■"•••  IS  -  ■  1 


wiederhole  man  die  Auflösung  der  Gleichung  sin  (j?  —  q)=msinjs*^ 
indem  man  setzt: 

h  =  (h{N,  —  Wo)  +  c,(N,  —  ni) 

Die  Berechnung  der  Elemente  wird  dann  auf  die  in  §.  297 
mitgetheilte  Art  gemacht. 

NB.  Dieses  Verfahren  kann  nur  dann  angewendet  werden, 
wenn  die  Zwischenzeiten  nicht  mehr  als  drei  Monate  übersteigen. 
Ks  reicht  also  für  die  ersten  Bahnbestimmungen  vollkommen 
aus.  Die  strengen  Methoden  findet  man  in  Oppolzer's  Lehr- 
buch zur  Bahnbestimmung. 


§.  296. 

Gauss -Olber 'sehe  Methode  zur  Bereolmung  einer 

Eometenbahn. 

Es  seien 

Q  p'  q"  die  kurtirten  Abstände  (zu  bestimmen), 

k  X!  r  „     Längen  ]  ,  *  •    ux 

ß  ß'  ß"  !    Breiten  )  (g««««"t"««H 
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L  L  U  die  Sonnenlängen    )  ,       ^    , .        t  i   i 
JJ  iJ'B"  „    Radienvectoren  j  ^^"'  ^"'•^*°^'^  Jahrbuch), 
t  H  Ü'     „    Beobachtungszeiten. 
Man  rechne: 

J^f      f'j-J     tg  ß'  sin  (k  —  L')  —  tyß  sin  ji.'  —  L') 
i  —  i'  tgß"sin  (A'  —  L')  —  tgß'sinß"  —L') 


(JCOS{It  —  L)  , 


J?'  cos{L"  —  L)  —  R  =  gcos{(r  —  L)  \ 
R"  sin(L"  —  L)  =  gsin  (G  —  L)  \  ^' 

M  —  cos  {k"  —  X)  =  h  cos  ico8(H—  k") 
sin  [k"  —  k)  =  hcosi  sin  (H  —  A") 
Mtgß"  —  tgß  =  hsini 

cosi  COS((t  —  H)  =  costp 
cosß  cos  (A  —  i-)  =  cosil> 
cos  ß"  cos  (A"—  L")  =  cos  t" 


h  i  u 


g  stn  tp 
R  sin  i) 
R'  sin  t" 

hcosß 

hcosß" 
M 


A 
B 
JB" 

b 

b" 


Dann  wird: 


g  costp  —  bRcosM>  =  c 
gcostp  —  b"  R'  cos  ti'"  =  c". 


ff't 


= C^)' + 


^'8 


A;2  =  ti«  -f-  ^2 
und  der  Werth  u  rouss  so  bestimmt  werden,  dass 

r  —  t 


(r  +  r"  +  Ä:)'/«  —  (r  +  r"  —  Jcf/*  = 


m 


wobei 


log  m  =  0,9862673. 

Erscheint  der  Werth  von  M  zu  unbestimmt,  wegen  der 
Kleinheit  des  Zählers  und  Nenners,  so  wählt  man  statt  M  eot- 
weder 
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r^-j;   sin  (;/  -  k) 

r  —  ^  *  sin(r— A') 
►der 

^„  _  r  —  /^     ig  ß'  cos  ß  —  L')  —  tj/ß  cosQ:  —  V) 

~r  —  t  '  tgß"co$(k'—L)  —  tgß'cos{l''  —  Ly 

e    nachdem  die  Differenzen  der  geocentxischen  Längen  oder  der 
Breiten  die  bedeutenderen  sind. 

Sind  sodann  genäherte  Werthe  von  r  und  r"  bestimmt,   so 
lat  man  den  Werth  von  M'  mit  dem  Factor: 

^~    *  *   '  sin  (A'  —  A)    9   VT»        3^5 j 
und  den  Werth  von  M"  mit  dem  Factor: 

/»  ^/J'  cos(A  —  L)  —  ej^/J  cos  (A'  -.  L')  (^  Vr'3       U'V 

zu   multipliciren,  um  genauere  Werthe  zu  erhalten.    Ist  u  ge- 
funden, dann  ist 

ti  -\-  q  cos  cp 
^=  h 


§.  297. 

Balinbestiiniiiiuig  aus  zwei  lielioceiitrisclieii  Orten. 

Gegeben 

^1  *i  ßi 

Man  rechne 

r^  1^   hl 
nach  den  Formeln: 

Q  cosk  cosß  =  r  cos Icosb  -{-  R  cos L 

Q  sin  X  cosß  =  r  sin  Icosb  -j-  R  sin  L 

Q  sin  ß  =  r  sin  b, 

R  Radiusvector,  L  die  Sonnenlänge. 

Man  rechnet 

igi  sin  (?i  —  ß)  ==  fr/  6,  | 

tgi  cos(U  -  ß)  =         *^^'~s!!!q\-\1)~^'^  I  '  ^' 
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/  ist  positiv,  d.  h.  <  90^  wenn  die  heliocentrischen  Längen  zu- 
nehmen, also 

ist 

h  >  h, 
dann  ist 

90«  <  i  <  180«. 
Ferner  wird,  wenn  sin  i  <  -7« 

^     *  COS  t 


Ist  dagegen 


so  hat  man: 


■^  cos» 


sin  t  >  y2 ' 


• 


tgbj j  sinu  dasselbe  Zeichen 

^    ^        cos  Qi  —  Q>)  sin  i  \  wie  sin  b 

tau   =_Ä^_. 
^        cos  (Z2  —  ß)  sm  t 

Zur  Probe  kann  man  rechnen: 

sin  (Zj  —  ß)  cos  i  -f-  ^i/  ^i  sin  i 

sin  (tg  —  Si)  cos  i  -f"  ^9  h  sin  i 

^^  ^^  ~  cos  (k  —  ß) 

(ain  u  wie  Zähler,  cos  u  wie  Nenner  bezeichnet). 
Zur  feiTieren  Probe  rechne  man: 

2f=u^  —  Ui 
und 

sinf^  ==  sm*  Va  (^2  —  Zi)  cos  61  cos  6,  -f~  ^****  Va  (&«  —  *i)t 
welche  Werthe  /  übereinstimmen  müssen. 

Die  weitere  Rechnung  ist  durch  die  Bahngestalt  bestimmt. 

A.  Parabolische  Bahnen. 

TT  ^^-^  ' « ^'  =  TT 

^     ci^  1/  •,    —  g^VaO^i?  —  ^i)  _  CQSCC  Va  (t4^  —  M^> 
_  ,,n   ..t;,  _  ^^=  ^^=^^ 

V?  ist  stets  positiv. 


Bahnbestlmmung.  921 

02  =  Vi  -\-  (Wj  —  Wj) 

CJ    =  Wj   Vi  =  U^   —  Vi 

Mit  den  Werthen  Vi  und  v,  rechnet  man  ferner  die  Perihel- 


seit  aus: 


Darstellung  des  mittleren  Ortes: 


/  =  q  sec^  V2  ^' 

Q  COS  ß'  COS  (A'  ■ 


ß)  =  /  cos  u'  4-  R 


00;  =  r  cos  w  -f-  iJ'  cos  (X'  —  ß) 
9'  cos  /5'  sin(k'  —  ß)  =  r'  sin  u'  cosi  +  Ä'  sin  (L' 

^'  sin  ß'  =  r'  sin  «'  sin  i. 


sin  L 
B.  Planetenbahnen. 


(L'  —  ß) 


Ti  _  <i        a  p, 

^  9i  +  i9i       Qi)  ^ 

-h] 

loga  —  7,7613        10 

/  -  V,  (m,  -  «,) 

r       (T,  -  T,)  k 

logk 

—  8,2355814       10 

tg  (45»  4-  o)  =  l/'ü 


m  = 


(2cos/Vr,r,)> 


cosf 


Ä  = 


m 


V.  +  ?  +  I 


"*  I  -Ol/ 
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I  mit  dem  Argumente  «c  aus  der  Tafel  XXXIV. 

Für  to  hat  man  zu  setzen  sin^  1/9  /; 

als  erste  Näherung 

m 

ri  mit  dem  Argumente  h  aus  der  Tafel  XXXY. 

Mit  diesem  w  geht  man  noch  einmal  in  die  Tafeln  ein  um 
wiederholt  die  Rechnung  für  h  und  w.    Man  hat  weiter: 

y«  sin  V2  (F-  G)  cos  V,  <jp  =  cos  V»  (J  +  9)  tg^o 

y»  cos  V«  {F  —  6r)  cos  \f^  q>  =  sin  i/,  (f-\~g)sec2€9 

y2  sin  Va  (F+  G)  sin  Va  9)  =  cos  V«  {f  —  g)tg2& 

y«  cos  V«  (F-f  Cr)  sin  1/2  9^  =  sin  V2  (/  —  g)  sec  2  o. 

Zur  Probe: 

V2wcos/ 

V 
v,  =  F+f       E,=  G  +  g 


e"  — 

sm<p 
arc  1" 

V 

t 

a  = 

yscc* 

9 

**  = 

fc" 

%*" 

—  3,55 

Jlfi  = 

£, - 

c"  si» 

El 

Jlf,= 

ii- 

e"  sin 

J?2* 

Probe: 

**  = 

Mi 

-3f, 

X  =  Ui  -\-  Si  —  Vi  =  tia  +  ß  —  Vj. 
Zur  Darstellung  des  mittleren  Ortes  hat  man  zu  rechnen: 

£'  =  M'  -^  (/' sin  E' 

/  sin  v'  =  a  cos  g?  sin  £' 

r*  cos  v'  =  a  (cos  E'  —  sin  q>) 

u'  =  t/  -f  «  —  ß 
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^'  cosß'  cos{k'  —  ß)  =  r'  cosu'  +  K cos  {U  —  9>) 
q'  cos  ß'  sin  (A'  —  ß)  =  /  sin  «'  cos  %  -\-  B!  sin  (U  —  ß) 

q'  sin  ß'  =  r'  sin  u'  sin  i-^-  B!  B*  arc  1''. 

§.  298. 

Verbesserung  der  Elemente. 

I.    Man  betrachtet  a  und  d  als  Function  zweier  Distanzen 
g'.     Und  macht  folgende  Hypothesen: 


L 

II. 

m. 

9o 

Po  4-  ^ 

9o                Po 

9'o 

9!, 

Po  +  '^Pi, 

0  folgt: 

«0 

< 

ff 

«0 

«0 

tfi 

do. 

>ann  wird: 

■ 

^ 

da     . 

«0  —  o»  = 

^op^«"- 

*o  —  Äo  = 

«0  -—  «0  .= 

=  8p'^^' 

Äö  Äo  = 

Iso: 

» 

du 

8«     ai— «0 

8  p           ^Po 

8oc 
99' 

«0          «0 

8  d        Äo  —  ^0 
8p'          ^pi 

)ie  wahren  Verbesserungen 

^Q  und  z^^' 

echnet  man  sodann  aus 

.da  I     8«     .   , 

"  =  «»  +  87^<'+87^^ 

'  =  *«+8^^<^  +  ä?^«' 

lach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 
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IL    Man  kann  aber  auch  a  und  d  als  Functionen  der  Ele- 
mente betrachten.    Dann  ist: 

dt 

Für  diese  DiiFerentialquotienten  hat  man   nach  Oppolzei 
folgende  Schemata: 

A.    Für  Planetenbahnen. 

(Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  61,  II.  Abth.,  S.  701.) 
Sei 
cos  (a  —  ß)  cos  i  =  -4  sin  A^         sin  i  =  m  sin  M 

sin  (a  —  ß)  =  J.  cos  Ay     —  sin (a  —  ß) cos i  =  ntcosM 

m  sin  (3f  4"  8)  =  S  sin  B^ 
cos  (a  —  ß)  sin  ö  =  B  cos  B^ 

tg  q>  sm  V  =  FstnFi        a'/«  { 5;^ — ^"l"Tjfc}  ^^      ^**'    * 

~  cos  (p  =  Fcos  Fl  t  .  Fcos  Fi      =  G  cos  (r^ 

^  =r  38,7550 

ti  =  t?  -|-  w 

— .  cos  q)  cosv=:  H  sin  Hi 

2  -\-  CCOSV  TT  rr 

sin  V  — ■ =  neos  Ä 

cos  ip 

-  FsinFi  =P8inPi 

^-  sintp  j^  Vi  9  —  ^'^^(7  +  0)  =  ^^^^  ^1» 
80  wird: 

cos  Ä  -jy.  =  —  ylFsin(jFi  -f-  -4i  -|-  u«) 


«a 


di 


=  ^BFstn(F, +J?, +«*) 


i 
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COS  tf  -r-  =  -5  X  6r  sinUii  4-  ^.  -1-  tix) 
all       ^  \    1    (      1    I       . 

^=LBCrsin(G,  +  li,  +  u.) 
COS  d  -j—  =  --^AH  sin  {H^  -{-  Ai-{-  Ux) 

^  =  LBHsin{H,-^B,^Ux) 
cos8  ^  =  --z  A  F sin (Pi  -\-  Ai-\~  Ux) 

^^  =  ^BPsin(P,^B,+Ux) 

<^s  d  da         r         .  pj    ,        w   1/   • 

stnt  dö6        J        ^  '        ^  if  "- 

— : r  -r^  =  —  -^   [siui  slu  (« —  ß  -f-  Ux)  tff  ^/^  t  +  COS  Ux  COS  ä  \ 

cosd  du  r     .  ,         r^\±    • 
r  -p-  =  —  -z  sin  Ux  COS  (a  —  66)  tff  ? 

cos  1     Cv  %  ^ 

r  ^-:  =  —  {  sin  f«  —  ß )  8/«  Ä/tf  i  4-  cos  ö  j  s/)i  u. 

cos t    dt        J  ^  '    .     \if      i  i 

B.    Bei  Bahnen   periodischer  Kometen  A'on  kurzer 

Umlaufszeit. 
Man  hat: 

P  sin  P'  =  —  cos  w  cos  v 

r        ^ 

P  cos  P*  =  ' (2  4-  e  cos  r)i 

COS(p  ^       '  ^ 


<daun  wird: 


cosd  1^  =  ^  AP  sin  iP'  4-  ^'  4-  «) 
P-  =  -^  BPsiniP'  +  ir  ^  M) 
cos  d  , —  =  —  A  sin  (A'  -\-  u) 

c  1t         Z/ 

^A  =  Lb  sin  (B'  -u  u), 
cn        ^ 

Die  übrigen  Differentiah^uotienten  bleiben  dieselben. 


•^iiö  YerbesBerung  der  Elemente. 

Die  Elemente  in  den  vorstehenden  Formeln  sini 
die  äquatorealen.  Will  man  die  Eklipticalelemente  einführe^ 
so  ist 

^i     =  cöso^i*  -(-  sin6 sini*  ^ß' 

Sin  t  '    sin  i 

{dn)=  —  sin  ö  tg  \',j  i^i'  -\-  {cos  c  Uj  \l^  i  —  tg  i/,  t')  sin  i'  J  P ' 

JtTt    =  /In'  -\-  (Jit) 

JL   =  JL'  +  {J7t\ 

wobei 

sin  B  cosQ)  -]-  cos  i'  sin  i 


cos  6  == 


cosi  sini' 


C.    Bei  stark  excentrischen  Ellipsen-  und  Parabel 

Bahnen. 

A  sin  A!  =  cos  {a  —  ß)  cos  i 

A  cosA*  =  sin{a  —  ß) 

m  sin  M  =  sin  i 

m  cos  M  =  —  st»  (a  —  ß)  cos  i 

li  sin  B'  =  m  sin  (M  -f  d) 

B  cosB*  =  cos  (a  —  ß)  sinS 

ke  sinv 


FsinT  = 


Fcosr  =  ^      , 
bei  der  Parabel  wird 

F'  =  180  —  \/.i  V 

^-^^''' ^^' =  -  4^J^ 

G  cos  G'  =  '^;y^'^j"{l  +  Estg^V.v  +  E^tg^  y,v[ 
Dabei  ist 

El  =  -  *U  +  S 
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iese  Grössen  können  mit  dem  Argumente  ö  der  Tafel  XXXIII 
ntnommen  werden: 

U05  315       ^  693  1287  ^   ^ 

1  3o  '  63        ^  99    ^         143       ^ 

1      f  ^ 

//  sin  H'  = 5-  I—  cos  V  —  (1  —  e)  G  sin  G* 

mod  I  r.  ^  ^ 

Label  ist 

P  =  «  (1  +  «) 
%Ä:  =r  8,23558  —  10 

'ö9(— 7)  =  8h77389  —  10 


• 

,y 

mod/ 

1  — r  VFnOOiS^ 

i^ 

jdT  wird  dadurch 

in 

Einheiten  < 

les 

mittleren  Sonnentages 

erhalten. 

Man  hat  sodann: 

.  8a 

r 
2 

AF 

sin  {A  + 

F' 

+ 

u)  sin  1" 

c8 
cT 

r 

BF 

si»(J?'  + 

F' 

— 

u)  sin  1" 

X  8« 
COSO  -r-  =^ 

de 

T 

2f 

AG 

sin  {A*  + 

G' 

+ 

w)  sin  1" 

dS 

de  ~ 

r 

2r 

HG 

sin  (5'  + 

G' 

— 

u)  sin  1" 

^     8a 

cos  0  zn = 

dlogq 

r 

AH 

sin{A'  + 

//' 

+ 

u)  sin  1" 

cd 

r 

TiTI 

c«*i  /^  7/'  -L 

w 

_u 

4a\  jB*«!    1  " 

dlogq        d  VI 

cos  Ä  :r—  =  --i  ^  sin  (A*  +  u) 

I*  =^Bsin(J?'  +  u) 
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COS d  Cid        r  .    .       ,  ^    , 

COS  Ä  TT-T  = ^  sin u  cos (a  —  ß)sitt  i 

dt  ZI  ^  ^ 

— r  =  ~  |s«n (a  —  <ß)  sin  ö  sin  i  -|-  cos d  cos i)  sin u. 

Ist  i  wenig  von  180^  verschieden  (Bewegung  retrograd),  dann 
führe  man  das  Element 

und  man  hat: 

COS  Ö  da         r        .  r^         \^,- 

-; — ,  - -^  z=z  —.{cosu COS  d  —  sin  (a  —  ß  —  u) sin  d  ciq  '/j  t !. 

sin  I  3  66        -^  *  ^  ^  *-'''» 

Diese  Formeln  treten  dann  an  die  Stelle  der  früheren: 

^dn      d8      cosd   coi       dö 

cos  Ö   : ,        ^—  ,        —. r   ;r-^  ,        TT-.  ' 

f)n      dn      stm  död       et 


§.  299. 

Das  allgemeine  Problem. 

Seien 

nii       ni2  .  .  .       Wn 

die  Massen  der  gegebenen  Körper,  sowie 

^fc,    yki    ^k         fc  =  1,  2,  .  .  .  n 

ihre  Coordinaten, 

die  Entfernung  von  munii^  und  setzt  man: 
80  lauten  die  Bewegungsgleichungen: 
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""^-57^-8^  =  0 


«t  -j77 -^ =   0 


I) 


Zu  diesen  3  n  Gleichungen  sollen  6  n  Integrale  mit  6  n  Con- 
stanten bestimmt  werden.  Bisher  ist  es  gelungen,  nur  zehn  von 
ihnen  d&rzustellen.  Und  zwar  liefert  das  Princip  des  Schwer- 
punktes sechs,  das  Flächenprincip  drei,  und  das  Princip  der 
lebendigen  Kraft  ein  Integral. 

Addirt  man  die  Gleichungen  I),  so  ergiebt  sich  wegen 

also  wenn 

i    V    t 

die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  sind, 

^_o         'Ül-o         ^-0 
dt^  —^  cW  —^  dt'  ~^' 

Diese  Gleichungen  liefern  sechs  Integrale: 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  für  z  mit  y  und  jene  für 
y  mit  — Zy  und  addirt,  so  folgt  wegen 

durch  Integration: 

"""  V'  -dT-"'~dt)-'' 

/      dxk  dgk\ 

'^'["'11-'''' -11)  =  '' 


^nikC 


dyt  dXk\_ 


Dieses  sind  drei  weitere  Integrale. 

TVird  die  erste  Gleichung  mit  diCfe,  die  zweite  mit  dt/fc,  die 
dritte  mit  dz)t  multiplicirt  und  hierauf  alle  Gleichungen  addirt 
und  integrirt,  so  folgt: 

L&ska,  mathem.  Formelnsainmlanff.  59 
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und  dieses  ist  das  letzte  Integral. 

Den  allgemeinen  Beweis,  dass  bei  dem  Vielkörperproblem  d<T 
Kreis  der  algebraisch  aus  den  Coordinaten  und  Geschwindigkeitt:. 
zusammengesetzten   und  von  t  freien   Integrale  mit  den    olngt^ 
geschlossen  ist,  hat  Prof.  H.  Bruns  geliefert  (Sitzungsber.  der  k. 
Sachs.  Akademie  1887). 

Das  Dreikörperproblem  erfordert  18  Integrale,  davon  liefeih 
die  obigen  Gleichungen  zehn,  es  bleiben  also  acht  zu  bestimmei. 
Lagrange  (Prix  de  TAcad.  Roy.  des  Sciences  de  Paris,  t.  IX, 
p.  1772)  hat  bewiesen,  dass  man  nur  sieben  Integrale  zu  bestim- 
men hat,  nach  deren  Auffindung  sich  das  achte  sofort  ergiebt. 
Diese  Arbeit  hat  Serret  commentirt  (Oeuvres  de  Lag  ranne, 
t.  VI,  p.  324  bis  330). 

Die  Ausbildung,  welche  der  Theorie  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  in  der  neuesten  Zeit  durch  die  Arbeiten 
von  Jacobi,  Clebsch,  Weiler,  Mayer  und  Sophus  Lie  vi 
Theil  wurde,  ermöglichte  einen  wesentlichen  Fortschritt  in  iltr 
Behandlung  des  Dreikörperproblems. 

Es  ist  gelungen,  das  ursprüngliche  System  achter  Orduuu' 
auf  ein  solches  von  sechster  Ordnung  zu  reduciren. 

Sei  r»  ==  :z;2  +  1/3  -f  z'^ 

TT  ^     ^\        \         V     Vi        X         ^      2i 

r  Tj         r  Ti    ^     r  »i 

jt  —  ri-\-  rf  —  2  r  r,  cos  H, 
(die  Masse  der  gestörten  Körper  =  0), 

^  _j-  z»  £1  —  Y  —  ^ 
dp  '^      ,.3  —  ^  —  ga; 


so  wird: 


Sei 


dV^    '        r*  cz 

X  =  r  cos  h  cos  1 
y  =  r  sin  h  sin  1 

s  T=i  r  sin  t, 
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)   folgt: 

d   /  .dl\        oSl 

ird   weiter  gesetzt: 

sin  b  =■  sin  i  sin  (v  —  o) 

cos  b  cos  (l  —  Si)  =  cos  (v  —  od) 

cos  b  sin  (l  —  ß)  =  cos  i  sin  (y  —  ü>) 

0  ergiebt  sich: 

dt^       '^\dt)  '^  r^~  dr 

dt  \     dt)~  dv 


)der: 


„    .    ,dv     dt  .  cSl 

r'  stm  -TT  '  -^-r  =  —  »'  cos  1 7^ — 

dt      dt  da 

,    .    ,dv    dSi  dSl 

dt      dt  et 


§.  300. 

Störungsrecliniing  in  reohtwiiikligeii  Coordinaten. 

(Methode  von  Encke.) 

Die  gegebenen  osculirenden  Elemente  fiir  die  Epoche  I  und 
das  Aequinoctiom  Aequim.  seien: 

L,  Jf,  3r,  ß,  t,  g>,  |Lt,  a. 

Aus  ihnen  folgen  die  Coordinaten: 

^0    yo    ^0- 

Seien  nun: 

i     V     5 

die  Störungen,  so  wird: 

e  =  Ho  +  S. 

59* 
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Und  man  hat  die  Gleichungen: 


dt 
Setzt  man: 


wobei 


S  -  S  =  p  '•^'^^  ~  ^' 

p  -  5  =  i  {/«^  -  s>' 

1/  = Ti r  •  ■ 


a      •     • 


SO  wird ,  wenn  w  =  0  (für  Planetoiden  und  Kometen)  gesetzt 
wird,  und  wenn  zugleich  die  zweiten  Potenzen  ausser  Acht  ge- 
lassen werden: 


m^ 


§  +  '•2 


'^  +  '•2- 


2 


nii 


«1 

—    Xq 

Q' 

(yi 

—  yo 

pS 

A 

—    *0 

a^i 


wobei 

p2  =  (^^    _    ^^)2   4.   (y,    _    y^)2   +   (^^    _  ^^)2 

und  x^  y,  ^  die  Coordinaten  der  störenden  Planeten  sind. 
Setzt  man  weiter  noch: 


£  fc*  Wj 
2:  fe2  m, 
2."  kj  w, 




:h 

(x, 



X 

r3j 

::= 

zx 

' 

ps 

(2/. 



y 

2?r 

1 

9» 

^l 



z 

2-Z, 

p' 

i 


lo    wird : 
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^^H  =  2:Z+fhqz. 

Man  hat  also  zu  rechnen: 

I. 

sin  w  „ 

^  sin  1" 

Jtf  =  Jlfj^  -f-^^ 

ro  sin  Uq  =  a  cos  g>  sm  E 
ro  cos  Vo  =  a  (cos  E  —  e) 

Xq  =  ro  sin  a  sin  (Ä  -f-  Vq) 
y^  =  fo  sin  h  sin  (B  -f-  ^o) 
e^  =  ro  sin  c  s«n  (C  ~(-  Vq). 
lieber  die  Berechnung  der  Gonstanten: 

stna,    sm6,    smc 


ergleiche  §.  272. 
Sodann : 


^  _  [9,675283] 


B«  =  rS  (1  +  '/.,  A) 

V  = ^_ 

1  +  ".,  h ' 

labei   ist  die  Zahl  in  der  Klammer  ein  Logarithmus.    Es  wird 
ibrigens,  wie  üblich,  ein  vierzigtägiges  Intervall  vorausgesetzt. 

Nun  setze  man: 

»  =  yo  4-  ^ 

^  =  ^0  +  ?, 
^obei  I,  riy  g  die  Störungen  sind.    Diese  setzt  man  für  die  ersten 
ier  Intervalle  gleich  0,  da  man  ja  von  einer  osculirenden  Bahn 
kusgeht. 

Nun  rechne  man  für  jeden  störenden  Planeten : 
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Q  COSd^  COhO  =  Xi  — X 

Q  COS  d"  sin  0  =  jfi  —  y 
Q  sin  d"  =  ;?!  —  ß 

XXt  X 

1  =  ^ — r* — 

^n  J/n  -^1  sind  die  Coordinaten  störender  Planeten.    Die  Grösse  i 
ist  vierzigtägiges  Intervall,  vorausgesetzt  für 

Mercur 9,7924  —  10 

Venus       1,0712 

Erde  mit  Mond 1,1244 

Mars 0,2471 

Jupiter 3,654972 

Saturn 3,13102 

Uranus 2,3329 

Neptun 2,3808 

in  log  der  7.  Deci malstelle. 
Ferner : 


X, 

— 

y. 

z. 

und  bilde 

Diese  Grössen  für  jeden  der  störenden  Planeten  besonder 
gerechnet,  und  dann  summirt,  geben: 

EX    EY    EZ. 
Anfang  der  Rechnung:    f  =  0,    iy  =  0,    t  =  0, 
für  die  ersten  vier  Intervalle.    Man  setze: 

2;X=/k         i  =  l,  2,  3,  4, 
wobei  ZX  =fi   die   Summe  ZX  für   den  ersten  Intervall 
zeichnet  u.  s.  w. 


Ferner: 
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J\  =  /  («  4-  «■•)• 


J(a-v,rc)  =  _  ^  /'  (a  _  ■/,  „,)  +  j  J|^  /'"  (a  -  V.  «,)} 

"/(a-to)      =  +  ^/(«)-  |5^[2/"(«)+/"(a-t«)]), 
und  bilde  das  Schema  (siehe  Quadraturen): 

"t  (a  -  w)    ,   ,         j ,        /  (o  —  w)  ,        y "  (o  —  w) 

Dieselben  Reihen  werden  auch  für  £  X  und  £  Z  entwickelt. 
Sodann  ist  für 

S(v.  =  7(v)  (« +  *■«■•)  +  ^  ^^  y.  -  ^yiv)(«  +  '■«') 

«(o  =  7(.)  (a  +  i  ^0)  + 1  i:z,  _  ;i^  /r;,  («  + 1  x,) 

Nun  rechnet  man: 


wobei 


x^ 

6        ^« 
7f* 

/v         ■ 

a 

.S'(.r)    +    ftÄ(y)    4-    CÄ(I) 

^ 

1 

— 

12 /^"•'H-  *!/  +  c 

--) 

^'- 

1 

(1  +2  (/)-"/« 

^1> 

Für  /  hat  Oppolzer  im  zweiten  Bande  seines  Lehrbuches 
der  Bahnbestimmung  eine  Tafel  gerechnet. 

Als  Argument  zur  Ermittelung  des  ersten  /-Werthes  kann 
hinreichend  genau 
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q  =  aS(x)  -^b Siy)  -f-  c S^,) 
genommen  werden. 
Dann  wird: 

^  =  :S  Y -\- h' \/qy  -  S^y,\ 

Nun  bildet  man  für  -7—  dasselbe  Schema  wie  früher  für  £X 

dp 

und  bestimmt  die  Anfangsconstanten  der  Integration  genau  wie 

früher,  sodann  wird: 

I  =  7(»)  («  +  iw)  +  j2 /(«)  («  +  *«^) 
n  =  J(y)  (a  +  iw)  +  j^/(y)  (a  4-  tw) 

Man  erhält  so  vier  Werthe  für  |,  i^,  S-  Durch  Extrainter- 
polation werden  nun  die  Werthe  f ,  iy,  J  für  den  nächsten  Inter- 
vall bestimmt.    Für  diesen  wird  nun 

y  =  yo  +  y 

gesetzt,  und  es  wi^^d 

i:x  2:y  uz 

berechnet.    Man  hat  dann: 

«(«)  =  '/(«)  (a  +  iw)-\-^£X-  ^fl'y  (a  +  ,•  tr) 

S(v)  =  "/(»)  (a  +  tu;)  +  ^  2:  r  -  ^y?;,  (a  +  .-.r) 

a?o  4-  '2 1 


stör  ungsrecbiiüng.  9  ö  7 

f. ^  Sjx)  +  h  iS(y)  -j-  e  S^M) 

—  h 

1  —  J2-^'"^  +  ^y +  ^^l 

md  anolog  wie  oben: 

d^i  d«iy  dH 

dt^  dt^  dt^' 

In  dieser  Weise  wird  die  Rechnung  fortgesetzt. 

Die  Werthe  von  |,  rj,  f  ergeben  sich  dann  aus  -j^,  -^,  -^. 

5  =  7(.)  (a  +  ittO  +  1  /(,)  (a  4-  i,^)  _  J^y;-,  (a  +  m.-) 
^  =  '/(if)  («  +  iti;)  +  — /(y)  (a  +  i«')  -  240 /(i)  («  +  *'^^') 

Das  letzte  Glied 

240'' 
kann  zumeist  vemachlässigt  werden. 


§.  301. 

Brünnow'solie  TJebertragung  der  Enoke'sohen 
Methode  auf  Polarcoordinaten. 

(AstroD.  Nachr.  Bd.  34.) 

Seien  die  gegebenen  Gleichungen: 

d^x 


dP  dx\r  ^  ) 
dt^  dy\r  ^  ) 
öz  \r  ^     ) 


d^z         d 
dt^ 


Setzt  man 


X  =  r  cos  ß  cos  V 
y  =  r  cos  ß  sin  ti 
z  :=  r  sin  ß 
ad  schreibt  die  Gleichungen  in  Lagrange^scher  Form: 
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StÖruiigsrechiiung. 


d      dT 
dt    ddtp 

d      dT 


wobei 


dtp    '    dq) 

dt    ddi>       di>  ~  di) 
£    JT_  _  8T       87  _ 
dt'  ddx        dx  '^  dz  '~   ' 

9  =  r 
*  =  /* 
Z  =  » 


T  =  ' ',  r" 


cos 


"^  m + {t)] + (sy 


K=  -  £  -  a 

r 


gesetzt  wurde,  so  lassen  sich  leicht  die  Variablen  transfonniren 
und  man  erhält: 


8Ä 

dv 


Setzt  man  nun 

r  —  fo  +  *r 

und  verlegt  die  Goordinatenebene  in  die  Bahnebene,  so  wird: 


d2£ 


_  8Ä  _      _^ 


dabei  ist  für  die  Osculationsepoche: 

ß  =  0 


I 


dsi 


du 
2  duo 


ät  =  o 


^0^  -37-  =  V^ 


I 
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und 

\-      7  >  f       •    ij    /  1  1  \        r  sinß 

cSl  {       r 


«5^  /  1  1  \ 

- —  =  Zlnii  Ic^rri  cosß  cosßi  sin  (wi  —  «)  (-j 3) 


'r) 

•^1-»  ^19  ß\  sind  die  Coordinaten  des  störenden  Planeten. 


§.  302. 

Variation  der  Oonstanten. 

Für  die  ungelöste  Bewegung  finden  sich: 

Im  gelösten  Problem  treten  noch  neue  Kräfte  hinzu,  aus 

Vo  wird  F  +  •», 
wo   ß    wie    gewöhnlich    die    Störungsfunction    bezeichnet.     Die 
Gleichungen  des  gelösten  Problems  sind  sodann: 

dp       dT       dV       dSl  ,^, 

dt         dq         cq         dq  ^ 

Denkt  man  sich  die  Gleichungen  1)  integrirt,  und  seien 

qo=fQ(t,a,b,c...) 3) 

ihre  Integrale,  wo  a,  6,  c  .  .  .  Integrationsconstanten  sind,  so  wird 

dqo  _^  .X 

dt         dt ^ 

Obgleich  nun  die  Gleichungen  2)  nicht  dieselbe  Form  haben, 
wie  die  Gleichungen  1),  so  kann  man  ihnen  doch  durch  die  Inte- 
grale 3)  Genüge  leisten,  wenn  man  nur  annimmt,  dass  die  Con- 
stanten a,  6,  c  .  .  .  ebenfalls  variabel  sind.    Sodann  wird  aber: 

^*  —  c^/     I      Q«   ^7*  "T*  5^7.  /7*  ~r ^/ 


dt         dt 


da  dt    '     db  dt 


Führt  man  nun  die  Bedingungsgleichungen 


940 


Variation  der  Constanten. 


-f-  .  .  .  =  0 


^) 


8/0  da    ■    8/0  db    ■    8/0  de 
da  dt  '^  db  dt  '^  de   dt 

ein,  80  wird 

dt  "~  rfe ' 

Sodann    müssen    auch   p    für    beide    Systeme    gleich    sein. 
und  aus 


rfT~8T"^8a'rfT"'"86'dT"^8c'dT"^ 


folgt 


8a     rf<  "•"  86     dt  "' 

dl, 
dt 

8|> 
8* 

dSl    , 

er 

8«         8g  ~  8g 


8T   ,    H' 
dq  "^  cg 


oder 


8p    da    .dp    db  j^dp    de  _,  8Ä 

dä"dt'^db"dt~^'dc'dt'^  ~  "dq 


•    • 


7) 


Wir  haben  also  a,  6,.  c  .  .  .  als  Functionen  von  t  so  zu 
wählen,  dass  sie  den  beiden  Gleichungssystemen  6)  und  7)  ge- 
nügen. 

Eliminirt  man  aus  6)  und  7)  nach  einander  die  Grössen 

da  db  de 

It'  dt'  It" 


und  setzt: 


dq  dp        dq  dp  _      , 
8^86        86  8^  ~^^' 


so  dass  also: 


(a  a)  =  0 
(a6)  +  (6a)==0 
wird,  so  erfolgt: 


■      •      • 


dSl 

da 

8Ä 

db 


>  • 


Si 


Dieses  System  vertritt  die  Gleichungen  6)  und  7). 
Hieraus  ergiebt  sich: 
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<it  da    ^         ^6    '  9c    ' 

dt  da    ^  CO    ^  de     ^  j 


9) 


Die  Coefficienten  der  Gleichungen  8)  und  in  Folge  dessen 
auch  jene  der  Gleichungen  9)  besitzen  eine  merkwürdige  Eigen- 
schaft, sie  sind  in  Bezug  auf  t  constant. 

Es  ist  aber  die  Grösse  Ä  eine  Grösse  erster  Ordnung,  dem- 
nach sind  auch 

da  db  de 

li'  li'  li'  '  ■ 

solche.    Man  kann  demnach  bei  einer  ersten  Annäherung  rechter 
Hand 

a  =  tto,  6  =  6o)  c  =  (?o  .  .  . 

setzen,  wodurch  man  einen  Fehler  begeht,  der  von  der  zweiten 
Ordnung  ist.    Sodann  wird: 

t 

''  =  /(^l?  +  ^^  +  - -H^  •  •  •  ^'> 

wobei  unter  dem  Integralzeichen   nur  bekannte  Functionen  vor- 
kommen. 

Für  die  praktische  Anwendung  dieser  Methode  möge  Fol- 
gendes angeführt  sein :  Man  erhält  nach  geeigneten  Transforma- 
tionen folgende  Differentialgleichungen  der  Elemente  nach  der 
Zeit: 

di  W 

--rr  =r  r  cos  u 

dt     .   fcVl  +  m  Fp 

rf  ß W  r  sin  u 

~äT~  JkVl  +  m  Vp    sini 

TT  =  TT7^ — i ^  —  l2aTsinw  +  rNcosw]  —  cost  -^7- 

dt         /c«(l  -\-  w)  e    '  '  ^  dt 

-y--  =  y-— — j {2aT(cosw  —  e)  —  rNsinw] 

dji^ 3ac  rp 

dt   ~  "~  Jk2(i  ^ni)  ^ 
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T 


dt  [dt     ^  dt  \  \ 


c 


-  Vi  -  c^  -^ 

c 


I       rdn      . 


Dabei  ist: 


4-  m 


-v^ 


U  =  V  -^  iV 


sin  E  .  Vi— e^ 
sin  w  r=  — ^j — . — i — — 

l  -\-  e  cos  L 

cos  E  -]-  e 

cos  W   = j ! — jr,  . 

1  -j-  e  cos  E 

Zur  BerecbnuDg  der  Grössen  I'N  W  merke  man : 

T  ist  die  Gomponente  der  störenden  Kraft  nach  der  Richtung 
der  Tangente,  positiv,  wenn  sie  die  Geschwindigkeit  ver- 
mehrt ; 

N  ist  die  Gomponente  der  störenden  Kraft  in  der  Normale, 
positiv,  wenn  sie  den  Planeten  nach  der  inneren  Fläche  dt^r 
Ellipse  sich  bewegen  lässt; 

W  ist  die  Gomponente  normal  zur  Bahnebene,  positiv  in  der 
Richtung  nach  dem  Nordpol  der  £kliptik; 

B  ist  die  Gomponente  der  Störungsfunction  in  der  Richtung  de^ 
Radiiisvectors; 

S  ist  die  Gomponente  der  Störungsfunction  senkrecht  auf  dec 

Radiusvector. 

Um    diese    Gomponenten    zu    berechnen,    rechne    man   dit 

Grössen : 

A    A'    T 

aus 

sin  \i  Isin  »  ^  (A  +  A')  =  sin  1/2  (ßi  —  Q)  sin  \/^  (i  +  '1) 

sin  \'^Icos  Vj  (A  -{-  A)  ==  cos  \'i  (£3i  —  ß)  sin  V2  (h  —  ') 

cos  y^Isin  Vi  (A  —  A)  =  sin  V2  (^i  —  «^)  cos  V«  (h  +  Ö 

.1 
cos '  '2 1  cos  ^/2  (A  —  A')  =  cos  Va  (ßi  —  ß)  cos  ^  'j  (i'i  —  n. 

sodann  A^  und  ßi  aus 

cos  ^1  cos  kl  =  cos  (M'i  -|-  Vi  —  A)  \ 

cos  ßi  sin  kl  =  sin  {tvi  -\-  Vi  —  A)  cos  I 

sinßi  =  sin  (?r,  -\-  Vi  —  A)sinl^  , 

so  wird 


i 


ixnd 


Variation  der  Constanten. 

Xi  =  ri  cosßi  COS  [kl  —  {n-  +  v)  -f  A] 
y^  =  ri  cosßi  sin  {k^  —  (w  +  t?)  +  A] 
Zi  =  ri  sinßi 

cos  yi  =  — 
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Damit  wird: 


Q^  =  (r  —  XiY  4-  r/  smy*. 


•■*■ 


ciS^  = 


fcVT 


m 


—  ^  •  ii  -f-  ^  -^^^^  ^*  •  ^ 


Wir  geben    nachstehend   das   Oppolzer'sche   Schema  zur 
Berechnung  der  Elementenstörungen: 


a%  —  - 

ZosrÄ;"  —  3,550007 

ün  1" 

'^^««•»1"  =  5-^1**25 

E  —  c"  sm  E=M 

r  sin  V  =  a  cos  (p  sin  E 
r  cosv  =  a  (cosE  —  sin  9) 
w  =  n  —  <ß 

t{  ==  r  4"  ^^ 
2)  =  a  co^^  <p 
{i  :  W)  =  r  cos  u 

(ß:T7)  =  *■*'■"" 


sini 


((i  ■.!{)  = 


3  k  ir 


Va 


=-  sm  q>  sin  v 
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m;  das  Intervall  in  Tagen.    Für  «;  =  40  wird  logSkw  =  0,8147»in, 

(L  :  R)  =  —  j)  t<f  >/jj  (p  cosv  —  2r  cosfp 
iL  :  S)  =  (p  -j-  r)  sin  v  ig  V^  9 
{L  :  W)  =  r  sinnig  i/g  i 


(ä  :  iZ)  =  — 


simp 


(«  :  S)  =  (ß  +  r) 


cosv 


sin  V 


simp 

(qp  :  2i)  =  a  cos  (p  sin  v 
((p  :  S)  =  a  cos  tp  {cos  v  -(-  cos  E). 

Nun  rechnet  man  die  störenden  Kräfte :  Seien  fi  61  ?,  die 
heliocentrischen  Coordinaten  des  störenden  Planeten,  bezogen  am 
das  Aequinoctium  der  Elemente: 

q  sin  Q  =  sin  61 

(jl  cos  Q  =  cos  bi  sin  (l^  —  -ß) 

cos  B  cosL  =  cos  bi  cos  (li  —  ß) 

cos  B  sin  L  =  q  cos  (Q  —  i) 

sin  B  =  q  sin  (Q  —  t) 

I  =  ri  cos  B  cos  (L  —  «) 

ri  t=  rj  cos  B  sin  (L  —  u) 

f  =  rj  sin  JB 

Q  cos^  cosO  =  S  —  ri 

Q  costsinO  =  12 

Q  sin  -0"  =  g 


R  = 


s  = 


wk"mx 
tok"mi 


r ) 
£1} 


Vp 

tttj  ist  die  Masse  des  störenden  Planeten  in  Einheiten  der  Sonnei- 
masse.    Dann  hat  man: 

z/t  =  (t  :  W).  W 

^Si  =  {a:W).W 
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« 

^L  =  (L:  H).  K^(L:  S)  ,  S  +  (L  :  W)  .  W 

^7c  =  {n  :  R)  .  R  -^  (n  :  S)  .  S  -\-  (L  :  W)  ,W 
Jq>  =  (q)  :  R)  .  R  +  (q)  :  S)  ,  S. 

Man  beachte,  dass  diese  Methode  in  nahezu  parabolischen 
Bahnen  nicht  für  den  Gebrauch  geeignet  ist. 

Der  Gang  der  Rechnung  ist  nun  folgender:  Mit  den  unge- 
törten  Elementen  bestimmt  man  sich  für  vier  Zeitintervalle  die 
i rossen 

di         rfß  dL         dn         dw         ,  du 

11*  tr  IC  tV   iV  — ^        M'*  — --  • 

dt         dt  dt         dt         dt  dt 

Für  jedes  Element  bildet  man  sich  nun  die  Reihen 

lud  bestimmt  die  Inte{S(rationsc'onstante  aus  der  Gleichung 

Ä^orauf  man  das  Integral  selbst  durch 

/(r)rfa;  =  y(a  +  hv)  -!/((,  +  tu;) 

?rhält.  Durch  Extrapolation  gewinnt  man  dann  genäherte  Werthe 
1er  Elementencorrection  für  das  nächste  Intervall.  In  dieser 
Weise  wird  die  Rechnung  fortgesetzt.    Da 

st,  so  wird  man  also  hier  eine  Doppelintegration  auszuführen 
iiaben.     Für  diese  ist  die  Anfangsconstante 

'/(«)  =  ^/  («  -  «•)  -  5^  \y"  ("  -  «^)  -^ /"(«)) 
ind  das  Integral 

y(x)dx^  =  y(a  +  iir)  +  i^/(a  +  /,r). 

Nachdem  so  die  Anfangswerthe  bestimmt  sind,  wird  man 
aus  bekannten  Summen  und  Ditferenzwerthen  leicht  die  für  die 
nächsten  Intervalle  geltenden  Störungsgrössen  ermitteln. 

Li.sk a,  matbem.  FormelnsaimnluDg.  '    QQ 


a 

ß 


ff- 


946  Hansen-Tietjen'B  Methode. 

Man  hat  liir  die  Rechnung  nach  vorwärts 

a  +  (»•  +  1)  w 

ff{x)dx  =  /[«  +  (»•+  V,)«']  +  S/(«  +  i^) 

+  '/„  \\0f  [a  +  {i  -  '/,)  w]  +  9/"  [a  +  {i  -  Vp 
+  8/"  \a  +  0- » ,)  tr]  +  7/"  [«  +  0-2)«r]  4- 

für  die  Rechnung  nach  rückwärts 

//(a;)da:  =  y[a  +  (i  -  '/,)«;]  -  i,,/(a  +  iw) 

+  «/,« {10/ L«  +  (»  +  •« «)]  - 9/" [«  +  ('■  +  1)' 

+  8/"'  [a  +  (»•  +  V,  »r)]  -  7/"'  [«  +  (i  +  2)  ir]  -^  • 

Für  das  Doppelintegral  hat  man  zunächst  zu  ermitteln,  b 
der  Rechnung  nach  vorwärts, 

"f{a  +  (/  +  1)  M'l  =/(a  +  ür)  +/'  [a  +  {i  -  V,)ip] 

+  /"  [«  +  ii  -  1)'^-]  +/'"  [«  +  ('■  -  V*«f)l  +•• 
bei  der  Rechnung  nach  rückwärts, 
"f[a  +  (»■  -  1)  ,r]  ==f{a-^  iw)  _/'[«  +  (i  -f-  ..,),r] 

+/'[«  +  ('■  +  1) '"]  -/"'  [«  +  0'  +  S)  «•]  ^ 

worauf 

a  +  (•  ±  1)  w 

fff{x)dx^  =  Jla  +  (i  ±  l)tr]  +  ^/[a  +  (i  ±  l)trj 


§.  303. 

Hansen-Tietjen'sohe  Integrationsmethode  der 

Störungsglelcbungen. 

Setzt  man 

X  =  r  cos  h  cos  l 

y  =  r  cos  b  sin  l 
z  =  r  sin  b 
Xi  =  r,  cos  Bi  cos  L^ 
t/j  =  r,  cos  Bi  sin  Li 
^i  =  n  sinB^,  ^ 

80  gehen  die  Störungsgleichungen  über  in 


(r  cos  by  ^  =  ^-  Vpo  +  /'-2:wde 


j 


ttans<»n-!rietjen'8  Methode.  yj^^ 

Dabei  ist 


-SÄ«!»!  T— jj  j  rri  cos 6  <?o.s  B^  sm  {Li  —  1)  =  £  U 


Uk^mi 


( 5)  -^ j^  cos  (Li  —  1)  =£R  \ 


2:k^mi  \  =  Utv^ 


2:&»»„(i-l)r,smB, 


=  £W. 


Hansen  führt  nun  folgende  Grössen  ein 

(reosby^=kV^ 

{rcosby^^=  CsUdt, 

wodurch 

?  =  V  -{-  ^Jw  -\-  Constante. 

Ferner  setzt  er 

1  -f-  ^0  ^os  V 
Dadurch  wird 

^^^      l      %  ZT 

^  +  Ai;  =  fio, 
wobei 

(r  cos  6)8 
und 

wobei  /   der  Encke'sche  Werth   (vergl.   Encke,    Methode  der 
Störungarechnung).    Wird  noch 

gesetzt,  so  folgt 

60* 


h  =  . r:.  -   H, 


9^  Hansen -Tietjen's  MMhode. 

Diese  Gleichung  in  V^erbindung  mit  den  früher  entwickeltet 
bestimmt  das  Problem. 

Man  hat  also  als  Hauptgleichungen 


ät  {rcoshp 


Jxv  =  ^ ^-    f  EVdt 

(r  cosop  J 

f*    '        [{rcosby    '  J  *' 


d 

welche  die   Fundamentalgleichungen   sind    und  integrirt  \i'erdeL 
müssen. 

Die  Differentialgleichungen  haben  die  Form 

wobei  I  klein    von   der  Ordnung  der  Störungen   ist.     Man  kanu 
also  schreiben 

dt'     ry  -    ■ 

wenn    man  nur  die   Störungen  erster  Ordnung    berücksichtigen 
will.     Verbindet  man  diese  Gleichung  mit 

^-i   ü  r    -0 
df         r;       ~ 


30    folgt 


~dP"^  r!  ^^  -  ^' 


'"dt      ^HT-J  ^^""^^ 

Für  die  Osculationsepocho  werden  diese /=0,  also  sin«' 
auch  die  Coiistanten  =  0.  Multiplicirt  man  die  erste  Gleichun. 
mit  //n,  die  zweite  mit  — x^  und  addirt,  so  folgt,  da 

sofort 
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Wir  sind  also  im  Stande,  uns  Näherungswerthe ,  die  bis  auf 
die  Grössen  erster  Ordnung  inclusive  genau  sind,  zu  verschaffen. 


§.  304. 

Delaunay's  Mondtheorie. 

Die  Gleichungen  erscheinen  in  der  kanonischen  Form 

dG       dR         dg  cR 


dt         dg 

dt             d(i 

dH       dM 

dh            dR 

dt         dh 

dt             öH 

dL       dR 

dl             dR 

• 

dabei  ist 

dt         dl 

« 

dt             dL' 

"-L+^'h 

1 

^^i4-////i+'^*il 

^(x,-xy^  +  (y 

1  — 

■y)'+(^i-^)'             '"i 

h  =  <Q,  die  Länge  des  Knotens  des  Mondes, 
^  g  z=  n  —  ß,  Länge  des  Perihels  —  Länge  des  Knotens, 
7  =  ilf,  die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 

L  =  Yufi. 

G  =  LVi  —  e% 

H  =  G  cos  /, 

(i  halbe  grosse  Axe  des  Mondes, 

l  die  Excentricität  des  Mondes, 

/   die  Neigung  des  Mondes, 

fi  =  M  -{-  m,   die   Summe   der  Massen   der    Erde   und   des 

Mondes, 
V  der  Winkel   zwischen  dem  <ß   und   dem   Iladiusvector  des 

Mondes. 

Die  Mondcoordinatcn,  bezogen  auf  die  Ekliptik  der  Anfangs- 
epoche, sind 

X  ==  r  cos  ü  cos  h  —  r  sin  v  sin  h  cos  i 

Iß  =  r  cosv  sin  Ä  -f-  r  sin  v  cos  i  cos  h 

z  =  r  siti  V  sin  i. 

Sei  ferner 
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Ti  die  Sonneiientfernung  von  der  Erde, 

Vi  der  Winkclabstand    der   Sonne  vom  ß    der  beweglichen 

Ekliptik, 
hl  die  Länge    des  aufsteigenden    Knotens    der    beweglichen 

Ekliptik,  bezogen  auf  die  fixe  von  der  a;-Axe  gerechnet 
}|  die  gegenseitige  Neigung  dieser  beiden  Ekliptiken, 

so  sind  die  Sonnencoordinaten 

Xi  =  Ti  COS  Vi  COS  hl  —  fi  sin  Vi  cosii  sinhi 
yi  =  rj  cos  Vi  sin  hl  -|-  fi  sinvi  cosii  coshi 

Zi  =  fj  sin  Vi  sinii. 
Sei  noch 

rr^  

sin  i  =  2y  Vi  —  y*         sin  ii  =  2yi  Vi  —  yj 
cosi  =  l  —  2y^  cos fi  =  1  — -  2 y^ 

y  -=  sin'^  J/a  i  yi  =  sin^  Va  ii, 

80  wird 

S  =  (l  -  y'  -  yi'  +  y'yi')cos{v  ^  h  -  Vi  ^  K) 

+  (V'  -  y^Y')  cos  {t;  -  Ä  +  r,  +  *i} 

+  (y/  —  yV/)  cos  {t?  +  Ä  4- 1?,  —  Ä,} 

-|-  y*  yi  cos  (v  —  ä  —  üj  -(-  A|) 
4-  2yy,  Vi  —  y«  yi  —  y/cos(f;  —  vj 
—  2 y yi  Vi  —  y^  Vi  —  y'^  ^os {v  +  vj 
und  R  =  mifunct  \yyu  hhi,  ve;,,  aleg] 


nii 


af  ni 


ai  die  halbe  grosse  Axe  der  Erdbahn, 
Wi  die  mittlere  siderische  Bewegung. 

Man   vergleiche  Delaunay:    Theorie  du   mouvement  de  la 
Lune.    Mem.  de  l'acad.,  Tom.  XXVIII.    Paris  1860. 

§.  305. 

Oylden's  Behandlung  des  Dreikörperproblems. 

Gylden  schreibt  die  Gleichung  der  Bahncurve 

_a(l  —V'') 
"■"      1  +  P     ' 
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rj  und  Q  sind  Functionen  von  der  Ordnung  der  Störungen,  resp. 
der  Excentricität. 

Die  Abhängigkeit  des  Ortes  von   der  Zeit  wird   dargestellt 

durch  ■ 

dv  _  ]/am^  (1  —  ri'i) 

li—       1  +  S 

S  ebenfalls  immer  eine  kleine  Grösse. 

Die  Grössen  q  und  S  bestimmen  sich  aus 

^  +  (1   -  /8)p  =  ZUnCOSßnV  -  B„) 

J--  =  Sß^  sin  {Xn  V  —  5h), 
durch  deren  Integration 

S=  ^  COS(k^V  —  Bn) 

folgt,  dnßn  und  ß  sind  von  der  Ordnung  der  störenden  Masse, 
A„  ist  eine  Constante.  J3„,  a»,  ß^  enthalten  die  Unbekannten 
ly,  S,  g. 

§.  306. 

EntWickelung  der  Störungsfunotion. 

Sei 

(1  -f-  «2  -«  2  a  cos  ilf)~''f  =  1^2  2  h*cos  i  ^         ft-»  =  b* 

—  00 

+  00 

(1  -f  a«  —  2  a  cos  t/;)-'«  =  *  2  2  ^'*  ^'^^  ^  ^  ^~'  ~  ^' 


(1  -f  «*  —  2  a  cos  ?(?)-''«  =  1/2  2  ^*  ^^^  *  *  ^ 


— 00 

+  00 

-»  =  e* 

—  00 
+  CD 


(1  4-  «a  —  2  «  cos  1/^)-"/,  =  1  ;'j  ^  /.'  cos  ?>       /    •  =  /'. 
allgemein 

(1  -f  «2  —  2  cc  co.s  V;)-»  =  Va  2  ^»  ^^^  ^  ^' 
so  wird 


— 00 


+00 


—  00 
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s(s  +  1) . .  ■  (s  +  t  -  1)  „,  j  1   ,   i.  s-M  «, 


1  t+l 

S(S+1)  (S  +  0(«  H-  ^  +  1)  „4  _1_ 

"^     1.2      7i+i)r»  +  2)        '^' 


oder 
1? 


•  =  —    /   (1  +  «2  —  2 a  COS  V^)-'  cos iif  dt, 


n 


speciell 


^  "^li  J    (1  -f-«»  —  2acos^)'«  ^ 


'        *--s\'a/*  .*  —  s  ' 


2 


i&,=.sa\li';;\-Sf.\\\ 


KW  - 


.  (i  4-  .")  (1  +  «»)  JS«.  -  2(t  -  s  4-  1)  a^+' 


s  (1  —  a»)« 
2(/  +  s)«l?i  —  (t  -  s  4-  1)  (1  +  «»)Bi+' 


V«b; 


_s(s  4-1).  .^  Cs  +  >•— 1) 

1  •^•O»**^ 


S(l    —   «2)2 

2  s  (1  —  a)2 

(/  +  s)^,  +  0'-s+l)^^^ 
2s  (1  +«)« 
"*       f,    ,    _ss  — 1      «•-' 


1  t-fl  1-«^ 


(1— «2/ 

sTs+l)  (s-l)(s-2)/    cc«    Yi- 
"^      1.2     *(i+l)(i  +  2)  VI— «V 

—  |4  s^a»  +  j2  (1  _  ai)j  ij;  rr  n 

di^i        f/  4-  {i  4-  2s)«^]Bi  -  2(e  +  1  -  sjaBi^^ 
da  a(l  —  «2) 

Vergl.  Tisserand:  Traite  de  mec.  cel.,  Tom  1,  Chap.  XMI 

J  =  Vr'-»  +  rf  —  2rriC0sK 
[leber  cos  II  vergl.  S.  007. 
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^=%<-'+'m\^'^'-"' 


+  '{tS{^''^'^'"+ 


•      •       • 


Es  ist 

n 

T 


0 

Setzt  man 


^n  =  y:  -  Y'i'V + n">/*  - 

wobei 


/=l'-(^)'(^)T 


M)  wird 


,,ny  _  ^     1.3.5.. .2s  —  1  / tt  \»+ä«+>      ^     sin '<"+*> (pd<p 
^*    ""  «  ■       2. 4. 6. ..2s      Uj  I  U±} 

J      [l-«».sm»9]  * 


Einige  Integrale: 


0 


"2 


rTiz ^—  --  ~  i^(a).     Legendre,  Exerc.  L  p.  138. 

J   VI  —  a'^sm^qp 


rr 
"2 


>r,        s/w'-'  W  (Iw  1 

rr;,        \   .^       =  \  [¥(«)  -  i;(«)l.    Ibid. 


.s/n^  9?  rf  <)p  2   1  4-  «2  .  ^, 


3  «3 


F(aj. 


Crellc's  J.  46,  S.  119. 


n 


fvi  -a^sin^^'^  =  r=-c^  ^(«)-  Legendre,  Exerc.  I.  p.  138. 
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jt 
T 


I 


Liouville,  Journ.  11,  p.  157. 
Vergl,  Vierteljahrsschr.  der  A.  G.  25,  III.  Heft. 
Um  die  Function 

in  einer  Reihe  zu  entwickeln,  setzen  wir 

X  =:  Q  cosl         y   z=  Q  sinl 

Xi  =  Qicosli        yi  =  QiSinli] 

dabei  sind  q  und  Qi  Projectiorien  von  r  und  ri  auf  die  Ebene  I 
Damit  wird: 

^  =  ni'  IrT— ^  ^^ — =^ 

l\/(>,2  -  2^91  cos  [li  ~  q  +  p2  +  V»  -  xr)a 

_  gPlCOS[?l  —  l]  +  ^-i' 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  ^-Coordinaten  kleic 
seien,  so  dass  eine  Entwickelung  dieser  Function  nach  zz'  mög- 
lich wird,  und  erhalten 

ii  1  P  f  7  71  '^  ^1 

w*'        \/p2_2ppjCOs[/,  —  n  +  C^*        Pi  ^i 

Seien  nun  a  und  aj  die  mittleren  Entfernungen,  £,  «,  di«? 
Längen  der  Epoche  und  w,  «i  die  mittleren  Winkelgeschwindig- 
keiten, und  sei 

(>  =  a(l  +  ö)  Qi  =  Ui  (1  +  ö,) 

Z  =  n«  -f  a  +  ;t        ?i  =  »i  ^  +  «i  +  Zi 
ö  =  (wi  —  w)  f  4-  (£,  —  f ) 

(a»  —  2  rt  a,  cos  0  +  »lO"" '*  =  2  ^*  ^^^  *  '^ 

0 

OD 

(«3  —  2rtai  cösfl  4-  fh*r'*  =  ^  Bkcoskß, 

0 

so  findet  man,  da  allgemein 
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•  {«(1  +  tf),  a.  (1  +  ö,),  (Ö  +  X,  -  x)\  =fia,a,,d) 

+  Ü  »«^  +  1^  «•«' +  I?  ('=' -  ^)  +  äl^  «««''^> 

¥obei,  wenn  man  die  dritten  Potenzen  der  von  den  Excentricitäten 
md  Neigungen  abhängigen  Glieder  vernachlässigt, 

-  V, (Zi  -  Z)*])  cos  ö + ;J^  (1  +  «  -  2  «.)  (Z,  -  Z)  s«»  Ö 


4-1/  ildi«»rt»j_i'  ^*^»„irt»      (ti  —  Z)*  1.^  A 


coshft 


11) 


-(«.-«)S[-<«+iT'"'+l^»'''']'''™'* 

Hier  haben  wir  noch  die  Grössen  x^  Xu  ^?  ^1  ^^s  Functionen 
von  t  darzustellen.    Es  ist 

Q  =  rcosb 12) 

-               cos  u  ,  „V 

cos  6  =  — jj >^- 13) 

cos  ((  —  06) 

tgnu  =  cosi  tgn(l  —  ß) 14) 

Setzen  wir 

SO  wird 

il==  -  'Utgn^ i  Y^^;j--  =  -  ^4 tgn' ism2u, 

also 

l  —  ß  r=r  ti  —  1/4  Ujn^  i  sin  2  u. 

Geht  man  mit  diesem  Werth  in  die  Gleichung  13)  ein,  so 
ergiebt  sich  innerhalb  der  festgesetzten  Genauigkeitsgrenzen 

■?-  =  —  cos6  =  -  [1  —  » 2  tgn^i  sinHf^]  =  1  +  cJ. 

Man  erhält  nach  einigen  Reductionen 
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ö  =  —  eco$[nt-{-E  —  M']  —  —  [cos  2(nf'-{-e  —  m;)  —  1] 

—  J/a  tfjn^  i  sifV^  [w  <  +  f]  | 

X  =  2e sin [n t-\-s^w]-\-  V* e^ sin  2 (n f  -}- *  —  w?)!  . 

Führt  man,  was  vortheilhaft  ist,  eine  solche  Zählung,  «las 

und  setzt 

p  =  Ujn  i  sin  Q         q  =  tgn  i  cos  Q^ 

so  lassen  sich  die  letzteren  Formeln  auch  schreiben  wie  foljrt 


c2 
ö  =  -—  ccos[nt  +  i  —  r(?]  4-  -n"  [1  —  cos  2  (n  f  +  £  —  w)] 


IT) 


-  V-L  {i>^  +  (Z^  +  {f'  -  a')  cos  2  (n  t  +  0 

—  2 sin  2{nt'^e)pq\ 
l  z=  2e  sin  (nt-\-  s  —  w)  +  '  4  c^  s/w  2(nt-j~  e  —  w)  | 

—  ^/i  { i(p  —P^) sin 2 {n t-^e)—2pqcos 2 (n t-{-t)\\ 

In  allen  diesen  Formeln  wurde  an  die  Stelle  von  nf  du 
allgemeinste  Ausdruck  7it  -\-  b  —  w  aus  naheliegenden  Gründei 
gesetzt. 

Endlich  folgt 

^  =  Ulf  '-  P'^^ 
oder,  da  die  dritten  Potenzen  von  i  und  c  vernachlässigt  werde Jl 

z  ■==  a[q sin {n t-^e)  —  p cos {n t -\- e)]  .     .     .     .     19 

Vergl.  Resal,  Mecan.  cel.,  Chap.  H,  §.  3,  II.  Ed. 

§.  307. 

Massenbestimmung  und  Verwandtes. 

1)  Ist  p  die  Parallaxe  und  a  die  halbe  grosse  Axe  eiiiei 
Doppelsternes,  beide  in  Bogensecunden  ausgedrückt,  ferner  } 
die  Masse  der  Sonne,  T  die  Umlaufssieit  des  Doppelsternes  ii 
Jahren,  so  ist 

m  und  m'  sind  die  Massen  der  beiden  Componenten  des  Doppel 
Sternes. 

2)  Sei  die  Masse  der  Sonne  ^r  1,  ^  die  Masse  irgend  einei 
Satellits  und  m  die  Masse  eines  Planeten,   k  die   Gravitations 


Rotireiide  Bewegung.  957 

oiistaiite,  T  und  t  die  Umlaufszeit  des  Planeten  und  des  Mondes, 
l  und  a  die  halbe  grosse  Axe  des  Planeten  und  des  Mondes, 
>  ist 

1  +  w  ~"  T^a^' 

3)   Sei  Q  der  Halbmesser,  fi  die  Masse  eines  Himmelskörpers, 
die  Intensität  der  Gravitation  auf  seiner  Oberfläche,  so  ist 


^  =  ^  m  (i)'' 


al)ei  ist  m  die  Masse  der  Erde  und  r  der  Erdhalbmesser. 

4)  Sei  ?  die  Länge  des  Secundenpendels  auf  der  Erde,  k  auf 
rgend  einem  Planeten,  dessen  Gravitationsintensität  y  ist,  so  wird 

k  =  Ll 
9 

§.  308. 

Die  Störungen  der  rotirenden  Bewegung. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  ist  vollkommen  bestimmt,  so- 
)ald  man  die  Werthe  der  Coordinaten  der  Kräfte 

27  Ai,    27  Ij,     2J<Zi, 
ferner  jene  der  zu  den  drei  Coordinatenaxen  senkrecht  stehenden 
iCräftepaare 

2:{y,  Z,  -  z,  Y\\    E{z,  X,  -  oc, Z,),    i:(x,  1\  -  y,  X,) 

«ennt.  Die  ersteren  bestimmen  die  fortschreitende,  die  letzteren 
iie  rotirende  Bewegung. 

Sei  keine  fortschreitende  Bewegung  vorhanden,  dann  rufen 
iie  drei  Kräftepaare  eine  Drehung  um  die  Momentenaxe  hervor. 

Sei  w  die  Geschwindigkeit  dieser  Drehung,  ferner  a,  /J,  y  die 
Richtungswinkel  der  Momentenaxe,  bezogen  auf  die  drei  Haupt- 
trägheitsaxen   des  Centralellipsoids    als   Coordinatensystem ,   und 

tCi  =  w  cos  a,         tV2  =  w  cos  /3,        tc-^  ^=  tv  cos  y, 

und  seien  A^  B,  C  die  Hauptträgheitsmomente,  so  gelten  folgende 
Gleichungen 

v4  ^  +  (6-  -  Byw,  ir,  =  £(;(/,  Z,  -  z,  i\) 
B^-^U-  C) «'.  «',  =  E{z,  X,  -x,Z,) 
C  -Jf  -i-{B-  A)u;  w,  =  £{x,  1\  -  y,  X.). 
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Aus  diesen  erhält  man  u^i,  w^^  tr^,  und  mit  diesen 

tv  =  Vw^  +  tc^  -f-  w^l 
W?!  ^  w. 


cosa  = 


M? 


^05/3  =  :::^ 


'        w 


Damit  ist  der  Charakter  der  Rotation  bestimmt. 

Um  die  Lage  der  Rotationsaxe  im  Räume  zu  fixiren,  wähl^a 
wir  ein  festes  Coordinatensystem  X,  1\  Z,  und  bestimmen  dir 
Lage  des  eJrsteren  gegen  das  letztere  durch  die  Winkel  (s.  Fig.  32 

fp  ^  0. 
Da  die  Umdrehungsaxe  eine  der  drei  Hauptträglieitsaxeu 
sein  muss,  so  wird  ti  die  Schiefe  der  Ekliptik  darstellen,  w^nn 
X,  r,  Z  das  ekliptikale  System  ist.  dß  giebt  dann  die  Aende- 
rung  der  Schiefe  der  Ekliptik,  rf^  (Fig.  32)  stellt  tlit 
Aenderung  des  Abstandes  eines  festen  Ekliptikpunktes    X  vom 

Fig.  32. 

z 

z 


Aequinoctialpunkte  v  dar,  also  das  Vorrücken  der  Nacht- 
gleichen, d  (p  wird  der  Hauptsache  nach  durch  die  tägliibe 
Rotation  bestimmt  sein. 

Projicirt  man   die  drei   Drehungen  auf  jede  der  Trägheii^- 
axen  und  bestimmt  die  Summe  der  Projectionen,  so  ergiebt  siel 

—  !(?!  dt  =  sin  0  sin  q)  dt  -\-  cos<p  dO 
w^dt  =  sin  q>\dd  —  sind  cos  q>  dif 
w^dt  z^  dq>  -f-  cosO  dp^ 


KToraus  wieder 

—  dO  =  [Wi  cos ip  —  M^a  sin (p]dt 

—  sind  di)  =  [Wi  cos(p  -|-  Wi  sin(p]dt 

dq>  -=.  Widt  -\-  cotg 0 [w«  cos  q>  -{-  Wi  sin q>]dt 

folgt.     Seien  nun  x^  y^  z  die  auf  das  feste  System  bezogenen 
Joordinaten,  so  gelten  folgende  Beziehungen: 

Xi=^  ax -{- c^y -^  a^z        x  =  axi -{- by^ -}- czi 

y^=bx  -\-biy  +  b2Z        y  =  a^Xi  +biyi-{-  c^Zj 

g^  =  ex  -\-  c^y  -\-  c^z        ^  =  «2^1  +  bj^i  +  c^Zy\ 

dabei  ist 

a  =  cos{XXx)        «1  =  cos{YX^)        04  =  cos{ZX{) 

b  =€Os{X  Fl)        6x  =  cos ( r  Ti)        6,  ==  cos {Z  Y^ 

c  =  cos  (XZi)        Ci  =  cos  (YZi)        C2  =  cos  (ZZi)^ 

oder,  wenn  wir  die  früheren  Winkel  einführen, 

a  =  —  sin  (p  sin  ^  cos  0  +  cos  (p  cos  ^ 

Ui  =  sin  9  cos  ilf  cosO  -\-  cos  q>  sin  tlf 

a.2  =  —  sin  q>  sin  H 

b   =  —  costp  sin  ^  cos  0  —  sin  q>  cos  V' 

Ä,  ==  cos  (p  cos  t  cosO  —  sin  g>  sin  "^ 

bq  =  —  cos(p  sin  0 

c  =  —  sin  t  gin  6 
c^  =  cos  ^  sin  0 
Ci  =  cosO- 

Sei  nun 

L  =  l{y,Z,-z,Y,) 

M=l{z,X,-  x,Z,) 
N  =  l(x,  Y,  -  y,  X,). 

Wir  nehmen  an,  ein  Punkt  mit  der  Masse  fi  wirke  auf  den 
Körper.    Sei 

r«  =  (x\  -  x,y  4-  (y\  -  Vi)'  +  (^'1  -  ^l)^ 

so  ^ird  das  Potential 
und 
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Man  findet  auch,  da 


dV 

d£ 

dt 

cV 

db 


öj  =  fct'i  —  cbi 
b^  -=  cux  —  a  c'i 


=  N 


=  —  L  sin  (p  sin  ff  —  Mcostp  sin  ft  ~{-  N  cos  (i 
=  Msin  9  —  L  cos  <p. 


Berechnet  man  aus  diesen  Gleichungen  X,  Jlf,  N  und  tühr» 
diese  Grössen    in   unsere   Fundamentalgleichungen  ein,  so  ful^^t 

dtr,    ,   ,  ^,      ^^  sinq> 


dt 
die 


\C^-B]w,tv,^'- 


sin  0 

cosq> 
sin  0 

d  V 
d(p  ' 


costi- -—   —cosfp  — - 

dtp       dif\  ^  eil 


COSO- r— • 

d(p       d^f , 


sin  t 


cfi 


Wir  wollen  nun   V  näher  entwickeln.     Es  ist 

} = ;j; !  1  - 1  r^.  ^-1 + y'.  y, + ^.  ^.) + (^yf". 

Die  Entwickelung  giebt  als  Glieder. 
O*"  Ordnung     1 

1*^'        r  (^)V',a-,+i/'.y,+z\r,) 

2'"    "      I (?:)' (-^'^ ^' + J'- ^' + *''' ^'^^ - 1 (ttT • 

Die  (ilieder  dritter  Ordnung  haben  wir  erfahrungsgemiiss 
nicht  in  Betracht  zu  ziehen. 

Da  der  Schworpunkt  als  Coordinatenursprung  gilt,  so  wirJ 
2Jv}Xi  =  0      £myi  =  0      Unij^i  =  0. 

Aber  auch  die  Deviationsmomente  verschwinden,  weil  di« 
Coordinatenaxen  mit  den  drei  Hauptträgheitsaxen  zusammenfalleik 
es  ist  also 
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^mXiyi  =  0      Zlmyigi  =  0      Smxigi  =  0. 

Sei  nun 

Smx}  =  y,(— Ä -\- B -^  C)    : 

also 
SO  wird 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Erde  nahezu  ein  Rotationskörper 
ist,  80  wird,  da  A^  JB,  C  und  r'i-von  q>^  4*t  0  unabhängig. sind, 

Diese  Gleichungen  ergeben  sich  aus  F,  wenn  man  B  =  A 
setzt.   .Wir  haben  aber  ■    •    •'      , 

oder  :  :      : 

xr'i  =  —  sin  ^  sin  0.  Xi  -\-  cos  if  sin  0  .  yi  -^  cosO  •  is\ 
demnach,  da  Xi^  yi,  Zi  von  9,  (9,  ^  unabhängig  sind, 

also  auch  >.   * 

89     ' 

so  dass 

•  dwt     ,    //^        ^s  stno)     8  F  8  F 

.   dw,        ,„         ..  cosa»     dV    ,     .       8 

^  ^77-  —  (^  —  ^)«',»'ä  =  —  -7-77  •  TT-  +  Sinqp  -: 
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962  Botirende  Bewegung. 

also 

ti?j  =  C!onst.  =  n. 

Die  Geschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  kleine  Axe  ist  dem- 
nach eine  Constante  und  muss  durch  die  Beobachtung  besümnt 
werden. 

Sodann  lassen  sich  die  beiden  ersteren  Gleichungen  schreiben 
wie  folgt: 

dt     ^    ^  '  stnO  öt  ^  dO 


4  rfwj        ,^        .V  cosw  dV  .      , 

dt         ^  '  s%n%  öi^  ■  ^ 


Setzt  man 

G  —  A 


r-      ^       n, 

so   lauten   die  beiden  Systeme   der  particulären  Lösang^n  der 
Gleichungen 

MO^  =  |$tnj>f  —  ricos'pt. 

Durch  Variation  der  Gonstanten,  indem  wir  — rr-  "oxA  -xr 

dt  ät 

bilden  und  in  die  obigen  Gleichungen  einsetzen,  erhalten  wir 
und  hieraus 


^  =  1.-/ 


1?  =  ijo 


A 


/>■ 


Wir  haben  nur  noch  ip  als  Function  von  t  zu  bestimmen. 

Wir  fanden 

d(p  =  tv^dt  —  cos  Od  ^, 
also  wird 
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In  Bezug  auf  die  numerische  Berechnung  verweisen  wir  auf 
ppolzer^s  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung,  I.  Bd.,  2.  Aufl.  Was 
ie  Anwendung  anbetrifft,  findet  man  das  Nöthige  in  Brünnow, 
phärische  Astronomie,  IL  Abschnitt.  Man  vergleiche  auch: 
ontecoulant,  Analytische  Theorie  des  Weltsystems,  d.  v.  Hart- 
lann,  IL  Bd.,  IV.  Abschnitt.  Der  Erste,  der  hierher  gehörige 
robleme  gelöst  hat,  war  d^Alembert,  „Recherches  sur  la 
recession  des  equinoxes^  (1749).  Grosse  Verdienste  hat  sich 
ach  Lagrange  (Mem.  de  Berlin  1780)  erworben,  indem  er  der 
3n  d'Alembert  noch  nicht  genügend  entwickelten  Theorie  der 
otationsbewegung  des  Mondes  die  nöthige  Schärfe  gab. 


§.  309. 

Meohanisolie  Reohnungen. 

Function:      I.  Diff.  II.  Diff.  lU.  Diff. 

/(o  —  210) 

Ha)  /•(«-'/.«')         i;.  /"•(«-V.«') 

/(«  +  «»)      ■'„)  T  ;;  ;.    /"(«  +  «') 

/(a-f2«)      /(«+V.«') 

Es  ist 

/■  (»  -  V, «)  =/(o)  - /(«  -  w) 

/"(«)  =/*(«  +  Vt»)  -f(a  -  V,w). 

Function:    I.  Summe  IL  Summe  IIL  Summe 

/(a_2.)        y^^_,/^^)  O^^  C„ 

Es  ist 

'f(a-y,w)  =  C^  +    f(a-2w) 

7(a  -  u;)      =  C„  4-  '/(«  -  'A  f) 

"'/(a  -  V,  u;)  =  C„.  +  7(«  -  «)• 


C,  (7„  C„,  sind  die  Integrationsconstanten. 


er 


^ 
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Es  ist 

+  1.2.3.4-^    ^">+     1.2.3.4.5     -^  ^"^ 
ff{a+nvi)dn  =  w  [{'/(o+g]  -  '/(o+i»)} 

+  Ä{/'(«  +  «)-/'(«+J')} 


.,.    '    ' 


24 

Specielle  Fälle. 

I.   Untere  Grenze:  a — V»**^*    (Integrationsconstant 


24-'   *■         /»""^T^  5760 

367 


967680 


r(a -«/,«•)+" 


(«) 
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•24 


5760 


Untere  Grenze:  (a). 


r{a-  v,w)  =  -  V,/(«)+^/'(«)-^/'"(«) 


na) 


60480*'    ^"^ 


12^  v--/  I   240  "^    '^      60  480 
IL   Obere  Grenze:  {a +  (i-|- 72)*^}  =^-  (Integralwerth.) 

ff(<P)d<p  =«  ly(a;)  +  l/(a;)-^r(a;) 

"^  967  680  -^  ^^^" 

X 


367 


193  536 


r(^)+ 


Obere  Grenze:     {a  +  ii<?}  =  y. 

y(»)-A/'(y)+^/"'(y) 


ff('P)dq>  = 


w 


12 


720 


191 
604b0 


r(y)+ 


ffn<p)d9'  =  «» {■7Cv)+^/(y)-2iö-^"(y) 


+ 


31 


60  480 
Für  w  wird  in  der  Begel  die  Einheit  genommen. 

Gewöhnliche  Interpolationsformel. 


r(y)- 


+ 


S(S  —  l)(8  —  2) 
1.2.3 


^»/(y)+ 


a(5— l)(»-2)(g  — 3) 
1.2.3.4 


^V(y) 
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/(y+«)=/(y)+«{^/(y)+^^{^V(y) 


§.  310. 

PeriodiBohe  Reilien. 
Sei 

dabei  wird  angenommen,  dass  y  eine  periodische  Function  mit 
der  Periode  k  darstellt. 
Sind 

yo  yi  .  •  •      y»-! 

Werthe  gegeben,  so  hat  man,  wenn 

3600 


gesetzt  wird, 


0  = 


«—1 


n 


po  =  ^^y* 


0 
Hon— l 


Pi  =-T  ^  ykcoskz 

fc-0 


2  *"""* 


gi  =  -^  2  yicSinJcg, 


allgemein 


k=«— 1 


J>f  =  ~  ^    yucosihis 

JbsO 


2*""^' 


3<  =  ~  2  y*^^'^**^' 


fe=i 


dann  wird 


ti,-  sm  üi  =  Pi 
Ui  cos  Ui  =  qi. 

Speciell  ist  für  n  =  5,  also  z  =  72^ 

Po  =  \U(yo  +  yi  +  y«  +  ys  +  Vi) 

Pi  =  V.>  [yo  —  (yi  +  ys)  cos  360  »^  (y^  4.  y*)  cos  720] 
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Wi  sin  Ui  =  Pi 
Ui  cos  Vi  =  gi 

y  =jpo  +  t*i  sin  (^1  +  720.  a;). 

Ist  dagegen  y  keine  periodische  Function,  so  wird  an 
die  Stelle  von  n  bei  n  gegebenen  Werthen  2n  —  2  gesetzt,  und 
es  wird 

,  3600  ,  ^     360»         , 

y  =  ^0  +  ^i^^  2n  — 2  ^  +  ^>^^^'2n— 2  ^+'" 

wobei  lio  tii  tis  .  . .  wie  früher  zu  berechnen  sind. 
Für  n  =  5  hat  man  z.  B. 

«0  =  Vs  {(yo  +  y*)  +  2(yi  +  y,  +  y»)} 
'       Wi  =  1/4  {(yo  -  »4)  +  2  (yi  -  ya)  cos  45«} 
^  =  VjRyo  —  2yi  +  y4)} 
W3  =  V4{(y  —  y4)  —  2(yi  —  ys)  cos  450}, 
und  es  wird 

y  =  14^^  -|-  Mj cos 450. a:  +  u^cos^O^.x  +  Wjcos  1350.0;. 

Für  w  =  6  hat  man 

«0  =  Vio{(yo+y6)+2(yi+ya+ys+y4)} 

Wi  =  VsKyo  — y5)+2(y.-y4)  cos 36o  +  2(y,-y3)cos 720} 
t*2  =  VsKyo  +  y^)  — 2(y,+y3)cos  36o+2(yi+y4)  cos  720} 

und 

y  =  Mjj  -|-  ti^  cos  360  .x-^u^  cos  720  a:. 

Für  u  =  1  hat  man 

«0  =  Via{(yo+ye)+2(yi  +  yj  +  y3+y4  +  y5)} 

^1  =  V6{(yo  — y6)  +  2(yi-y5)cos300-f  2(ya-y4)cos60o} 

t*2  =  VcKyo  — 2y3+y6)+2(yi— ya  — y4+y6)cos60o} 

y  =  Wo  -(-  Ml  COS 300. a:  _j_  ^  ^^5 60o.a;. 

NB.  y  stellt  nur  den  zvrischen  den  Werthen  y©  und  y„_i 
enthaltenen  Zweig  der  Function  dar. 
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§.311. 

Elllptisolie  Planetenelemente. 

I.  Wenn  nichts  Anderes  bemerkt,  gelten  die  Zahlen 
für  die  Epoche  1.  Januar  1850  mittl.  Mittag  Pariser 
Zeit  und  die  Ekliptik  =  1850,00  mittl.  Pariser  Zeit 

Es  bezeichne: 

L  mittlere  Länge, 
n  Perihellänge, 

M  mittlere  Anomalie: 

e  Excentricität: 

ff  e 

^  stnl' 

a  halbe  grosse  Axe  der  Bahn  =  mittl.  Distanz  (Erde  =  \V 

S  siderische  Umlaufszeit  in  mittleren  Sonnentagen, 

m  Masse,  jene  der  Sonne  =  1, 

i  Neigung, 

C  die  Mittelpunktsgleichung: 

C  =  t;  -  Jf, 

dmax  die  grösste  Mittelpunktsgleichung, 

Si  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 

t  in  Verbindung  mit  einem  Element:  Bewegung  in  einem 
Jul.  Jahre, 

j  in  Verbindung  mit  einem  Element:  Bewegung  in  100  Jul. 
Jahren  ä  365,25  mittlere  Sonnentage, 

d  scheinbarer    Durchmesser    des    Aequators    für    mittlere 
Distanz, 

D  wirklicher  Durchmesser  des  Aequators,  jener  der  Erde=l, 

V  Volumen:  Erde  =  1, 

Di  Dichte:  Wasser  =  1, 

G  Aequatorschwere,  jene  der  Erde  =  1, 

U  Rotationszeit, 

n  mittlere  siderische  Bewegung  an  einem  Tage, 

T  tropische  Umlaufszeit, 

Sy  synodische  Umlaufszeit, 
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™  o  f  1  •    X  }  Entfernung  von  der  Sonne  in  Mill.  Kilometern, 

Gr  E  grösste  \  v  ä 

Kl  E  kleinste/  "  '^      "    ^^^^    V  " 

/TZ  7)  kl  •    f    I    scheinbarer   Durchmesser,    gesehen    von    der 

Erde  aus, 
K  D  Durohmesser  des  Aequators  in  Kilometern, 
O  K  Oberfläche  in  Millionen  Quadratkilometern, 
O  S  Oberfläche  in  Oberfläche  der  Sonne  enthalten, 
O  -B  „  „  „  „    Erde  „ 

V  K  Volumen  in  tausend  Millionen  Cubikkilometern, 

V  S  Volumen  in  der  Sonne  enthalten, 
Jf  Masse  in  Erden  =  1. 

Sonnenelemente. 

(Leverrier,  Ann.  de  Par.  V,  p.  102.)' 

^o^n..,.o//e,     .    (1296027",6784^-f  0",00011073^a 
'      ^  t00  46'7",840J 


(61",6995e  +  0",0001823^2 
10  42'49",95j 


3r  =  2800  21'21",5    + 

tp  =  3459",28  —  0^08755 1  —  0",00000282 1^ 

e  =  0,0167708  —  0,0000004244  e 

C  =  (6918",30  —  0",17510  0  sinM 

+  72",508  sin  2  Jf  +  1",054  sin  3  ilf  +  0",018  sin^M 

C«a«=l«  55' 18,77 

ilf  (Nutation)  =  —  17",264  sin  Si  +  0",206  sin  2  ß 

—  0",204  sin  2  ([  —  1",264  sin  2  © 

([   und  O  sind  die  wahren  Längen  des  Mondes  und  der  Sonne. 
P>  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens. 

F^  =  [3,39619]  ^  sin  (([  -  Q). 

Zahl  in  der  Klammer  ein  Logarithmus, 
g,  Q  die  Parallaxen  des  Mondes  und  der  Sonne. 

O  =  L+  C  —  0",343  cosM-j-t  +  P^  +  Wirkung  der  Planeten. 
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B  =  1,00014063  —  0,0000000073« 

—  (0,01676927  —  0,00000043380  cosM 

—  (0,00014060  —  0,0000000073 «)  cos  2  3f 

—  (0,00000177  —  0,00000000010^08  33/ 

—  (0,00000003  cos4M-\ 

R  der  Radiusvector. 
E  =  230  27'31",83  —  0",47594t  —  0",00000149 «» 

9",23  cos  ß  —  0",090  cos  2  ß  +  0",089  cos  2  ([  +  0",548  cos  2  0 

E  die  Schiefe  der  Ekliptik. 

Sonne.  Erde, 

d  =  32'3",64  d  =  17",72 

D  =  158,558  D  =  1 

F==  1283  720  r=l 

Di  =  1,39  m  =  5,50 

G  =  27,625  ff  ==  1 

U  =  25^  4*  29«  U  =  23*  56«  4« 

GrD=  1956",5  n  =  3548  .  1927 

KID  =  1891",9  S  =  y  0,006374 

Z:  i)  =  1  386  690  tt  =  1,0000000 

0  JS:  =  6  041 000  T=  365,24  220 

F  ä:  =  1  396  160000  Gr  S  =  151,1 

0E=  11818  -K7S=  146,2 

E  M=  322800  K  D=  12756 

Oä:=  511 
0  S=  11818 
F  ^  =  1083 
F  5=1284800 


M  e  r  c  u  r. 

(Par.  Annalen,  t.  V,  p.  107,) 


I  ==  327. 15'  20-.4S  +  j'!!l?^^;.^'jj  +  0",000112ffl.. 


Q,  =     46»  33'   8",75  + 
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+  0",0000835  P 


e 
xL 

TtO 
<P 

C 


(1      


'max 


lini'4",3i 

0,20560478  +  0,04195 1  —  0,0000009 1^ 

700'  7",71    +  0",06314^  —  0",0000056f* 

4«>5'32",5573  =  14732,557 

0",153 

42409"03 

0",117 

(84373",889  +  0",08259  0  sin  M 

H-  (10731",81 5  +  0",02089  0  ^in  2  M     . 

-f  (1891",841  +  0,00551 0  sin^M 

+  (381",075  +  0",00150siw4Jf 

+  (82",548  +  0",00040  sin  oM 

+  18",716  siw  6  Jf  +  4",378  sin  7  Jtf  +  1",048  sinB^M 

4-  0",225  sin%M  +  0",063  sin  10 ilf  + 

230  40' 38,01  +  0,0851«  +  0,0000036  «> 


•  •  • 


m  —  1 :  (8  374  67 

Vi  ± 

1  7bö7e2 

(Harkness,  b.  l4Uj 

d  —  6",61 

(Am 

i.  1893) 

Gr  S—  69,4 

D  ==  0,373 

»         / 

Kl  S—  45,6 

V  —  0,052 

»        / 

GrE~  218 

Dt  —  6,45 

»        ) 

KIE  =  79 

G  —  0,439 

n         ) 

Gr  D  —  12",9 

Z7— ? 

KID  —  4",5 

0  —  0,3870987 

n          ) 

Z  2)  — 4816 

S  —  87^969258 

n          ) 

0  ftT—  73 

n  —  14732",4194 

0  5—82930 

T  =  87^,96843 

OE  —  0,14 

Sy  —  Qi  llö^^V* 

V  K—bi 

V  S—  238810000 
EM—  0,04 
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Venus, 

(Par.  Ann.,  t.  VI,  p.  95  sq.) 


L  =  2450  33'  u",70  + 


7C  =  1290  2ri4",5    + 


e  == 
C  = 


750  19'52",3    + 
0,00684331  - 


(^tnajB    


2106691",65043^  +  0",00011289e« 

1990  12'45",O428j 

49",462  *  —  0",000593  es 

10  22'26",2OOi 

32",890«  +  0",000151<« 

0»  54'  48",99  j 

0",11132 1  +  0",0000026  P 
30  23'34",83  +  0",04524e  —  0",00000156e« 
(2823",050  —  0,22264  e  +  0,0000052^2)  sinM 
+  (12",056  —  0,0019  Qsm  2  Jlf 

+  (0,071  —  0,00001  t)sin^M-\ 

00  47'3",08  —  0,2227  e  +  0,00104 1« 


m  —  1  :  (^4Uö»e!: 

>  ±  1 

ö^4:j  (tiarKi 

less,  ö.  i4u; 

zL  —  l'>36'7",8074  — 

5767",8074 

TW  —  0",135 

m 

<p  —  141 1"53 

t  ß  —  0",090 

d  —  17",55 

(Ann 

i.  1893) 

Gr  S=  108,3 

D  —  0,999 

71               ) 

Kl  S—  106,7 

V  —  0,975 

J9               ) 

Gr  E—  257 

Di  —  4,44 

T)              ) 

J£7^  — 40 

G  =  0,802 

n          ) 

Gr  B  —  65",2 

?/— ? 

KIT)  —  9",5 

a  —  0,7233322 

( 

n          ) 

KD  —  11969 

S  —  224,700787  ( 

n          ) 

0  JT— 450 

n  —  5767",669S 

OS—  13410 

T  —  224,69544 

0  E  —  0,88 

Sy  —  y  218"  16* 

F  ü:  =  898 
F  S  —  1  553  ^ 
EM—  0,78. 
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Mars. 

(Par.  Ann.,  t  VI,  p.  309  8q.) 


,     „         .    f68910r,Ö5375^  +  0",0001134U« 
=    830  4O'31",33  +  {g^,^^,;_^,,3^^.-^ 


Ä  =  333»  ir  53",67  + 

Si  =    48<'23'53",1    -f 

e  = 

i  = 

tL  = 

TIC  = 

9>  = 

tß  = 

C  = 


Lfmaeß    — — 


66",242U  +  0",00012093  f  2 
10  50'24",21j 

27",992f  —  0",000217f« 

46'  sr,2j 

0,09326113  +  0",19679*  —  0",00000252  ^^ 
10  5'2",28  —  0",0243U  +  0",00000945  ^^ 
0'>31'26",6559  =  1886",6559 

0'M81 

19236"51 

0",08 

(38431",227  +  0",39229  Q  sm  Jf 

+  (2235",381  +  Ö",04560sm2J!f 

+  (180",279  +  0",0055 1)  sin  SM 

+  (16",614  +  0",0007 1)  sin  4M 

+  1"647  sm5Jf  +  0",17rs«n6Jf  4-  0",02  sinlM 

10041' 51",5 


d  =  9",35               (Ann,  1893) 

Gr  S  —  247,6 

i)  — 0,528                (        „ 

Kl  S  —  205,4 

F- 0,147                (        „ 

ör  j&  —  396 

Di  —  3,91                 (        „ 

KIE  —  Ö7 

0  =  0,376                (        „ 

.  Gr  D  —  2&",6 

U  =  24»  S?»*  23*       ( 

ÄiD  — 3",5 

a  —  1,5236913        (        „ 

KD  —  6745 

S  —  1-''321<',729646  (        „ 

Oü:—  143 

n  —  1886",5184 

0  S  —  42  330 

T  —  686,92972 

*      OE  —  0,28 

Sy  —  ü  48"  23» 

V  «-^161 
FS  — 8709000 
EM—  0,11 
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Jupiter. 

(Par.  Ann.,  t.  XII,  p.  29  sq.) 
Epoche  1800,  Jan.  1,0  mittl.  Pariser  Zeit. 


L=  1600    1'10",26  + 


fl09306",87213^  +  0",00012138f* 


;r=    110  54'58",41  + 


m 

tL  = 

zx  = 

f>  = 

d  = 
D  = 
F  = 
IH  = 
G  = 

a  := 
n  = 

S  = 

T  = 

Sy  = 


98"'56'17",0    + 


156»18'7",213i 

57",90321 «  -|-  0",00036196<» 
l<'36'30",321i 

36",36617«  +  0",00013140<» 
l»0'36",617j 

9952",60  +  171",883  ±^  -  2",395  (X)^ 

0,0482520  +  0,0000016678 1 

P18'41",37  —  0",2052«  +  0",35  (^V 

00  4'59",2659 

0",159 

9952"66 

0",100 

50  31'45",32  +  0",68752< 


196",00 

11,061 

1279,412 

1,33 

2,261 

9^»  55"»  37» 

5,202800 

299,1284 

IP"  314^838171 

4330,5936 

P' 33*15'^ 


Ann.  1893 


79 
7) 

n 


Gr  S=  810,6 
Kl  S=  735,6 
Gt  E=  959 
Kl  E=  587 
Gr  D  =  50",7 
KID  =  30",8 
JK^  D  =  143  757 
0  K=  61963 
0/8  =  97 
0  E=  121,2 
V  K=  1450430 
F  S  =  962 
E  M=  308 
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S  a  t  a  r  n. 

•    (Par.  Ann.  XII,  p.  46  ssq.) 

Epoche  1800,  Jan.  1,0,  mittl. 

Par.  Zeit. 

L  —    140  52'  28",30  + 

44046",30321  <  +  0",000116598<* 
143«  30'  30",321  j 

a  —    900   6'  56",7    + 

(70",41338<  + 
l«57'21",338i 

0",00028008  P 

ß        112020' 53",0    +flW94*- 

~  |0»52'19",594i 

0",00004796 1* 

c  —  0,0560717  —  0,0000034276  < 

9  —  11565",62        353",20  (^       3' 

■■-  (4)' 

/  —  2»29'39",80       0",14002«        l"'*!  (^iJnV 

tL  — 0«2'0",5922 

■^vr  vVf/ 

rar  —  0",192 

zQ>  —  0",086 

?«.  —  6»25'31",24  —  1",41280< 

d  —  164",77              (Ann.  1893) 

Gr  S—  1497,3 

D  — 9,299                  (        „        ) 

Kl  S—  1338,3 

F— 718,883              (        „        ) 

Gr  E—  1646 

D»  —  0,70 

KIE—  1190 

G  — 0,892                  (        „        ) 

Gr  D  —  20",6 

ü— 10*14'»24'         (        „        ) 

KID—  14",9 

0  —  9,538861             (        „        ) 

KD—  119075 

n  —  120",4547           (        „        ) 

OJS:— 41296 

8  —  29>  166,986360  (        „        ) 

0  iS  —  146 

T  —  10746,9487 

0  E—  80,8 

8y  — 1112^20» 

K  JC  —  789  120 

^ 

V  8—  1769 

i;jtf  —  92 
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Planetenelemente. 


L  = 


Uranus. 

(Par.  Ann.  XIV,  p.  2  BBq.)    , 
Epoche  1850,00,  mittl.  Par.  Zeit. 

.    (1.5475",11138f  +  0",000106864e2 
2«*l^'^^'«^  +  l690  51'51",138r 


3r  =  1700  50'   r\\    + 
ß  =    730  13'54",4    + 


q>  = 

e  = 

tL  = 
r»  = 

d  = 

V  = 
IH  = 
G  = 
ü  = 
a  = 
n  = 
S  = 
T  = 
%*= 


53",4582  «  —  0",00008270 1* 

l«29'5",82j 

18",0570<  +  0",0004276<* 

30«  5",70  j 

0»  46'  19",72  4-  0",01732 1  +  0",00001412  <» 
9558",59  —  0",05469<  +  0",00000164«» 
0,0463592  +  0,0000027387 1 
5»  19'  26",1  —  0,10938 1 
42",36854 
0",14636 
0",04944 
75",02 
4,234 
69,237 
1,07 
0,754 


^  ■ 


19,18329 

42",2310 

84^7,39036 

30588,90 
p  4*17/1 


Ann.  1893 


w 


n 


n 


Gr  S=  2983,5 
Kl  S=  2719,1 
Or  E  =  2132 
Kl  E  =  2570 
GrD  =  4",7 
KID  =  3",9 
KD  =  bdin 
0  K=  10407 
0  S  =  589  . 
0  E=  20,5 
F-S:=  99830 
V  S—  14  290 
E  Jf=  15 


Planetenelemente. 
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Neptun. 

(Par.  Ann.  XIV,  p.  42  ssq.) 
Epoche  1850,00,  mittl.  Par.  Zeit. 


L  =  3340  33'  28",89  + 
n=    450  59'43",1    + 


7915",89825f  +  0",00011162«2 
219»53'9",825j 
5r',12675^  +  0",0001334^« 
1^25'12",675i 


ß 


,«^     .,..„        .      39",56306^  +  0",0000835t« 
=  130»   6'25",1    +1       '       ,       T 

~  [lo5'56",306j 


t  =  l»*?"-«",!»  —  l 

r',34a7u  t  -\~  u",w> 

UUU464  P 

tf)  =  1849",09  +  0",01170« 

e  —  0,00896425  +  ( 

),00000005672 1 

xL  —  21",67255 

xn  —  0",13998 

xSi  —  0",10834 

d  =  67",29 

(Ann,  1893) 

Gr  S  —  4506,5 

D  =  3,798 

\          n          ) 

Kl  S  —  4429,6 

V  —  54,955 

\          n          ) 

GrE—  4656 

Di  =  1,65 

\.          n          ) 

KIE—  4281 

G  —  1,142 

\          n          ) 

Qr  D  —  2",7 

U—  .  .  . 

y          yi         ) 

iti  i)  —  2",4 

o  —  30,05508 

\          r)         ) 

Ä"Z)  — 54979 

n  —  21",5350 

v          »         / 

0  Z"  —  9493 

S—  164i  280,11316 

K          n          ) 

0  S  —  635 

T  —  59804,81 

OE—  18,6 

8y  —  1>2<'6* 

F7f  — 87002 
V  S—  16016 
£Jif—  16 

Elemente  der  Satelliten. 

In  den  nachstehenden  Tafeln  ist  die  halbe  grosse  Axe  a  der 
Satellitenbahn  stets  ausgedrückt  in  Einheiten  des  halben  aqua- 
torealen  Durchmessers  des  Planeten.    Ebenso  gilt  für  die  Masse  m 

L&skft,  mathem.  Formelnsammlung.  Q2 
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Elemente  der  Satelliten. 


I 

als  Einheit  die  Planetenmasse.  Alle  Elemente  beziehen  sieb  aul 
die  Ekliptik  als  Fundamentalebene.  E  giebt  die  mittlere  Em^ 
fernung  in  geographischen  Meilen. 

Die  nicht  angegebenen  Elemente  sind  so  klein,  dass  sie  sieb 
der  Beobachtung  entziehen.  Die  Sterngrössen  S^  sind  nacli 
Pickering  gegeben.  Der  Durchmesser  D  ist  stets  auf  50  geoj 
graphische  Meilen  abgerundet. 


Satelliten  des  Mars. 


Name 

PhoboB 

Deimos 

Entdecker 
Datum 

Asaph  Hall 
17.  August  1877 

Asaph  Hall 
11.  August  1877 

Aequinoctium  und  mittlere  £kliptik  187&0 
Epoche  1877,  August  28,0 

L 

ft 

(Ü 

3190  41',6 

820  ^rß 

40 13',9 

260  i7f^2 

380 18',7 
850  34',4 
.S570  58',4 
250  47',2 
0.00574 

■ 

t 

e 

0,08208 
2,771 
7*  39«  15*,1 

a 

6,921 
Id  6^  17*  54*,0 

T 

1 

Satelliten  des  Jupiters. 


Entdecker 
Datum 


Galilei 
7.  Jan.  1610 


II 


Marius 
8.  Jan.  1610 


III 


Galilei 
7.  Jan.  1610 


IV 


Galilei 
7.  Jan.  1610 


Aequinoctium  und  mittlere  Ekliptik  1850,0 
Epoche  1850,  Jan.  0,0 


Bsn 
9.  Sept 


L 

00     .   •   .    . 

CO  ....     . 

t 


1460  43/  f^ff 

335045'  0" 


20   8'   3" 


a 
T 

VI 

E 
J) 


5,933 

ldi8Ä27»»*33«,51 

0,000016877 

56,000 

500 


140  20'   6" 
3360  55' 16" 


10  38' 57" 


9,439 


370   7' 33" 

3410  30'  23" 

2350 18'  32" 

10  59'  53" 

0^001316 

15,057 


3^  ISh  13»H42»,05  7d  3*  42«  33«,39 


0,000023227 

90,000 

450 


0,000088437 

143,000 

750 


1640 12*  59" 
3440  56'  46" 
2660  4(y  56" 

1057'  0" 

0,007243 

26,486 

16*1 15*32«  llv20;il* 

0.000042475 

252,000 

650 


Elemente  der  Satelliten. 
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Satelliten  des  Uranus. 


Name 

Ariel 

ümbriel 

Titania 

Oberon 

Entdecker 

Lassel 

Lassei 

W.  Herschel 

W.  Herschel 

Datum 

24.  October  1851 

11.  Januar  1787 

Aeqainoctiam  und  mittlere  Ekliptik  1850,0 
Epoche  1871,  December  31,0 

L 

a 

U} 

• 

t 

e 

a 

r  .  .  .  .  :  . 

E 

s 

1530    1' 

1670  20' 

i960  26' 

970  58' 

0,020 

7,72 

2dl2Ä29«21»,l 

28,000 

16 

2750    9' 

1640    6' 

1580  33/ 

980  21' 

0,010 

10,76 

id  Sh  27«  87»,2 

38,000 

17 

200  26' 
1650  32' 

930  33' 

970  47' 

0,00106 

17,65 

8Ä16*56»»29»,5 

63,000 

14 

3080  21' 

1650  17' 

1490  40' 

97054' 

0,00383 

23,60 

13diiÄ7m6»,4 

84,000 

14 

Satellit  des  Neptuns. 

Entdecker:    Lassei,  am  10.  October  1846. 

Epoche  1874,  Januar  0,0,  mittleres  Aequinoctium  1874,0. 


L 

e 


2720  4' 
1840  30' 
1840 
1450 
0,0088 


a 

T 

E 

S 


14M 
5d  21*  2«  44»,2 

47,000 

14 


Elemente  des  Saturnringes. 

Aequinoctium  und  Epoche  1880,0  (nach  B  es  sei) 

ß  =  1670  55'   6" 
i=    280 10' 17". 
Rotationsdauer  (nach  Herschel): 

10*  32«*  15*. 
Masse  (nach  Tisserand): 

1 


620 


der  Saturnraasse. 


Halbmesser  des  Saturns  ist  =  1  gesetzt. 


62* 


980 


Elemente  der  Satelliten. 


Aeusserer  Halbmesser  des  äusseren  Ringes    . 

.    2,229 

Innerer               «            »          n            n        ■ 

.     1,962 

Aeusserer            „            „    inneren        „ 

.     1,916 

Innerer               »            »          »            »        • 

.     1,482 

Satelliten  des  Saturns. 


1 


Käme 

'■ 

Entdecker 
Datum 

Aequinoctium 
Epoche 

L 

Sl 

CÜ 

i 

f 

u     «      •       •      •      •      ■ 

T 

m 

E 

S 


Minas 


W.  Her»chel 
18.  Juli  1789 


1889,0 
1889,  März  81,0 


EnceladuB 


W.  Uerschel 
29.  Aug.  1789 


1889,0 
1889,  März  28,0 


Thetis 


J.  D.  Cassini 
21.  März  1684 


1889,0 
1889,  März  17,0 


Dione 


J.  D.  Cassini 
21.  März  16.M 


1889,0 
1889,  Sept  1  •» 


840  56' 

2560 17/  24" 

1650,0 

1670  56'  30" 

8000 

1220  28' 

270  36' 

280  7'   0" 

0,016 

0.0047 

3,10 

8,98 

Od  22^  37«  5» 

1^8*  53»  7* 

0,00000009 

0,00000025 

25,000 

32,000 

13 

12 

1880   4' 48" 
1660  7' 24" 

280  40' 12" 
•   ■•«•■ 

4,93 

Id  21*  18«  26» 

0,00000130 

40,000 

11 


560  45'  S" 
1670  40*  0" 
2700  50' 
270  58'  36" 
0.00396 
6,31 
2d  17*  41»  9' 
0,00000189 
51,000 
12 


Name 


Entdecker 
Datum 


Aequinoctium 
Epoche 


Rhea 


Titan 


Hyperion 


J.  D.  Cassini 
23.  Dec.  1672 


1881,0 
1881,  Nvbr.  0,0 


Hnygens 
25.  März  1655 


1881,0 
1881,  Nov.  0,0 


G.  P.  Bond 
16.  Sept.  1848 


1875,0 
1875,  Oct.  28,0 


Japetos 


J.  D.  Cassini 
26.  Octbr.  m 


1874,0 
1874,  Sept.  3.0 


L 

Sl 

€ 

a 
T 
m 
E 

S 


1980  21'  39" 

1680  29*51" 

610  22' 53" 

270  54'  27" 

0,00364 

8,86 

4^12*  25m  11,6» 


70,000 
11 


2340  10*  34" 

1680   9' 35" 

102031' 11" 

270  38'  49" 

,0,029869 

20,48 

15<i  22Ä  41»«  23* 

164,000 
9,5 


1740  3(y^4 

1680   9/^9 

30  42'.6 

270  4',8 

0,11885 

25,07 

21<J  e*  39«  37» 

199,0 
14 


3330  14',9 

1420  4(y,l 
2050  20',0 
180  3i',5 
0,02957 
59,08 
79d  7*  54«  1 ' 
O,OÜOO10(X^ 
467,000 

12 


Kometenelemente. 


981 


Tafel  der  wichtigsten  periodischen  Kometen. 


^Jatyia 

Side- 
rieche 

Epoche 

Perihel- 

Aphel- 

Excen- 

Umlaufs- 
zeit 

Periheldarcbgang 

distanz 

distanz 

tricitat 

Encke  .... 

3,308i 

1891,  Oct.  17. 

23*40« 

0,340472 

4,094892 

0,8464737 

Tempel    .   .   . 

5,211 

1889,  Febr,  2. 

2 

25 

1,386604 

4,665448 

0,5521000 

Brorsen   .   .   . 

5,456 

1890,  Febr.  24. 

2 

31 

0,587759 

6,610377 

0,8103434 

Tempel -Swift 

5,534 

1891,  Nvbr.  14. 

23 

0 

1,066604 

6,170878 

0,6527024 

Winnecke   .   . 

5,818 

1892,  Juni  30. 

21 

26 

0,886422 

5,583128 

0,7269710 

Tempel    .   .   . 

6,507 

1885,  Sept  25. 

17 

37 

2,073322 

4,897332 

0,4051283 

Biela     .... 

6,687 

1852,  Sept.  23. 

17 

14 

0,860161 

6,167319 

0,7552007 

Biela     .... 

6,629 

1852,  Sept.  22. 

22 

51 

0,860592 

6,196874 

0,7651187 

D' Arrest  .   .   . 

6,691 

1890,  Sept.  17. 

11 

50 

1,324042 

5,777760 

0,6271261 

Wolf    .... 

6,821 

1891,  Sept.  3. 

11 

21 

1,592851 

5,600583 

0,5571376 

Faye     .... 

7,566 

1881,  Jan.  22. 

16 

7 

1,738140 

5.970090 

0,5490171 

Tuttle  .... 

13,760 

1885,  Sept.  11. 

3 

35 

1,024728 

10,469624 

0,8215436 

Pons- Brooks  . 

71,48 

1884,  Jan.  25. 

19 

3 

0,77511 

33,67129 

0,9549960 

Olbera  .... 

72,63 

1887,  Octbr.  8. 

10 

0 

1,19961 

33,61592 

0,9310877 

Halley  .... 

76,37 

1835,  Nvbr.  15. 

0 

15 

0,58895 

35,41121 

0,9672807 

Perihellänge 

a 

• 

1 

Aequinoctiam 

Epoche  der 
Osculataon 

158«  38'  46" 

3340  41'  27" 

12<>  54'  58" 

1891,0 

1891, 

Mai  31. 

306 

8    3 

121 

9  17 

12 

45    5 

1890,0 

1891, 

Febr.  10. 

116 

23  10 

101 

27  34 

29 

23  48 

1890,0 

1890, 

Febr.  24. 

43 

14  16 

296 

31  15 

5 

23  14 

1891,0 

1891, 

Novbr.  15. 

276 

11     9 

104 

4  59 

14 

31  32 

1890,0 

1892, 

Jan.  26. 

241 

21  50 

72 

24    9 

10 

50  27 

1885,0 

1885, 

Sept.  19. 

109 

5  20 

245 

49  34 

12 

33  28 

\      1852,0     1 

1852, 

Sept.  23. 

108 

58  17 

246 

58  29 

12 

33  60 

1862, 

Sept.  23. 

319 

14  34 

146 

16  32 

15 

42  41 

1890,0 

1890, 

Febr.  26. 

19 

11  88 

206 

22  29 

25 

14  33 

1891,0 

1891, 

Juli  10. 

50 

48  47 

209 

36  25 

11 

19  40 

1880,0 

1881, 

Jan.  13. 

116 

28  59 

269 

42    1 

55 

14  23 

1890,0 

1885, 

Juli  11. 

93 

20  48 

254 

6  15 

74 

3  20 

1880,0 

1883, 

Sept.  3a 

149 

45  47 

84 

29  41 

44 

33  53 

1887,0 

1887, 

Octbr.  8, 

165 

48  48 

55 

10  15 

162 

15    7 

1835,0 

1 

1835, 

Novbr.  15. 

982 


StemschDuppen. 


Periodische  Sternschnuppen. 


Elemente 

Peneiden 

ß 

138»  16' 

■ 

64«   3' 

X 

343«  38' 

« 

0,9643 

Radiant    ^ 

440 
+  56» 

Elemente 

Leoniden 

Q, 

231«  28' 

• 

17«  44' 

n 

56«  25' 

i 

0,9873 

Radiant 

d 

149« 

+  23» 

Elemente 

Andro- 
meniden 

ß 

246»  0' 

• 

t 

12»  0' 

7t 

110»  7' 

a 

0,8472 

Radiant 

\8 

25» 
+  43» 

i 


1 


I 


Komet 
1862 III 

Th&tig  um 

1370  27' 

9.  bis  II.  August 

660  20' 

344041' 

0,9626 

iy  Persei 

Komet 
18661 

Thätig  um 

23m6' 

13.  bis  14.  November 

170 18' 

600  28' 

0,9705 

i  Leonis 

Komet 
1852  III 

Thätig  um 

2460   8' 

27.  November, 

12033' 

Reste  des  Biela 'sehen 

1090  25' 

Kometen 

0,8606 

• 

y  Andromedae 

§.  312. 

Mondelemente. 

(Hansen,  Tables  de  la  Luue.) 
Epoche  1800,0,  Januar  0^  mittlere  Greenwicher  Zeit. 

130 10'  35",0286  r      1 12",557  f«,  Hansen, 
3070  53'39",61j   ""  |  8",82^»,     Newcomb. 
6'  41",056  r  ^  |38",577  («,  Hansen, 

1090 3'  2",46i       "" |s9",499 ^«,  Delaunay. 


L  =  3350  43'26",7   + 


3r  =  2250  23'  53",06  + 


ß  = 


330 16' 31"  15 -P'^^''^^"  +!  ^"•^^^^''  ^^"^'"' 

'  ll340  8'59",61j     ^l  6"  778 f»,  Delaunay 


Mondelemente.  983 

r  heisst  die  Bewegung  an  einem  Tage, 

^        „       „  ^         in  einem  julianischen  Jahre, 

>        „       „  „in  100  julianischen  Jahren. 

«  =  0,054899720  ]        ^  „     i 

.     ..  >  nach  Harkness. 

*  =  5«8'43",3546j 

Mondparallaxe  =  57'2",54216  ±  0",12533. 

Mittlere  Monddistanz  von  der  Erde: 

60,269315  ±  0,002502  Erdradien 

384396,01  ±  15,958  Kilometer. 
Mondmasse:       1  :  (81,068  ±  0,238). 

Lietztere  Werthe  sämmtUch  nach  Harkness. 

Man  unterscheidet: 

1)  den  siderischen  Monat  =  Zeit  von  einer  Conjunction 
des  Mondes  mit  einem  Fixstern  zur  anderen: 

27^7*  43m  ip^545  _  27^,3216614; 

2)  den  tropischen  Monat  ==  die  Zeit  von  einer  Conjunc- 
tion des  Mondes  mit  den  Aequinoctialpunkten  zur  anderen: 

27*  7*  43"*  4»,7  =  27,321582; 

3)  den  anomalischen  Monat  =  die  Zeit  von  einer  Erd- 
nähe zur  anderen: 

27d  13h  18m  37.^44  _  27^554600; 

4)  den  Drachenmonat  =  die  Zeit  von  einem  Knoten  zum 

anderen : 

27**5*5~35',81  =  27^,212220; 

5)  den  synodischen  Monat  =  die  Zeit  von  Neumond  zu 

lleumond : 

29*12'»  44"»  2',684  =  29*,5305884. 


Mondungleichheiten  (nach  Airy): 

Maximum  der  Mittelpunktsgleichung 
„  „    Evection  in  Länge     . 

n  n  n         n  Breite  .    . 

„  „    Variation  in  Länge 

„  „  „         „   Breite    . 

„   jährlichen  Glcichimg 
„    parallaktischen  Gleichung 


7» 


60 17'  19",06 

10  16'27",Ol 

8'  57",37 

39'  30",70 

33",44 

11'   9",00 

2'   4",70 


1 


984  Mondelemente. 

Scheinbare  Monddurchmesser: 

Mittel        31'  8",18 

Maximum  33'33",20 

Minimum   29'23",65. 
Wahre  Durchmesser  =  3482  Kilometer.   ' 
Neigung  des  Mondäquators  gegen  die  Ekliptik  L  ^  ^^,  /H^rtwiß^ 

Cyklusperioden.    Sei  J  das  julianische  Jahr, 

S  der  synodische       Monat, 


A    „    anomalistische     „ 
D    jj    draconische  „ 


19/=  6939V5^ 
235  S  =  6939^69 
262  A  =  6943V6 
251  S  =  7412**,18 
269^  =  7412M9 


metonischer  Gyklus 


anomalistischer  Gyklus. 


Die  von  der  Sonne  abhängigen  Störungen  der 

Mondlänge. 

(Die  Coeffioienten  nach  Delaunay,  die  übrigen  Werthe  nach  Uarkness.) 

Sei  6i  die  Excentricität  der  Erdbahn : 

d  =  0,016771049, 
e   die  Excentricität  der  Mondbahn: 

e  =  0,054899720, 
/  die  Neigung  der  Mondbahn  und 

y  =  sin  Vj  I' 

7=  5ö8'43",3546 

y  =  0,044886793, 

l    die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 

g  Abstand   des  aufsteigenden  Mondknotens  vom  Mond- 

perigaeum, 
h  die  Knotenlänge  des  Mondes, 
a  halbe  grosse  Axe  der  Mondbahn  =r  60,31845, 

4  =  0,00255878  für  a'  =r  1  =  -, 

V  die  mittlere  Anomalie  der  Sonne, 
g'  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 


Mondelemente.  985 

die  Länge  des  £2 -Knotens  der  beweglichen  Ekliptik,  bezogen 
auf  die  fixe  Ekliptik  der  Anfangsepoche, 

27,321661 Dauer  des  siderischen  Monats  0  074fi0133 

365,25637       Dauer  des  siderischen  Jahres  '  * 

'=9  +  1. 

*  ist  der  mittlere  Abstand  zwischen  Sonne  und  Mond, 

'  ist  der  mittlere  Abstand  des  Mondes  vom  aufsteigenden  Knoten 
der  Mondbahn. 

Mondlänge. 


,     f      /o         27    .       ,   27    .    \  2925    ,        ,   ,  735 

776",3        7",0  2",6  5",3 

,    456  943    ,        ,    ,    1261         ^    ,    142817 
+  -512-  «'«1»»»  +  -^  e,m^  +  -^g-  e,m» 

3",9  .34",1  12",1 

,    3  257  665         .\    .   , 

+  -376-'>*"r*"^» 

3",4 
(Jährliche  Gleichung) 

L  r/       3     ,    .    75   A        1    /ll    ,    1101    ,       47     \     , 

23",3      218",0         1586",9      59",8  6",8 

/  ,    59    ,    64271    A     ,    ,    893     ,    ,    2855     ,1     .   „  „ 

424",4       16",3  80",1  12",8 

(Variation) 

1    f/15         .    ,  ,        ,263       ,   ,   48217       ,   ,    1880537      , 

3176",4     10",2  1041",5  297",5  72",3 

.    130463  405      ,1     .    ,.  „        ,, 
+     221184     «"")^^>»(2^-Q 

15",6 
(Evection) 
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(15  93     ,       6887     ,       137197     ^1  a     .    ^ 

74",0         34",3  11",9  4",4 

(Parallaktische  Gleichung) 

22639",!  777",0  2",6 


+  il ''} '' 


sin  31 -\-  |—  e* 


sin  4 1 


37",0  2",0 

(MittelpunktsgleichuDg) 

Der  Goefficient  der  parallaktischen  Ungleichheit 

(Lapl.  Mec.  Cel.,  t.  UI,  p.  251.) 

In  Länge: 

19  .    A—y^CD^    . 

—  -TT  * -^ 7  sm  8  COS  a: 

2  g  —  1      o>  ' 

dabei  ist: 

A  die  Abplattung  des  Erdkörpers, 

C  =  0,0034672  die  Constante  der  Centrifugalkraft, 

D  =  Aequatorradius, 

a  =  der  halben  Axe  der  Mondbahn, 

£  =  Schiefe  der  Ekliptik. 

Vergl.  Helmer t,  Höhere  Geodäsie  U,  S.  468. 


§.  313. 

Tafel  einiger  Constanten. 

(Nach  HarknesB,  On  the  Solar  parallax.    Washington  1891.) 

Aequatorialhalbmesser  der  Erde:  a  =  6  377  972  ±  124,8 w. 
Polarhalbmesser  „  „  6  =  6  356  727  ±  99,1  w, 
Erdquadrant .       10001816  ±  125,1  w, 

^^P^^**^^« ^  =  300,205^j=  2,964- 

Excentricität ^Lll?!!  =  0,006651018, 


j 


GoDstanten.  087 

Mittlere  Erddichte      .    .    .    .    =  5,576  ±  0,016, 
„       Oberflächendichte      .    =  2,56    ±0,16. 
Trägheitsmomente  der  Erde: 

^  ~  ^  =  0,00326521 

C—  A  =  0,001064767 -Ba« 
A=B  =  0,325029  Ea^ 
C=  0,326094  JE  a». 
E  ist  hierbei  die  Masse  der  Erde. 
Länge  des  Secundenpendels : 

l  =  (0,990910  +  0,005290  sin^(p)m. 
Gravitation : 

g  =  (9,779886  +  0,052210  sin^(p)m. 
Sonnenparallaxe : 

p  =  8",80905  +  0",00567, 
lamit  die  mittlere  Distanz  der  Erde  von  der  Sonne: 

149  340870  ±  96171km. 
Aberrationsconstante : 

a  =  20",45451  ±  0",01258. 
Lichtgleichung: 

=  498^,00595  ±  0',30834. 
Lichtgeschwindigkeit : 

=  299877,64  ±  80,019  km/s 
Gauss'sche  Constante: 

k  =  0,01720209895 
logk  =  8,2355814414  —  10 

log  V'  =  log  -JL^^  =  3,5500065746. 
^  ^  sin  1"         ' 


988 


Tafeln. 


I.   Tafel  der  Schiefe  der  Ekliptik. 


Jahr 

E 

Jahr 

E 

1700 

230  28'  43,18" 

1860 

23»  27'  27,07" 

1710 

38,43 

1870 

22,31 

1720 

33,67 

1880 

17,55 

1730 

28,92 

1890 

12,79 

1740 

24,16 

1900 

8,08 

1760 

19,41 

1910 

8,27 

1760 

14,66 

1920 

26'  68,51 

1770 

9,90 

1980 

63,75 

1780 

6,14 

1940 

48,99 

1790 

0,38 

1950 

44,23 

1800 

27'  65,62 

1960 

39,46 

1810 

50,87 

1970 

34,70 

1820 

46,11 

1960 

29,94 

1830 

41,36 

1990 

26,18 

1840 

36,59 

2000 

20,42 

1860 

81,83 

Tafel  IL 


Abnahme  für 


1  Jahr 

2  Jahre 

3  « 


4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


ff 
ff 
ff 


ff 
ff 


—  0,48" 

—  0,95 

—  1,43 

—  1,90 

—  2,38 

—  2,85 

—  3,33 
-3,81 
-4,28 

—  4,76 


.  IIL    Tafel  der  Mittelpunktsgleichung. 

Mittlere  Anomalie  =  Jtf,  Mittelpunktsgleichang  =  C 

(Siehe  Sonnenelemente.) 


M 

M 

C 

M 

M 

C 

00 

360» 

00  0'  0,0" 

1000 

2600 

10  53'  7,5'' 

10 

350 

0  20  26,7 

110 

250 

1  47  34,0 

20 

340 

0  40  13,7 

120 

240 

1  38  48,6 

30 

330 

0  68  43,0 

130 

230 

1  27  8,9 

40 

320 

1  15  19,3 

140 

220 

1  12  56,5 

50 

810 

1  29  31,7 

150 

200 

0  56  37,4 

60 

300 

1  90  45,2 

160 

190 

0  38  40,5 

70 

290 

1  49  7.1 

170 

180 

0  19  37,1 

80 

280 

1  53  57,1 

180 

170 

0  0  0,0 

90 

270 

1  56  17,3 

Tafeln. 
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IV.    Tafel  für  JL  und  /Itc  mit  dem  Argument: 

(L  und  TT,  siehe  Sonnenelemente.) 


Tag. 


Tag 


JL 


Jn 


Stande 


JL 


Jn 


1 
2 
8 

4 
5 

6 

7 

8 

9 

10 

20 
30 
40 
ÖO 
60 
70 
80 
90 

100 
200 
SOO 


00  59'    8,33" 

1  58  16,66 

2  57  24,99 

3  56  33,32 

4  55  41,65 


5 
6 
7 
8 
9 

19 
29 
39 
49 
59 
68 
78 
88 

98 
197 
295 


54  49,98 
53  58,31 
53  6,64 
52  14,97 
51  23,30 


42 
34 
25 
16 

8 


46,61 
9.91 
33,22 
56,52 
19,82 
59  43,13 
51  6,43 
42  29,74 

33  58,04 

7  46,08 

41  39,12 


Minote 

Secunde 

JL 

JL 

1 

2,46" 

0,04" 

2 

4,93 

0,08 

3 

7,39 

0,12 

4 

9,86 

0,16 

5 

12,32 

0,21 

6 

14,78 

0,25 

7 

17,25 

0,29 

8 

19,71 

0,33 

9 

22,18 

0,37 

10 

24,64 

0,41 

20 

49,28 

0,82 

30 

1'  13,92 

1,23 

40 

1  38,56 

1,64 

50 

2  3,21 

2,05 

0,2" 

0,3 

0,5 

0,7 

0,8 

1.0 

1,2 
1,4 

1,5 
1,7 

3,4 

5,1 

6,8 

8,5 

10,1 

11,8 

13,5 

15,2 

16,9 
33,8 
50,7 


1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
10 

11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

19 
20 
21 
22 
23 
24 


2*  27,85" 
4  55,69 
7  23,54 
9  51,39 
12  19,24 

14  47,08 
17  14,93 
19  42,78 
22  10,62 
24  38,47 


27 
29 
32 
34 
36 
39 
41 
44 


6,32 
34,17 

2,01 
29,86 
57,71 
25,55 
53,40 
21,25 


46  49,09 
49  16,94 
51  44,79 
54  12,64 
56  40,48 
59  8,33 


365  Tage 

366  „ 

4  Jahre 
20   , 


359«  45'  40,5958" 
0  44  48,9292 
0  1  50,7136 
0  9  13,5680 


0,0" 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 
0,0 
0,1 
0,1 
0,1 

0,1 
0,1 
0,1 
0,1 
0,1 
0,1 
0,1 
0,1 

0.1 
0,1 

0,1 
0,2 
0,2 
0,2 


V    1,657" 
1  1,826 
4  6,798 
20  33,990 


L 

n 

1801 

2800  38'  54,35" 

279«  30'  58,3" 

1811 

280  13  56,97 

279  41  15,2 

1822 

280  48  7,92 

279  51  32,3 

1831 

280  23  10,54 

280  1  49,2 

1841 

280  57  21,49 

280  12  6,2 

1851 

280  32  24,11 

280  22  23,2 

1861 

281  6  35,05 

280  32  40,2 

1871 

280  41  37,67 

280  42  57,1 

1881 

281  15  48,62 

280  53  14,2 

1891 

1>80  50  51,24 

281  3  31,1 

1900 

280  40  13,26 

281  12  46,9 

990 
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V.    Tafel  für  Reduction   des  tropischen  Jahresanfänge 
auf  den  bürgerlichen  Jahresanfang. 

Anfang  des  tropischen  Jahres  -^  A  =  Anfang  des  gemeinen  Jahres. 

(Die  Tafel  giebt  in  Theilen  des  Tages  jene  Zeit,  die  verflossen  ist  seit  d«*£ 
Anfange  des  tropischen  Jahres  bis  zum  Anfange  des  bürgerlichen.) 


Jahr 

A 

Jahr 

A 

Jahr 

A 

Jahr 

:    -i 

1750 

+  OftlOd 

1788* 

+  0,806d 

1826 

—  0,399<i 

1864* 

+  0,397 

51 

—  0,232 

89 

+  0,563 

27 

—  0.641 

65 

+  0,115 

52* 

+  0,526 

1790 

+  0,321 

28* 

+  0.117 

66 

—  0,0S7 

53 

4-0,283 

91 

+  0,079 

29 

—  0,125 

67 

'  — 0.33U 

54 

+  0,041 

92* 

+  0,837 

1830 

—  0,368 

68* 

+  0,42S 

55 

—  0,201 

93 

+  0,597 

31 

—  0,610 

69 

+ai86 

56* 

+  0,557 

94 

+  0.352 

32* 

+  0,148 

1870 

—  0,<ö6 

57 

+  0,314 

95 

+  0,110 

33 

—  0,094 

71 

—  0,29S 

58 

+  0,072 

96* 

+  0,868 

34 

—  0,837 

73* 

+  0,459 

59 

—  0,170 

97 

+  0,626 

35 

—  0,579 

73 

+  0.217 

1760* 

+  0,588 

98 

+  0,383 

36* 

+  0,179 

74 

—  0.025 

61 

+  0,346 

99 

+  0,141 

37 

—  0,063 

75 

—  0,267 

62 

+  0,103 

1800* 

—  0.101 

38 

—  0,306 

76* 

+  0,490 

63 

—  0,139 

1 

—  0,343 

39 

—  0,548 

77 

+  0484^ 

64* 

+  0,619 

2 

—  0,586 

1840* 

+  0.210 

78 

+  O.O06 

65 

+  0,377 

3 

—  0,828 

41 

—  0,032 

79 

—  0,236 

66 

+  0,134 

4* 

—  0,070 

42 

—  0,274 

1880* 

+  0,522 

67 

—  0,108 

5 

—  0,312 

43 

—  0.516 

81 

+  0,279 

68* 

+  0,650 

6 

—  0,554 

44* 

+  0,241 

82 

+  0,037 

69 

+  0,408 

7 

—  0,797 

45 

—  0,001 

8a 

—  04205 

1770 

+  0,166 

8* 

—  0,039 

46 

—  0,243 

84* 

+  O,5.3o 

71 

—  0,077 

9 

—  0,281 

47 

—  0,485 

85 

+  0,311 

72* 

+  0,681 

1810 

—  0,523 

48* 

+  0,273 

86 

+  0,06S 

73 

+  0,489 

11 

-0,765 

49 

+  0.030 

87 

—  0,174 

74 

+  0,197 

12* 

-0,008 

1850 

—  0,212 

88* 

+  0,5S4 

75 

—  0,046 

13 

—  0,250 

51 

—  0,454 

89 

+  0,342 

76* 

+  0,712 

14 

—  0,492 

52* 

+  0,304 

1890 

+  0,1199 

77 

+  0,470 

15 

—  0,734 

53 

+  0,061 

91 

—  0,143 

78 

+  0,228 

16* 

+  0,023 

54  . 

—  0,181 

92* 

+  0,615 

79 

-0,014 

17 

-  0,210 

55 

—  0,423 

93 

+  0,37^? 

1780* 

+  0,743 

18 

—  0,461 

56* 

+  0,385 

94 

+  0,131 

81 

+  0,501 

19 

—  0,703 

57     1 

1 

+  0,093 

95 

—  O.ll:: 

82 

+  0,259 

1820* 

+  0,055 

58     ' 

—  0,150 

96* 

+  0.64^ 

83 

+  0,017 

21 

—  0,188 

59 

—  0,392 

97 

+  o,m 

84* 

+  0,777 

22 

0,430 

1860* 

+  0,366 

98 

+  0,ltl2 

85 

+  0,532 

23 

—  0,672  , 

61 

+  0,124 

99 

—  O.tfc*» 

86 

+  0,290 

24* 

+  0,086 

62 

—  0,119 

1900 

—  a:ö> 

87 

+  0,048 

25 

—  0,157 

63 

—  0,361 

Tafelu. 
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VI.    Tafel  der  Argumente  A,  A\  &. 

Siehe  Auf-  und  Untergang  der  Gestirne. 


t 

A 

A' 

• 

-fl700 

179»  21'  38,4*' 

180»  38'  20,8" 

0«  38'  26,4" 

1600 

178  43  16,4 

181  16  39,2 

1  6  53,6 

1500 

178  4  53,5 

181  54  53,7 

1  40  21,2 

1400 

177  26  29,2 

182  33  4,4 

2  13  49,0 

1300 

176  48  3,4 

183  11  11,2 

2  47  16,8 

4-1200 

176  9  35,8 

183  49  14,3 

3  20  44,3 

1100 

175  31  6,5 

184  27  13,8 

3  54  11,3 

1000 

174  52  35,2 

185  5  10,0 

4  27  37,6 

900 

174  14  1,9 

185  43  2,7 

5   1  2,9 

800 

173  35  26,6 

186  20  52,1 

5  34  26,8 

-f  700 

172  56  49,0 

186  58  38,4 

6  7  49,3 

600 

172  18  9,0 

187  86  21,7 

6  41  10,0 

500 

171  39  26,5 

188  14  2,0 

7  14  28,7 

400 

171  0  41.5 

« 

188  51  39,5 

7  47  45,0 

300 

170  21  53,9 

189  29  14,3 

8  20  58,8 

+  200 

169  43  3,3 

190  6  46,5 

8  54  9,8 

+  100 

169  4  9,9 

190  44  16,2 

9  27  17,8 

0 

168  25  13,4 

191  21  43,4 

10  0  22,5 

—  100 

167  46  13,9 

191  59  8,4 

10  33  28,6 

—  200 

167  7  11,4 

192  36  31,1 

11  6  20,9 

—  300 

166  28  4,9 

193  13  51,7 

11  39  14,0 

—  400 

165  48  55,2 

193  51  10,4 

12  12  2,8 

—  500 

165  9  41,9 

194  28  27,2 

12  44  46,9 

—  600 

164  30  25,0 

195  5  42,2 

13  17  26,2 

—  700 

163  51  4,3 

195  42  55,5 

13  50  0,3 

—  800 

163  11  39,6 

196  20  7,2 

14  22  29,0 

—  900 

162  32  11,0 

196  67  17,4 

14  54  52,0 

—  1000 

161  52  38,2 

197  34  26,3 

15  27  9,0 

—  1100 

161  13  1,2 

198  11  33,9 

15  59  19,8 

—  1200 

160  33  19,9 

198  48  40,3 

16  31  24,0 

—  1300 

159  53  34,1 

199  25  45,6 

17  3  21,5 

—  1400 

159  13  43,8 

200  2  49,9 

17  35  11,9 

—  1500 

158  33  48,9 

200  39  53,3 

18  6  55,0 

—  1600 

157  53  49,2 

201  16  56,0 

18  38  30,5 

—  17U0 

157  13  44,7 

201  53  58,0 

19  9  58,1 

—  1800 

156  33  35,3 

202  30  59,3 

19  41  17,5 

—  1900 

155  53  20,8 

203  8  0,1 

20  12  28,4 

2000 

155  13  1,2 

203  45  0,5 

20  43  30,6 

99'2 
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VII.    Tafel  für  die  geocentrische  Breitedifferenz  q>  —  f 

Argument  geographische  Breite. 


V' 

g>  —  g! 

fp 

ff  —  (ff 

«P 

5P  —  9' 

10 

i   (y  24" 

310 

lO'  9" 

610 

9^47" 

2 

;   0  48 

32 

20 

62 

34 

8 

1  12 

33 

SO 

63 

20 

4 

1  36 

34 

40 

64 

5 

5 

2  0 

35 

'     48 

65 

8  50 

6 

2  23 

36 

10  56 

66 

8  34 

7 

2  47 

37 

11  3 

67 

18 

8 

3  10 

38 

10 

68 

1 

9 

33 

39 

!     ^^ 

69 

7  43 

10 

55 

40 

'     20 

70 

25 

11 

4  18 

41 

11  24 

71 

7  6 

12 

4  40 

42 

27 

72 

6  47 

13 

5  2 

43 

29 

73 

6  27 

14 

23 

44 

30  • 

74 

6  7 

15 

44 

45 

31 

75 

5  46 

16 

6  5 

46 

11  SO 

76 

5  25 

17 

25 

47 

11  29 

77 

5  4 

18 

45 

48 

11  27 

78 

4  42 

19 

7  4 

49 

11  24 

79 

4  20 

20 

23 

50 

11  21 

80 

3  57 

21 

7  41 

51 

11  16 

81 

3  34 

22 

7  59 

52 

11  11 

82 

3  11 

23 

8  16 

53 

11  5 

83 

2  4.H 

24 

32 

54 

10  58 

84 

2  24 

25 

48 

55 

10  40 

85 

2  0 

26 

9  3 

56 

10  41 

86 

1  3Ö 

27 

18 

57 

32 

87 

1  VI 

28 

32 

58 

22 

88 

0  4i? 

29 

45 

59 

11 

89 

0  24 

30 

9  57 

60 

9  59 

90 

0  0 

Tafeln. 


993 


VIII.    Tafel  für  den  Radiusvector  des  Beobachtungsortes. 

[Die  Tafel  giebt  mit  dem  Argument  der  geographischen  Breite  den  log  ^.) 
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IX.    Tafel  zur  Verwandlung  der  Zeit  in  Bogen. 
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X.    Tafel  zur  Verwandhing  des  Bogens  in  die  Zeit. 
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XI.    Tafel  zur  Verwandlung  der  mittleren  Zeit  in 

Sternzeit. 
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^11. 


Tafel  zur  Verwandlung  der  Sternzeit    in  mitt- 
lere Zeit. 
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XIII.    Tafel    zur   Verwandlung  der  Tage    in   Theile   de 

Jahres. 


08 

•** 

CD 

■s 

§ 

bo 
a 

H 

9 

08 

o 

0) 

08 

H 

2 

SOS 

SP 

< 

bo 

OS 

S 

bo 

08 

H 

Juni 

1 

0 

•0000 

31 

•0849 

60 

•1643 

91 

•2492 

121 

•3313 

152 

•4162 

2 

1 

•0027 

32 

•0876 

61 

•1670 

92 

•2519 

122 

•3340 

153 

•41>S 

3 

2 

•0055 

33 

•0904 

62 

•1698 

93 

•2546 

123 

•3368 

154 

•42Hd 

4 

3 

•0082 

34 

•0931 

63 

•1725 

94 

•2574 

1241 

•3395 

155 

'  ^4244 

5 

4  : 

•0110 

35 

•0958 

64 

•1752 

95 

•2601 

125 

•3422 

156 

■4271 

6 

5 

•0137 

36 

•0986 

65 

■ 

•1780 

96 

•2628 

126 

•3450 

157 

•42H9 

7 

6 

•0164 

37 

•1013 

66 

•1807 

97 

•2656 

127 

•3477 

158 

•432!^ 

8 

7 

•0192 

38 

•1040 

67 

•1834 

98 

•2683 

128 

•3504 

159 

•43o3 

9 

8  1 

•0219 

39 

rl068 

1 

68 

•1862 

99 

j 

•2711 

129 

•3532 

160 

•4iJSl 

10 

9 

•0246 

40 

•1095 

69 

•1889 

100 

•2738 

ISO 

•3559 

161 

-44<i> 

11 

10 

1 

•0274 

41 

•1123 

70 

•1917 

101 

•2765 

131 

•3587 

162 

•4433 

12 

11 

•0301 

42 

•1150 

71 

•1944 

102 

•2793 

132 

•3614 

163 

•4463 

13 

12 

•0329 

43 

•1177 

72 

•1971 

103 

•2820 

133 

•3641 

164 

•  441W 

14 

18 

•0356 

44 

•1205 

73 

•1999 

104 

•2847 

134 

•3669 

165 

•451!? 

15 

14 

•0383 

45 

•1232 

74 

•2026 

105 

•2875 

135 

•3696 

166 

•  454ri 

16 

15 

•0411 

46 

•1259 

75 

•2053 

106 

•2902 

136 

•3724 

167 

•  4572 

17 

16 

•0438 

47 

•1287 

76 

•2081 

107 

•2930 

137 

•3751 

168 

•46("' 

18 

17 

•0465 

48 

•1314 

77 

•2108 

108 

•2957 

138 

•3778 

169 

•4627 

19 

18 

•0493 

49 

•1342 

78 

•2136 

109 

•2984 

139* 

•3806 

170 

•4654 

20 

19 

•0520 

50 

•1369 

79 

•2163 

110 

•3012 

140 

•3833 

171 

•  4t>-i 

21 

20 

•0548 

51 

•1396 

80 

•2190 

111 

•3039 

141 

•3860 

172 

•47Liy 

22 

21 

•0575 

52 

•1424 

81 

•2218 

112 

•3066 

142 

•3888 

173 

•  47s: 

23 

22 

•0602 

53 

•1451 

82 

•2245 

113 

:3094 

143 

•3915 

174 

•47^- 

24 

23 

•0630 

54 

•1478 

83 

•2272 

114 

•3121 

144 

•3943 

175 

•4791 

26 

24 

•0657 

55 

•1506 

84 

•2300 

115 

•3149 

145 

•3970 

176 

•  481i' 

26 

25 

•0684 

56 

•1533 

85 

•2327 

116 

•3176 

146 

•3997 

177 

•48U» 

27 

26 

•0712 

57 

•1561 

86 

•2355 

117 

•3203 

147 

•4025 

178 

•4873 

28 

27 

•0739 

58 

•1588 

87 

•2382 

118 

•3231 

148 

•4052 

179 

•49111 

29 

28 

•0767 

59 

•1615 

88 

•2409 

119 

•3258 

149 

•4079 

180 

•492S 

30 

29 

•0794 

89 

•2437 

120 

•3285 

150 

•4107 

181 

•4956 

31 

30 

•0821 

1 

90 

•2464 

151 

•4134 
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XIV.    Tafel  zur    Verwandlung    der    Tage    in    Theile 

des  Jahres. 


bc 

CS 

'S 

ca 
o 

•  ••4 

i 

CB 

< 

Od 
H 

1 

o 

CO 

SP 

u 

o 

.a 
o 

'S 

o 

1 
SS 

1 

u 

9 

B 

> 
o 

52; 

1 

6 

1 

182 

•4983 

213 

•6832 

244 

•6681 

274 

•7502 

305 

•8351 

335 

•9172 

2 

183 

•5010 

214 

•5869 

245 

•6708 

275 

•7529 

306 

•8378 

336 

•9199 

3 

184 

■5038 

215 

•5887 

246 

•6735 

276 

•7557 

307 

•8405 

337 

•9227 

4 

185 

•5065 

216 

•5914 

247 

•6763 

277 

•7584 

308 

•8433 

338 

•9264 

5 

186 

•5093 

217 

•5941 

248 

•6790 

278 

•7611 

309 

•8460 

339 

•9282 

f$ 

187 

•6120 

218 

'5969 

249 

•6817 

279 

•7639 

310 

•8488 

340 

•9309 

7 

188 

•5147 

219 

•5996 

250 

•6845 

280 

•7666 

311 

•8515 

341 

•9336 

8 

189 

•5175 

220 

•6023 

251 

•6872 

281 

•7694 

312 

•8542 

342 

•9364 

9 

190 

•5202 

221 

•6061 

252; 

•6900 

282 

•7721 

313 

•8570 

343 

•9391 

lO 

191 

•5229 

222 

•6078 

253 

•6927 

283 

•7748 

314 

•8597 

344 

•9418 

11 

192 

•5257 

223 

•6106 

254 

•6954 

284 

•7776 

315 

•8624 

346 

•9446 

12 

193 

•5284 

224 

•6133 

255 

•6982 

285 

•7803 

316 

•8652 

346 

•9473 

13 

194 

•5312 

225 

•6160 

256 

•7009 

286 

•7830 

317 

•8679 

347 

•9501 

14 

195  i 

•5339 

226  i 

•6188 

257 

•7036 

287 

•7858 

318 

•8707 

348 

'9628 

15 

196 

•5366 

227 

•6215 

258 

•7064 

288 

•7885 

319 

•8734 

349 

•9566 

16 

197 

•,5394 

228 

•6242 

259 

•7091 

289 

•7913 

320 

•8761 

350 

•9583 

17 

198 

•5421 

229 

•6270 

260 

•7119 

290 

•  7940 

321 

•8789 

351 

•9610 

18 

199 

•5448 

230 

1 

•6297 

261 

•7146 

291 

•7967 

322 

•8816 

352 

•9637 

19 

200 

•5476 

231 

•6325 

262 

•7173 

292 

•7995 

823 

•8843 

363 

•9665 

20 

201 

•5503 

232 

•6352 

263 

•7201 

293 

•8022 

324 

•8871 

354 

•9692 

21 

202 

•6531 

233 

•6379 

264 

•7228 

294 

•8049 

325 

•8898 

355; 

1 

•9720 

22 

203 

•6558 

234 

•6407 

265 

•7265 

295 

•8077 

326 

•8926 

356 

•9747 

23 

204 

•5585 

236 

•6434 

266 

•7283 

296 

•8104 

327 

•8953 

357 

•9774 

24 

205 

•5613 

236 

•6461 

267 

•7310 

297 

•8132 

328 

•8980 

358 

•9802 

25 

206 

•6640 

237 

•6489 

268 

•7338 

298 

•8159 

329 

•9008 

369  1 

•9829 

26 

•207 

•5667 

238 

•6516 

269 

•7365 

299 

•8186 

330 

•9035 

360 

•9856 

27 

208 

•5695 

239 

•6544 

270 

•7392 

300 

1 

•8214 

331 

•9062 

361 

•9884 

28 

209 

•5722 

240 

•6571 

271 

•7420 

301 

•8241 

332 

•9090 

362 

•9911 

29 

210 

•5750 

241 

•6598 

272 

•7447 

302 

•8268 

333 

•9117 

363 

•9939 

30 

211 

•6777 

242 

•6626 

273 

•7474 

303 

•8296 

334 

•9145 

364 

•9966 

31 

212 

6804 

• 

243 

•6653 

304 

1 

•8323 

365 

1 

•9993 
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XV.    Tafel  zur  Verwandlung  von  Stunden,  Minuten 
und  Secunden  in  Theile  des  Tages. 


1 
2 
3 


5 


6 

7 

8 
9 

10 
11 
12 

13 
14 
15 

16 
17 
18 

19 
20 
21 

22 
23 
24 


0,041667 
0,063333 
0,125000 

0,166667 
0,208333 
0,250000 

0,291667 
0,333333 
0,375000 

0,416667 
0,458333 
0,500000 

0,541667 
0,583333 
0,625000 

0,656667 
0,706333 
0,750000 

0,791667 
0,8333.33 
0,875000 

0,916667 
0,958333 
1,000000 


m 


1 
2 
3 

4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 
11 
12 

13 
14 
15 

16 
17 
18 

19 
20 
21 

22 
23 
24 

25 
26 
27 


0,000694 
0,001389 
0,002083 

0,002778 
0,003472 
0,004167 

0,004861 
0,005556 
0,006250 

0,006944 
0,007639 
0,006333 

0,009028 
0,009722 
0,010417 

0,011111 
0,011805 
0,012500 

0,013194 
0,013889 
0,014583 

0,015277 
0,016972 
0,016667 

0,017361 
0,018055 
0,018750 


28  0,019444 


29 

30 


0,020139 
0,020823 


m 


31 
32 
33 

34 
35 
36 

37 
38 
39 

40 
41 
42 

43 
44 
45 

46 
47 
48 

49 
50 
51 

52 
53 
54 

55 
56 
57 

58 
59 
60 


8 


0,021528 
0,022222 
0,022917 

0,023611 
0,024305 
0,025000 

0,025694 
0,026389 
0,027083 

0,027778 
0,028472 
0,029167 

0.029861 
0,030666 
0,031250 

0,031944 
0,032639 
0,Ä33333 

0,034027 
0,034722 
0,035417 

0,036111 
0,036805 
0,037500 

0,038194 
0,038889 
0,039583 

0,040278 
0.040972 
0,041667 


1 
2 
3 

4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 
11 
12 

13 
U 
15 

16 
17 
18 

19 
20 
21 

22 
28 
24 

25 
26 
27 

28 
29 
30 


0,000012 

31 

0,000023 

32 

0,000035 

33 

0,000046 

34 

0,000058 

35 

0,000069 

36 

0,000081 

37 

0,000093 

38 

0,000104 

39 

0,000116 

40 

0,000127 

41 

0,000134 

42 

0,000150 

43 

0,000162 

44 

0,000174 

45 

0,000185 

46 

0.000197 

47 

0,000208 

48 

0,000220 

49 

0,000231 

50 

0,000243 

51  . 

0,000255 

52 

0,000266 

53 

0,000278 

54 

0,000290 

55 

0,000301 

56 

0,000313 

57 

0,000324 

58 

0,000386 

59 

0,000347 

60 

o,ooa35M 

0,00037«» 
0,000:>2 

o,(X)ii4a'> 

0.000417 

O,O0042> 
0,00044<i 
0.000451 

0,000463 
0,000475 
0,(XW44>> 

0,0004il^ 

o,ooa5<>* 

O,O005Jl 

o,ooav^.' 

0.000344 

o,ooo5.>; 
o.ooavw 

0,00057^ 
0,0005^*1 

0,00t>tki' 

0,00061  < 
0,00(^20 

0,000037 
O,O00G4> 

0,0006t;" 

0,00067: 

0,0006n^ 
0,000694 
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Tafel  zur  Verwandlung  von  Reaumur- 
ius-Fahrenheit  und  von  Pariser   Maass 
in  Metermaass. 


XVII.    Tafel  für 
Kimmtiefe. 


1 

Fahren- 

Pariser 

Milli- 

mr 

1  CeiRius 

Celsius 

Zoll  und 

1 

heit 

Linien 

meter 

i 

Grad 

Grad 

Grad 

H      m 

mm 

0,00 

+  14 

—  10,0 

26      0 

703,8 

1,25 

16 

8,9 

1 

706,1 

,        2,50 

18 

7,8 

2 

708,3 

I       3,75 

20 

6,7 

3 

710,6 

5,00 

22 

5,6 

4 

712,8 

6,25 

24 

4,4 

5 

715,1 

7,50 

26 

3.3 

6 

717,4 

8,75 

28 

2,2 

7 

719,6 

10,00 

30 

-     1,1 

8 

721,9 

11,25 

32 

0,0 

9 

724,1 

34 

+     1,1 

10 

726,4 

12,50 
13,75 
15  00 

36 
38 
40 

2,2 
3.3 
4,4 

11 
27      0 

728,6 
730,9 

16,25 
17,50 
18,75 
2000 

42 

5,6 

1 

733,1 

44 

6,7 

2 

735,4 

46 

7,8 

3 

737,7 

48 

8,9 

4- 

739,9 

21,25 
22,50 
23,75 

50 

10,0 

5 

742,2 

52 

11,1 

6 

744,4 

54 

12,2 

7 

746,7 

56 

13,3 

8 

748,9 

58 

14,4 

9 

751,2 

25.00 

60 

15,6 

10 

753,4 

26,25 

62 

16,7 

11 

755,7 

27,50 

64 

17,8 

28,75 

66 

18,9 

28      0 

758,0 

30,00 

68 

20,0 

1 

760,2 

31,25 

70 

21,1 

2 

762,5 

32,50 

72 

22,2 

3 

764,7 

33,76 

74 

23,3 

4 

767,0 

35,00 

76 

24,4 

5 

769,2 

36,26 

78 

25,6 

6 

771,5 

80 

26,7 

7 

773,7 

37,50 
38,75 
40,00 
41,25 
42,50 
43,75 
45,00 
46,26 

82 

27.8 

8 

776,0 

84 

28,9 

9 

778,3 

86 

30,0 

10 

780,5 

88 
90 
92 

31,1 
32,2 
33,3 

11 
29      0 

782,8 
785,0 

94 

+  96 

34,4 
+  35,6 

1 
2 

787,3 
789,5 

47,50 

• 
1 

1 

Höhe  des 

Auges  in 

Metern 


Kimmtiefe 


m 


H 


0,5 

1 

15 

1,0 

1 

47 

1,5 

2 

11 

2,0 

2 

31 

2,5 

2 

49 

3,0 

3 

5 

3,5 

3 

20 

4,0 

3 

33 

4,6 

3 

4^ 

5,0 

3 

59 

5,5 

4 

10 

6,0 

4 

21 

6,5 

4 

32 

7,0 

4 

42 

7,5 

4 

52 

8,0 

5 

2 

8,5 

6 

U 

9,0 

5 

20 

9,5 

5 

2) 

10,0 

5 

38 

10,5 

5 

46 

11,0 

5 

54 

11,5 

6 

2 

12,0 

6 

10 

12,5 

6 

17 

13,0 

6 

25 

13,5 

6 

32 

14,0 

6 

39 

14,5 

6 

46 

15,0 

6 

53 

15,5 

7 

0 

16,0 

7 

7 

16,5 

7 

14 

17,0 

7 

20 

17,5 

'7 

27 

18,0 

7 

33 

18,5 

7 

39 

19,0 

7 

46 

19,6 

7 

51 

20,0 

/ 

57 

1002 
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XVIII.     Verwandlung  der  Decimaltheile  des   Grades  iii 
Minuten  und  Secunden,  und  umgekehrt 


Grade 

Mm. 

See. 

Grade 

Min. 

See. 

1 
Grade 

See. 

0,00 

0 

0  ' 

0,50 
51 

30 

0 

0.0000 
3 

0 

Ol 

0 

36 

30 

36 

1 

02 

1 

12 

52 

31 

12 

6 

2 

03 

1 

48 

53 

31 

48 

8' 

3 

04 

2 

24 

54 

32 

24 

11. 

4 

05 

3 

0 

55 

33 

0 

14 

ö 

06 

3 

86 

56 

33 

36 

17 

6 

07 

4 

12 

57 

34 

12 

19 

08 

4 

48 

58 

34 

48 

22 

S 

09 

5 
6 

24 

59 

0,60 

61 

35 

24 

25 

0,0028 

31 

^ 

0,10 

0  ' 
36 

36 

0 
36 

lu 

11 

6 

36 

11 

12 

7 

12 

62 

37 

12 

33 

12 

13 

7 

48 

63 

37 

48 

36 

13 

14 

8 

24 

64 

38 

24 

39 

14 

15 

9 

0 

65 

39 

0 

42 

15 

IG 

9 

36 

66 

39 

36 

44 

16 

17 

10 

12 

67 

40 

12 

47 

17 

18 

10 

48 

68 

40 

48 

50 

1- 

19 

11 
12 

24 
0 

69 

0,70 

71 

41 
42 

24 

53 

0,0056 

58 

15) 

0,20 

0 

2(» 

21 

12 

36 

42 

36 

21 

22 

13 

12 

72 

43 

12 

61 

22 

23 

13 

48 

73 

43 

48 

64 

2ö 

24 

14 

24 

74 

44 

24 

67 

24 

25 

15 

0 

75 

45 

0 

69 

2:» 

26 

15 

36 

76 

45 

36 

72 

2ti 

27 

16 

12 

77 

46 

12 

75 

27 

28 

16 

48 

78 

46 

48 

78 

2f 

29 

17 

24 

79 

0,80 

81 

47 

24 

81 

0,0083 

0066 

2i» 

0,30 

18 

0 

48 
48 

0 

3i> 

31 

18 

36 

36 

31 

32 

19 

12 

82 

49 

12 

0089 

32 

33 

19 

48 

83 

49 

48 

0092 

So 

34 

20 

24 

84 

50 

24 

0094 

34 

35 

21 

0 

85 

61 

0  • 

0097 

35 

30 

21 

36 

86 

51 

36 

0100 

ob 

37 

22 

12 

87 

52 

12 

38 

22 

48 

88 

52 

48 

39 

23 

24 

89 

0,90 

91 

53 

24 

t 

0,40 

24 
24 

0 
36 

54 
54 

0 

41 

36 

42 

25 

12 

92 

55 

12 

43 

25 

48 

93 

55 

48 

44 

26 

24 

94 

56 

24 

45 

27 

0 

95 

57 

0 

46 

27 

36 

96 

57 

36 

47 

28 

12 

97 

58 

12 

48 

28 

48 

98 

68 

48 

49 

29 
30 

24 

99 
1,00 

59 

24 

t 

0,50 

0 

60 

0 
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XX,    Tafel  der  Präcession  in  Declinatiön. 


tt 

Präc. 

a 

Präcession  ist  -|- 

in  (f 

Präcession  ist 

— 

0*   0*" 

24*   0"* 

20,1" 

12* 

0"* 

12* 

0~ 

0   20 

23   40 

20,0 

11 

40 

12 

20 

0   40 

23   20 

19,7 

11 

20 

12 

40 

1    0 

23    0 

19,4 

11 

0 

13 

0 

1   20 

22   40 

18,8 

10 

40 

13 

20 

1   40 

22   20 

18,2 

10 

20 

13 

40 

2    0 

22    0 

17,4 

10 

0 

14 

0 

2   20 

21   40 

16,4 

9 

40 

14 

20 

2   40 

21   20 

15,4 

9 

20 

14 

40 

3    0 

21    0 

14,2 

9 

0 

15 

0 

3   20 

20   40 

12,9 

8 

40 

16 

20 

3   40 

20   20 

11,5 

8 

20 

15 

40 

4    0 

20    0 

10,0 

8 

0 

16 

0 

4   20 

19   40 

8,5 

7 

40 

16 

20 

4   40 

19   20 

6,9 

7 

20 

16 

40 

5    0 

19    0 

5,2 

7 

0 

17 

0 

5   20 

18   40 

3,5 

6 

40 

17 

20 

5   40 

18   20 

1.7 

6 

20 

17 

40 

6    0 

18    0 

0,0 

6 

0 

18 

0 

XXI.    Tafel  der  mittleren  Refraction 
<Ffir  0,760  m  und  +  l(f>C) 


B  S3^ 

27  3,1 

25  39,6 

24  22,3 

i  10,7 

22  4,3 

21  2,7 

20  5,6 

19  12,5 

18  33,1 

17  37,1 

e  54,2 

16  14,1 

IB  36,7 

15  1,6 


12  35,9 

12  11,7 

11  48,8 

11  27,2 

U  6,7 

10  47,3 

10  28,9 

10  11,4 

9  54,8 

9  38,0 


7  45,4 

7  35,3 

7  25,6 

7  16,3 

7  7,3 

6  58,7 

6  50,4 

6  42,4 

6  34,7 

6  27,2 

6  20,1    I 

6    13,1     ; 

6  6,4  I 
5  59,9  I 
5  53,7 


5-63,7" 
5  47.6 
5  41,7 
I  6  36,0 
5  30,5 
5  25,2 
5  2ii,0 
5  15,0 
5  10,1 
5  5,4 
5  0,8 
4  66,3 
4  51,9 
4  47,7 
4  43,5 
4  39,5 
4  35;6 
4  31,8 
4  28,1 
4  24,5 
4  20,9 
4  17,5 
4  14,1 
4  10,9 
4  7,7 
4  4,5 
4  1,5 
3  58,5 
3  65,6 
3  62,7 
3  50,0 
3  34,5 
3  20,8 
3    8,6 


2  23,4 
2  16,6 
2  10,3 


'  0,90 
0,84 
0,79 


0,55 

0,53 

0,r)0 

I    0,4b 

I    0,46 


1'  14,5" 

1   11,9 

1     9,4 

1     7,0 

I     4,7 

1     2,5 

J     0,3 

0  58,3 

0  56.3 

0  54,3 

0  52,5 

0  50,7 

0  48,9 

0  47,2 

0  45,6 

0  43,9 

5  42,3 

0  40,8 

0  39,3 

0  87,9 

0  36.4 

0  35,0 

0  33,7 

0  82,3 

0  31,0 

0  29,7 

0  28,4 

0  27,2 

0  26,0 

0  24,8 

0  23.6 

0  22,4 

0  21,2 

0-20,1 

0  18.9 

0  17,8 

0  16,7 

0  15,6 

0  14,5 

0  13,5 

0  12,4 

0  11,3 

0  10,3 

0    9,2 

0    8,2 

0    7,2 

0    6,1 

0    5,1 

0    4,1 

0    3,1 

0    2,0 

0     1,0 

0    0,0 

0,44" 
0,42 
0,40 
0,38 
0,37 
0,36 
0.34 


0,31 
0,30 
0,29 


0,27 
0,26 
0,26 
0,26 
0,24 
0,24 
0,28 
0,28 
0,22 
0.22 
0,22 
0,21 
0,31 
0,30 
0,20 
0,30 
0.20 
0,19 
0,19 
0,19 
0,19 
0,19 
0,18 
0,18 
0,18 
0,18 
0.18 
0,18 
0,18 
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XXII.   Barometercorrection  für  Refraction. 

(Luftdruck  in  MillimeterD.) 


Baro- 
meter 

mm 


Baro- 
meter 

mm 


Baro- 
meter 

mm 


A 


Baro- 
meter 

mm 


630 
631 
632 
633 
634 

635 
636 
637 
638 
639 

640 
641 
642 
643 
644 

64o 
646 
647 
648 
649 

650 
651 
652 
653 
654 

655 
656 
657 

658 
659 

660 
661 
662 
6G3 
664 

665 
666 
667 
668 
669 


0,829 
830 
832 
833 
834 

0,835 
837 
838 
839 
841 

0,842 
843 
845 
846 
847 

0,849 
850 
a51 
853 
854 

0,855 
857 
858 
859 
860 

0,862 
863 
864 
866 
867 

0,868 
870 
871 

872 
874 

0,875 
876 

878 
879 
880 


670 
671 
672 
673 
674 

675 
676 
677 
678 
679 

680 
681 
682 

683 
684 

685 

686 
687 
688 
689 

690 
691 
692 
693 
694 

695 
696 
697 
698 
699 

700 
701 
702 
703 
704 

705 
706 
707 
708 
709 


0,882 
883 
884 
885 
887 

0,888 
889 
891 
892 
893 

0,895 
896 
897 
899 
900 

0,901 
903 
904 
905 
907 

0,908 
909 
910 
912 
913 

0,914 
916 
917 
918 
920 

0,921 
922 
924 
925 
926 

0,928 
929 
930 
932 
933 


710 
711 
712 
713 
714 

715 
716 
717 

718 
719 

720 
721 
722 
723 
724 

725 
726 
727 
728 
729 

730 
731 
732 
733 
734 

735 
736 
737 
738 
739 


0,934 
936 
937 
938 
939 

0,941 
942 
943 
945 
946 

0,947 
949 
950 
951 
953 

0,954 
955 
957 
958 
959 

0,961 
962 
963 
964 
966 

0,967 
968 
970 
971 
972 


740 

0,974 

741 

975 

742 

976 

743 

978 

744 

979 

745 

0,980 

746 

982 

747 

983 

748 

984 

749 

986 

750 
751 
752 
753 
754 

755 
756 
757 
758 
759 

760 
761 
762 
763 
764 

765 
766 
767 
768 
769 

770 
771 
772 
773 
774 

775 
776 
777 
778 
779 

780 
781 
782 
783 
784 

785 

786 
787 
788 
789 


0,987 
98.S 
989 
991 
992 

0,993 
995 

997 
999 

1,000 
Ol 
03 
04 
05 

1,007 
08 
09 
II 
12 

1,013 
14 
16 
17 

18 

1,020 
21 
22 
24 
25 

1,026 
28 
29 
30 
32 

1,033 
34 
36 
37 

1,038 


J 
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XXIIL    Thermometercorrection  der  Refraction. 

(Celsius.) 


Thermo- 

B 

Thermo- 

■R 

meter 

meter 

Jj 

290 

1,168 

4-110 

0,996 

28 

1,163 

12 

0,993 

27 

1,158 

13 

0,989 

26 

1,153 

14 

0,985 

25 

1,148 

15 

0,982 

—  24 

1,144 

+  16 

0.978 

23 

1,139 

17 

0,975 

22 

1,134 

18 

0,971 

21 

1,129 

19 

0,968 

20 

1,125 

20 

0,964 

—  19 

1,120 

+  21 

0,961 

18 

1,115 

22 

0,957 

17 

1.111 

23 

0,954 

16 

1,106 

24 

0,950 

15 

1,102 

25 

0,947 

—  14 

1,097 

+  26 

0.944 

13 

1,093 

27 

0;940 

12 

1,089 

28 

0,937 

11 

1,084 

29 

0,934 

10 

1,080 

30 

0,931 

—   9 

1,076 

+  31 

0,927 

8 

1,071 

32 

0,924 

7 

1,067 

33 

0,921 

6 

1,063 

34 

0,918 

5 

1,059 

35 

0,915 

—   4 

1,055 

+  36 

0,912 

3 

1,051 

37 

0,908 

2 

1,047 

38 

0,905 

1 

1,043 

39 

0,902 

0 

1,039 

40 

0,899 

+    1 

1,035 

+  41 

0,896 

2 

1,031 

42 

0,893 

3 

1,027 

43 

0,890 

4 

1,023 

44 

0,887 

5 

1,019 

45 

0,884 

+   6 

1,015 

+  46 

0,881 

7 

1,011 

47 

0,878 

8 

1,007 

48 

0,876 

9 

1,004 

49 

0,873 

+  10 

1,000 

+  50 

0,870 
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XXIY.    Tafel  für  die  Mittagsverbesserung. 


Halbe 
Zwischenzeit 

Log  A 

Log  B 

Halbe 
Zwischenzeit 

Log  A 

Log  B 

1*  0»» 

7J297n 

7,7146 

2^  Om 

l,li4n^ 

7,6823 

2 

7300 

7139 

2 

7454 

6807 

4 

7304 

7132 

4 

7461 

6792 

6 

7307 

7125 

6 

7468 

6776 

8 

7311 

7117 

8 

7475 

675y 

10 

7,7315 

7,7109 

10 

7,7482 

7,6743 

12 

7819 

7101 

12 

7490 

6726 

14 

7323 

7092 

14 

7497 

670b 

16 

7327 

7083 

16 

7505 

6691 

18 

7331 

7075 

18 

7513 

6673 

20 

7,7336 

7,7065 

20 

7,7521 

7,6654 

22 

7340 

7056 

22 

7529- 

6635 

24 

7345 

7046 

24 

7537 

6616 

26 

7349 

7036 

26 

7545 

6597 

28 

7354 

7026 

28 

7553 

6577 

30 

7,7359 

7,7015 

SO 

7,7562 

7,6556 

32 

7364 

7005 

32 

7570 

6536 

34 

7369 

6993 

34 

7579 

6514 

36 

7374 

6982 

36 

7588 

G493 

38 

7380 

6970 

38 

7597 

■ 

6471 

40 

7,7386 

7,6958 

40 

7,7606 

7,644S 

42 

7391 

•6946 

42 

7615 

6425 

44 

7397 

6934 

44 

7624 

&4(Ü 

46 

7408 

6921 

46 

7634 

637S 

48 

7409 

6908 

48 

7643 

6354 

50 

7,7415 

7,6894 

50 

7,7653 

7,a3-2i» 

52 

7421 

6881 

52 

7663 

1 

54 

7428 

0867 

54 

7673 

627? 

56 

7434 

6852 

56 

7683 

025:' 

58 

7411 

6833 

58 

7693 

t-2J'» 

2   0 

7447 

6823 

3  0 

7703 

ßlJfc» 
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XXIV.    Tafel  für  die  Mittagsverbesserung  (Fortsetzung). 


5^ 

Halbe 
wischenzeit 

Log  A 

Log  B 

Halbe 
Zwischenzeit 

Log  A 

Log  B 

3h    Om 

7,7703n 

7,6198 

4A  Om 

7,8072n 

7,5062 

2 

7713 

6170 

2 

8086 

5010 

4 

7724 

6142 

4 

8101 

4957 

6 

7735 

6113 

6 

8116 

4902 

8 

7745 

6083 

8 

8130 

4846 

* 

10 

7,7756 

7,6053 

10 

7,8145 

7,4789 

12 

7767 

6023 

12 

8160 

4731 

14 

7779 

5991 

14 

8176 

4671 

16 

7790 

5959 

16 

8191 

4609 

18 

7801 

5927 

18 

8206 

4546 

20 

7,7813 

7,5894 

20 

7,8222 

7,4482 

22 

7825 

5860 

22 

8238 

4415 

24 

7836 

5825 

24 

8254 

4347 

26 

7848 

5790 

26 

8270 

4277 

28 

7860 

5754 

28 

8286 

4205. 

30 

7,7873 

7,5717 

30 

7,8302 

7,4131 

32 

7885 

5680 

32 

8319 

4055 

34 

7890 

5641 

34 

8336 

3977 

36 

7910 

5602 

36 

8353 

3896 

38 

7923 

5562 

38 

8370 

3813 

40 

7,7936 

7,5522 

40 

7,8387 

7,3728 

42 

7949 

5480 

42 

8404 

3639 

44 

7962 

5437 

44 

8422 

3548 

46 

7975 

5394 

46 

8439 

3454 

48 

7989 

5350 

48 

8457 

3357 

50 

7,8002 

7,5304 

50 

7,8475 

7,3256 

52 

8016 

5258 

52 

8493 

3152 

54 

8030 

5211 

54 

8511 

3045 

56 

8044 

5162 

56 

8530 

2933 

58 

8058 

5112 

58 

8548 

2817 

4  0 

7,8072 

7,5062 

5  0 

8,8567 

7,2697 

Läska,  niatUeiTi.  Formelnsammlung. 
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XXV.    Tafel  für  die  Mitternachtsverbesserung. 


Log  A 

Log  B 

Log  A 

Log  B 

6Ä   0« 

7,9208 

B  —  0 

8Ä30« 

8,1726 

7,9571 

5 

7,9269 

6,2657 

35 

8,1843 

7,9808 

10 

7,9331 

6,5728 

40 

8,1963 

8,0043 

15 

7,9395 

6,7551 

45 

8,2085 

8,0277 

'20 

7,9460 

6,8862 

50 

8,2212 

8^)508 

25 

7,9526 

6,9895 

55 

8,2341 

8,0739 

30 

7,9593 

7,0750 

9     0 

8,2474 

8,0969 

35 

7,9662 

7,1484 

5 

8,2611 

8,1199 

40 

7,9732 

7,2129 

10 

8,2752 

8,14^ 

45 

7,9804 

7,2706 

15 

8,2897 

8,1658 

50 

7,9877 

7,3231 

20 

8,3046 

8,1&^ 

55 

7,9952 

7,3712 

25 

8,3200 

8,2121 

7     0 

8,0028 

7,4158 

30 

83S59 

8,2354 

5 

8,0106 

7,4575 

35 

8,3524 

8,2c89 

10 

8,0186 

7,4967 

40 

8,3693 

8,2827 

15 

8,0267 

7,5338 

45 

8,3869 

8,3068 

20 

8,0350 

7,5690 

50 

8,4061 

8,3312 

25 

8,0436 

7,6027 

56 

8,4241 

8,3560 

30 

8,0521 

7,6349 

10     0 

8,4437 

8,3812 

85 

8,0610 

7,6660 

5 

8,4641 

8,4070 

40 

8,0700 

7,6959 

10 

8,4854 

8,4334 

45 

8,0792 

7,7249 

15 

8,6077 

8,4604 

50 

8,0887 

7,7531 

20 

8,5310 

8,4882 

55 

8,0983 

7,7805 

25 

8,5554 

8,5169 

8     0 

8,1082 

7,8072 

30 

8,5810 

8,5466 

5 

8,1183 

7,8333 

35 

8,6081 

8,5775 

10 

8,1287 

7,8589 

40 

8,6366 

8,6096 

15 

8,1393 

7,8840 

45 

8,6670 

8,6433 

20 

8,1501 

7,9087 

50 

8,6993 

8,6787 

25 

8,1612 

7,9330 

55 

8,7339 

8,7162 

30 

8,1726 

7,9571 

11     0 

9,7711 

8,7560 
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Tafel   XXVI. 


( 

ry  +  (r)»  - 

9 

{ry>  -  (r)s  = 

ff 

(r) 

• 

Jq 

W 

ff 

Jq 

0,900 

1,31949 

0,900 

—  0,13851 

0,901 

1,32522 

+  572 

0,901 

—  0,13766 

+    85 

0,902 

1,33096 

574 

0,902 

—  0,13680 

86 

0,903 

1,33672 

576 

0,903 

—  0,13693 

87 

0,904 

1,34250 

578 

0,904 

—  0,13505 

88 

0,905 

1,34829 

579 

0,905 

—  0,13416 

89 

0,906 

1,35411 

582 

0,906 

—  0,13326 

90 

0,907 

1,35995 

584 

0,907 

—  0,13235 

91 

0,908 

1,36582 

587 

0,908 

—  0,13143 

92 

0,909 

1,37170 

+  688 

0,909 

0,13050 

+  93 

0,910 

1,37760 

+  590 

0,910 

—  0,12955 

+  95 

0,911 

1,38352 

592 

0,911 

—  0,12859 

9? 

0,912 

1,38946 

594 

0,912 

—  0,12763 

96 

0,913 

1,39542 

596 

0,913 

—  0,12666 

97 

0,914 

1,40140 

598 

0,914 

—  0,12568 

98 

0,915 

1,40741 

601 

0,915 

—  0,12469 

99 

0,916 

1,41344 

603 

0,916 

-^  0,12369 

100 

0,917 

1,41949 

605 

0,917 

—  0,12268 

101 

0,918 

1,42556 

607 

0,918 

—  0,12166 

102 

0,919 

1,43165 

+  609 

0,919  ■ 

—  0,12063 

4-  103 

0,920 

1,43777 

+  612 

0,920 

—  0,11959 

+  104 

0,921 

1,44391 

614 

0,921 

—  0,11854 

105 

0,922 

1,45007 

616 

0,922 

—  0,11748 

106 

0,923 

1,45625 

618 

0,923 

—  0,11641 

107 

0,924 

1,46245 

620 

0,924 

—  0,11533 

108 

0,925 

1,46867 

622 

0,925 

—  0,11424 

109 

0,926 

1,47490 

623 

0,926 

—  0,11315 

109 

0,927 

1,48116 

626 

0,927 

—  0,11205 

110 

0,928 

1,48744 

628 

0,928 

—  0,11094 

111 

0,929 

1,49374 

+  630 

0,929 

—  0,10981 

+■  113 

0,930 

1,50006 

4-  632 

0,930 

—  0,10867 

+  114 

0,931 

1,50640 

634 

0,931 

—  0,10752 

115 

0,932 

1,51276 

636 

0,982 

—  0,10636 

116 

0,933 

1,51915 

639 

0,933 

—  0,10519 

117 

0,934 

1,52556 

641 

0,934 

—  0,10401 

118 

0,935 

1,53199 

643 

0,935 

0,10282 

119 

0,936 

1,53844 

645 

0,936 

—  0,10162 

120 

0,937 

1,54491 

647 

0,937 

—  0,10041 

121 

0,938 

1,55141 

650 

0,938 

0,09918 

123 

0,939 

1,55793 

-f  652 

0,939 

—  0,09794 

+  124 

64* 


1012 


Tafeln. 


Tafel  XXVI  (Fortsetzung). 


(r)ö  +  (r)3  =  q 


(r) 


0,94() 
0,941 
0,942 
0,943 
0,944 
0,945 
0,946 
0,947 
0,948 
0,949 

0,950 
0,951 
0,952 
0,953 
0,954 
0,955 
0,956 
0,957 
0,958 
0,959 

0,960 
0,961 
0,962 
0,963 
0,964 
0,965 
0,966 
0,967 
0,968 
0,969 

0,970 
0,971 
0,972 
0,973 
0,974 
0,975 
0,976 
0,977 
0,978 
0.979 


1,56447 
1,57103 
1,57762 
1,58423 
1,59087 
1,59758 
1,60421 
1,61092 
1,61765 
1,62440 

1,63117 
1,63796 
1,64477 
1,65161 
1,65847 
1,66535 
1,67225 
1,67918 
1,68613 
1,69311 

1,70011 
1,70714 
1,71419 
1,72126 
1,72835 
1,73546 
1,74260 
1,74976 
1,75694 
1,76415 

1,76140 
1,77867 
1,78596 
1,79327 
1,80061 
1,80797 
1,81535 
1,82275 
1,63017 
1,83762 


Jq 


+  656 
659 
661 
664 
666 
668 
671 
673 

+  675 

+  677 
679 
681 
684 
686 
686 
690 
698 
695 

+  698 

4-  700 
703 
705 
707 
709 
711 
714 
716 
718 

+  721 

+  725 
727 
729 
731 
734 
736 
738 
740 
742 

+  745 


(r)5  -  (r)3  =  I? 


(r) 


0,940 
0,941 
0,942 
0,943 
0,944 
0,945 
0,946 
0,947 
0,948 
0,949 

0,950 
0,951 
0,952 
0,953 
0,954 
0,955 
0,956 
0,957 
0,958 
0,959 

0,960 
0,961 
0,962 
0,963 
0,964 
0,965 
0,966 
0,967 
0,968 
0,969 

0,970 
0,971 
0,972 
0,973 
0,974 
0,975 
0,976 
0,977 
0,978 
0,979 


Jq 


0,09669 
0,09543 
0,09416 
0,09288 
0,09159 
0,09029 
0,08897 
0,08764 
0,08630 
0,08495 

0,08360 
0,08223 
0,08065 
0,07946 
0,07804 
0,07662 
0,07519 
0,07375 
0,07230 
0,07084 

0,06937 
0,06788 
0,06638 
0,06487 
0,06335 
0,06181 
0,06026 
0,05870 
0,06712 
0,05553 

0,05394 
0,05233 
0,05071 
0,04907 
0,04742 
0,04576 
0,04408 
0,04239 
0,04069 
0,03898 


4-  126 
127 
12S 
129 
131» 
132 
133 
134 

+  135 

4-  135 
137 
13S 
140 
141 
14l> 
143 
144 
145 

+  146 

4-  147 
149 
15*1 
151 
152 
154 
155 
156 

15!* 

4-  159 

4-  159 
161 
162 
164 

16:^ 
im 

16? 

I6y 

170 
4-  171 
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Tafel  XXVI  (Fortsetzung). 


1 

r)*  +  (r)3  = 

9 

(r)5  ^  (,)8  -. 

1 

(r) 

1 

2 

Jq 

(r) 

3 

Jq 

0,980 

1,84511 

0,980 

—  0,03727 

0,981 

1,85260 

+  749 

0,981 

—  0,03554 

+  173 

0,982 

1,86012 

752 

0,982 

—  0,03380 

174 

0,983 

1,86767 

755 

0,983 

—  0,03204 

176 

0,984 

1,87625 

758 

0,984 

—  0,03027 

177 

0,985 

1,88286 

761 

0,985 

—  0,02849 

178 

0,986 

1,89049 

-  763 

0,986 

—  0,02669 

180 

0,987 

1,89815 

766 

0,987 

—  0,02487 

.  182 

0,988 

1,90584 

769 

0,988 

—  0,02304 

183 

0,989 

1,91356 

+  772 

0,989 

—  0,02119 

+  185 

0,990 

1,92129 

+  773 

0,990 

—  0,01932 

+  187 

0,991 

1,92904 

775 

0,991 

—  0,01744 

188 

0,992 

1,93682 

778 

0,992 

—  0,01565 

189 

0,993 

1,94462 

780 

0,993 

—  0,01365 

190 

0,994 

1,95245 

783 

0,994 

—  0,01173 

192 

0,995 

1,96030 

785 

0,995 

—  0,009S0 

193 

0,996 

1,96818 

•   788 

0,996 

—  0,00786 

194 

0,997 

1,97609 

791 

0,997 

—  0,00591 

195 

0,998 

• 

1,98403 

794 

0,998 

—  0,00395 

196 

0,999 

1,99200 

+  797 

0,999 

—  0,00198 

+  197 

1,000 

2,00000 

+  800 

1,000 

+  0,00000 

+  198 

1,001 

2,00802 

802 

1,001 

+  0,00198 

198   . 

1,002 

2,01606 

804 

1,002 

0,00398 

200 

1,003 

2,02413 

807 

1,003 

0,00600 

202 

1,004 

2,03222 

809 

1,004 

0,00804 

204 

1,005 

2,04033 

811 

1,005 

0,01010 

206 

1,006 

2,04847 

814 

1,006 

0,01218 

208 

1.007 

2,05664 

817 

1,007 

0,01428 

210 

1,008 

2,06483 

819 

1,008 

0,01640 

212 

1,009 

2,07305 

-f  822 

1,009 

+  0,01854 

+  214 

1,010 

2,08131 

+  826 

1,010 

+  0,02071 

+  217 

1,011 

2,08960 

829 

1,011 

0,02287 

217 

1,012 

2,09791 

831 

1,012 

0,02505 

218 

1,013 

2,10625 

834 

1,013 

0,02724 

219 

1,014 

2,11462 

837 

1,014 

0,02944 

220 

1,015 

2,12301 

839 

1,015 

0,03165 

221 

1,016 

2,13142 

841 

1,016 

0,03387 

222 

1,017 

2,13985 

843 

1,017 

0,03610 

223 

1,018 

2,14831 

846 

1,018 

0,03834 

224 

1,019 

2,15679 

+  848 

1,019 

+  0,04050 

+  226 
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Tafel  XXVI  (Fortsetzung). 


( 

[r)^  +  (r)'  - 

2 

(r)5  -  (r)3  = 

« 

(r) 

Q 

Jq 

{r) 

« 

Jq 

1,020 

2,16529 

1,020 

+  0,04287 

1,021 

2,17382 

+  853 

1,021 

0,04515 

+  2r28 

1,022 

2,18238 

856 

1,022 

0,04745 

2Ä> 

1,023 

2,19097 

859 

1,023 

0,04977 

232 

1,024 

2,19959 

862 

1,024 

0.05211 

234 

1,025 

2,20825 

866 

1,025 

0,05447 

236 

1,026 

2,21694 

869 

1,026 

0,05685 

2as 

1,027 

2,22566 

872 

1,027 

0,05925 

240 

1,028 

2,23441 

875 

1,028 

0,06167 

242 

1,029 

2,24319 

+  878 

1,029 

0,06411 

i-   244 

1,030 

2,25200 

+  881 

1,030 

0,06655 

+  244 

1,031 

2,26083 

883 

1,031 

0,06901 

246 

1,032 

2,26969 

886 

1,032 

0,07148 

247 

1,033 

2,27858 

889 

1,033 

0,07396 

248 

1,034 

2,28749 

891 

1,034 

0,07646 

250 

1,035 

2,29643 

894 

1,035 

0,07897 

251 

1,036 

2,30540 

897 

1,036 

0,08150 

253 

1,037 

2,31439 

899 

1,037 

0,08404 

254 

1,038 

2,82341 

902 

1,038 

0,08660 

256 

1,039 

2,33245 

+  904 

1,039 

0,08919 

+  259 

1,040 

2,34151 

+  906 

1,040 

0,09179 

+  260 

1,041 

2,35060 

909 

1,041 

0,09441 

262 

1,042 

2,35972 

912 

1,042 

0,09705 

264 

1,043 

2,36888 

916 

1,043 

0,09970 

265 

1,044 

2,37807 

919 

1,044 

0,10237 

267 

1,045 

2,38730 

923 

1,045 

0,10505 

26S 

1,046 

2,39657 

927 

1,046 

0,10774 

269 

1,047 

2,40587 

930 

1,047 

0,11044 

270 

1,048 

2,41520 

933 

1,048 

0,11316 

272 

1,049 

2,42455 

+  935 

1,049 

0,11589 

+  273 

1,050 

2,43393 

+  938 

1,050 

0,11863 

+  274 

1,051 

2,44334 

941 

1,051 

0,12189 

276 

1,052 

2,45278 

944 

1,052 

0,12417 

27S 

1,053 

2,46224 

946 

1,053 

0,126^ 

281 

1,054 

2,47173 

949 

1,054 

0,12981 

283 

1,055 

2,48124 

951 

1,055 

0,13266 

285 

1,056 

2,49078 

954 

1,056 

0,13553 

287 

1,057 

2,50035 

957 

1,067 

0,18842 

289 

1,058 

2,50995 

960 

1,058 

0,14133 

291 

1,059 

2,51958 

+  963 

1,059 

0,14426 

1             • 

+  293 
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Tafel    XXVI  (Fortsetzung). 


w  +  w« 

ff 

(r)5  _  (r)8  -. 

ff 

(r) 

9 

Jq 

(X) 

ff 

Jq 

1,060 

2,52925 

1,060 

0,14721 

1,061 

2,53895 

+  970 

1,061 

0,15016 

4-  295 

1,062 

2,54868 

973 

1,062 

0,16313 

297 

1,063 

2,55844 

976 

1,063 

0,15611 

298 

1,064 

2,56823 

979 

1,064 

0,15911 

300 

1,065 

2,57806 

982 

1,065 

0,16213 

302 

1,066 

2,58790 

985 

1,066 

0,16517 

304 

1,067 

2,69778 

988 

1,067 

0,16823 

806 

1,068 

2,60769 

991 

1,068 

0,17131 

306 

1,069 

2,61763 

4-  994 

1,069 

0,17439 

+  309 

1,070 

2,62759 

+  9% 

1,070 

0,17750 

■4  311 

1,071 

2,63758 

999 

1,071 

0,18062 

312 

1,072 

2,64760 

1002 

1,072 

0,18376 

314 

1,073 

2,65765 

1005 

1,073 

0,18692 

316 

1,074 

2,66774 

1009 

1,074 

0,19010 

318 

1,075 

2,67787 

1013 

1,075 

0,19330 

320 

1,076 

2,68803 

1016 

1,076 

0,19652 

322 

1,077 

2,69823 

1020 

1,077 

0,19976 

324 

1,078 

2,70847 

1024 

1,078 

0,20302 

326 

1,079 

2,71875 

+  1028 

1,079 

0,20630 

+  328 

1,080 

2,72905 

+  1030 

1,080 

0,20961 

-1-  331 

1,081 

2,73938 

1033 

1,081 

0,21293 

332 

1,082 

2,74974 

1036 

1,082 

0,21627 

334 

1,083 

2,76013 

1039 

1,083 

0,21962 

335 

1,084 

2,77055 

1042 

1,084 

0,22299 

337 

1,085 

2,78100 

1045 

1,085 

0,22637 

338 

1,086 

2,79148 

1048 

1,086 

0,22977 

340 

1,087 

2,80198 

1050 

1,087 

0,23319 

342 

1,088 

2,81251 

1053 

1,088 

0,23663 

344 

1,089 

2,82307 

4-  1056 

1,089 

0,24009 

4-  346 

1,090 

2,83365 

+  1058 

1,090 

0,24358 

+  349 

1,091 

2,84426 

1061 

1,091 

0,24608 

350 

1,092 

2,85490 

1064 

1,092 

0,24960 

352 

1,093 

2,86558 

1068 

1,093 

0,25314 

354 

1,094 

2,87631 

1073 

1,094 

0,25670 

356 

1,096 

2,88706 

1077 

1,095 

0,26028 

858 

1,096 

2,89789 

1081 

1,096 

0,26388 

360 

1,097 

2,90874 

1085 

1,097 

0,26750 

362 

1,098 

2,91963 

1089 

1,098 

0,27115 

365 

1,099 

2,93056 

-f  1093 

1,099 

0,27582 

+.  367 

1016 
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XXVII.    Tafel  mit  dem  Argumente  g. 
/  — • 


%/ 


Differenz 

för 

^2  =  0,0001 


0,030 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 
21 

0,020 
19 
18 
17 
16 
15 
14 
13 
12 
11 

0,010 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


0,510798 
509638 
508481 
507327 
506175 
505026 
503880 
502736 
501595 
500456 

0,499320 
498186 
497055 
496927 
494801 
493678 
492557 
491438 
490322 
489209 

0,488098 
486989 
485883 
484780 
483678 
482580 
481483 
480389 
479297 
478208 
477121 


116 
116 
116 
115 
115 
115 
114 
114 
114 

114 
113 
113 
113 
113 
112 
112 
112 
111 

111 
111 
111 
110 
110 

109 
109 
109 
109 


+  0,030 
29 
28 
27 
26 
25 
24 
23 
22 
21 

4-0,020 
19 
18 
17 
16 
16 
14 
13 
12 
11 

■f  0,010 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 


logf 


Differenz 
für 


0,445566 
446586 
447609 
448633 
449660 
450688 
451719 
452752 
453788 
454825 

0,455864 
456906 
457950 
458996 
460044 
461094 
462147 
463202 
464259 
465318 

0,466380 
467444 
468510 
469578 
470649 
471722 
472797 
473875 
474954 
476037 
477121 


—  102 

—  102 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  105 

—  105 

—  105 

—  105 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 
-108 

—  lOB 

—  lOS 

—  109 


NB.    Die  Differenzen  sind  in  Einheiten  der  sechsten  Decimale. 

hat  2.  B.  für  g  =  +  0,00823: 

q  =  0,008  .  .  .  logf  =  0,468510 

—  212 

3  X  ^  =  3  X  10,6 —  32 

^"  logf  =  0,648266 


Mäh 


2  X  -^<?  =  2  X  106 
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n  — 


XXVin.    Tafel  des  Argumentes  rj. 
2k  ,     ^,       ^_ 2kt 


»/-» 


(r,  +  r^)% 


log  2  ^•  =  8,5366114, 


8  = 


Vn+^ 


/. 


n 

/ 

V 

/ 

0,00 

0,000000 

0,40 

0,003042 

Ol 

2 

41 

3204 

02 

7 

42 

3372 

03 

16 

43 

3544 

04 

29 

44 

3722 

05 

45 

45 

3905 

06 

65 

46 

4093 

07 

89 

47 

4287 

08 

116 

48 

4486 

09 

147 

49 

4691 

0,10 

0,000181 

0,50 

0,00490b 

11 

220 

51 

5117 

12 

262 

52 

5340 

13 

307 

53 

5568 

14 

357 

54 

5803 

15 

410 

55 

6044 

16 

467 

56 

6292 

17 

527 

57 

6546 

18 

592 

58 

6808 

19 

660 

59 

7076 

0,20 

0,000732 

0,60 

0,007352 

21 

808 

61 

7636 

22 

888 

62 

7927    ' 

23 

972 

63 

8227 

24 

1060 

64 

8534 

25 

1152 

65 

8851 

26 

1248 

66 

9176 

27 

1348 

67 

9510 

28 

1452 

68 

9854 

29 

1561 

69 

10208 

0,30 

0,001673 

0,70 

0,010572 

31 

1790 

71 

10947 

32 

1911 

72 

11335 

33 

2037 

73 

11731 

34 

2107 

74 

12142 

35 

2301 

75 

12565 

36 

2440 

76 

13002 

37 

2583 

77 

13454 

38 

2731 

78 

13920 

39 

2884 

79 

14403 
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XXIX.    Gauss'sche  Vorschrift  zur  Bestimmung  des 

Ostersonntags. 


Man  dividire 

durch 

und 

efl 

bleibe  der  Rest 

die  Jahreszahl 

19 
4 
7 

30 
7 

a 
b 

n              j)                .-.....••• 

c 

ff                n                  •    •     .     .     ■ 

„    Grösse  I9a  -{-  M  .   . 
„        264-4C  + 

6d 

+ 

N. 

d 

e 

60  fallt  der  Ostersonntag  anf  den 

22  -\-  d  -\-  «ten  März  im  gemeinen  Jahre, 

23  -\-  d  -^  eten  März  im  Schaltjahre. 

Dabei  ist  im  Julianischen  Kcdender  3f  =  15,  iV'  =  6. 
Im  Gregorianischen  dagegen: 


Von 


1583  bis 

1700  „ 

1800  „ 

1900  „ 

2000  „ 

2100  „ 

2200  „ 

2300  „ 

2400  „ 


1699 
1799 
1899 
1999 
2099 
2199 
2299 
2399 
2499 


N 


22 
23 
23 
24 
24 
24 
25 
26 
25 


2 
3 
4 
5 
5 
6 
0 
1 
1 


Man  beachte  aber  für  den  Gregorianischen  Kalender: 

tt)  Findet  man  den  26.  iypril  als  Ostersonntag,  so  ist  dafür  der  19. 
anzunehmen. 

ß)  Findet  man  d  =  28,  e  =  6  und  giebt  zugleich  die  Grösse 
11  ilf  -)-  11  durch  30  dividirt  einen  Rest,  der  fcleiner  als  19,  so 
fällt  Ostern  nicht ,  wie  die  Berechnung  ergiebt ,  lauf  den  25. ,  son- 
dern schon  auf  den  18.  April. 
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XXX.    Ostersonntag  seit  Einführung  des  Gregorianischen 

Kalenders. 

A.  =  April,  M.  =  März. 


1583  10  A. 

1623 

16  A. 

•  1663  25  M. 

1703   8  A. 

1584*  1  A. 

1624* 

7  A. 

1664*  13  A. 

1704  *  23  M. 

1585  21  A. 

1625 

30  M. 

1665   5  A. 

1705  12  A. 

1586   6  A. 

1626 

12  A. 

1666  25  A. 

1706   4  A. 

1587  29  M. 

1627 

4  A. 

1667  10  A. 

1707  24  A. 

1588  *  17  A. 

1628* 

23  A. 

1668*  1  A. 

1708*  8  A. 

1589   2  A. 

1629 

15  A. 

1669  21  A. 

1709  31  M. 

1590  22  A. 

1630 

31  M. 

1670   6  A. 

1710  20  A. 

1591   14  A. 

1631 

20  A. 

1671  29  M. 

1711   5  A. 

1592  *  29  M. 

1632* 

11  A. 

1672  *  17  A. 

1712  *  27  M. 

1593  18  A. 

1633 

27  M. 

1673   2  A. 

1713   16  A. 

1594   10  A. 

1634 

16  A. 

1674  25  M. 

1714   1  A. 

1595  26  M. 

1635 

8  A. 

1675  14  A. 

1715  21  A. 

1596  *  14  A. 

1636* 

23  M. 

1676  *  6  A. 

1716  *  12  A. 

1597   6  A. 

1637 

12  A. 

1677   18  A. 

1717  28  M. 

1598  22  M. 

1638 

4  A. 

1678   10  A. 

1718  17  A. 

1599  11  A. 

1639 

24  A. 

1679   2  A. 

1719   9  A. 

1600  *  2  A. 

1640* 

8  A. 

1680*  21  A. 

1720*  31  M. 

1601   22  A. 

1641 

31  M. 

1681   6  A. 

1721   13  A. 

1602   7.  A, 

1642 

20  A. 

1682  29  M. 

1722   5  A. 

1603  30  M. 

1643 

5  A. 

1683   18  A. 

1723  28  M. 

1004*  18  A. 

1644* 

27  M. 

.  1684  *  2  A. 

1724  *  16  A. 

1605   10  A. 

1645 

16  A. 

1685  ^2  A. 

1725   1  A. 

1606  26  M. 

1646 

1  A. 

1686   14  A. 

1726  21  A. 

1607   15  A. 

1647 

21  A. 

1687  30  M. 

1727  13  A. 

1608  *  6  A. 

1648* 

12  A. 

1688  *  18  A. 

1728  *  28  M. 

1609  19  A. 

1649 

4  A. 

1689   10  A. 

1729  17  A. 

1610  11  A. 

1650 

17  A. 

1690  26  M. 

1730   9  A. 

1611   3  A. 

1651 

9  A. 

1691   15  A. 

1731  25  M. 

1612  *  22  A. 

1652* 

31  M. 

1692  *  6  A. 

1732*  13  A. 

1613   7  A. 

1653 

13  A. 

1693  22  M. 

1733   5  A. 

1614  30  M. 

1654 

5  A. 

1694  11  A. 

1734  25  A. 

1615  19  A. 

1656 

28  M. 

1695   3  A. 

1735   10  A. 

1616  *  3  A. 

1656* 

16  A. 

1696  *  22  A. 

1736*  1  A. 

1617  26  M. 

1657 

1  A. 

1697   7  A. 

1737  21  A. 

1618  15  A. 

1658 

21  A. 

1698  30  M. 

1738   6  A. 

1619  31  M. 

1659 

13  A. 

1699   19  A. 

1739  29  M. 

1620  *  19  A, 

1660* 

28  M. 

1700*  11  A. 

1740*  17  A. 

1621   11  A. 

1661 

17  A. 

1701   27  M. 

1741   2  A. 

1622  27  M. 

1662 

9  A. 

1702   16  A. 

1742  25  M. 

1020 


Tafeln. 


XXX.    Ostersonntag  seit  Einführung  des  Gregorianischen 

Kalenders  (Fortsetzung). 

A.  =  April,  M.  =  März. 


1743   14  A. 

1783  20  A.  • 

1823  30  M. 

1863   5  A. 

1744*  6  A. 

1784*  11  A. 

1824  *  18  A. 

1864  *  27  M. 

1745  18  A. 

1785  27  M. 

1825   3  A. 

1865   16  A. 

1746  10  A. 

1786  16  A. 

1826  26  M. 

1866   1  A. 

1747   2  A. 

1787   8  A. 

1827   15  A. 

1867  21  A. 

1748  *  14  A. 

1788  ♦  23  M, 

1828  *  6  A. 

1868  *  12  A. 

1749   6  A. 

1789  12  A. 

1829  19  A. 

1869  28  M. 

1750  29  M. 

1790   4  A. 

1830  11  A. 

1870   17  A. 

1751   11  A. 

1791  24  A. 

1831   3  A. 

1871   9  A. 

1752  *  2  A. 

1792*  8  A; 

1832  *  22  A. 

1872  *  31  M. 

1753  22  A. 

1793  31  M. 

1833   7  A. 

1873   13  A. 

1754  14  A. 

1794  20  A. 

1834  30  M. 

1874   5  A. 

1755  30  M. 

1795   5  A. 

1835  19  A. 

1875  28  M. 

1756  *  18  A. 

1796  *  27  M. 

1836*  3  A. 

1876  *  16  A. 

1757  10  A. 

1797  16  A. 

1837  26  M. 

1877   1  A. 

1758  26  A. 

1798   8  A. 

1888   15  A. 

1878  21  A. 

1759  15  A. 

1799  24  M. 

1839  31  M. 

1879   13  A. 

1760  ♦  6  A. 

1800*  13  A. 

1840  *  19  A. 

1880*  28  M. 

1761  22  M. 

1801   5  A. 

1841   11  A. 

1881   17  A. 

1762   11  A. 

1802  18  A. 

1842  27  M. 

1882   9  A. 

1763   3  A. 

1803   10  A. 

1843  16  A. 

1883  25  M. 

1764  *  22  A. 

1804*  1  A. 

1844  *  7  A. 

1884*  13  A. 

1765   7  A. 

1805  .14  A. 

1845  23  M. 

1885   5  A. 

1766  30  M. 

1806   6  A. 

1846  12  A. 

1886   25  A. 

1767   19  A. 

1807  29  M. 

1847   4  A. 

1887   10  A. 

1768*  3  A. 

1808  *  17  A. 

1848*  23  A. 

1888*  1  A. 

1769  26  M. 

1809   2  A. 

1849   8  A. 

1889  21  A. 

1770  15  A. 

1810  22  A. 

1850  31  M. 

1890   6  A. 

1771   31  M. 

1811   14  A. 

1851   20  A. 

1891   29  M. 

1772  *  19  A. 

1812*  29  M. 

1852*  11  A. 

1892*  17  A. 

1773   11  A. 

1813  "  18  A. 

1853  27  M. 

1893   2  A. 

1774   3  A. 

1814   10  A. 

1854  16  A. 

1894   25  M, 

1775  16  A. 

1815  26  M. 

1855   8  A. 

1895   14  A. 

1776  *  7  A. 

1816  *  14  A. 

1856  *  23  M. 

1896  *  5  A. 

1777  30  M. 

1817   6  A. 

1857   12  A. 

1897   18  A. 

1778  19  A. 

1818  22  M. 

1858   4  A. 

1898   10  A. 

1779   4  A. 

1819  11  A. 

1859  24  A. 

1899   2  A. 

1780  *  26  M. 

1820  *  2  A. 

1860*  8  A. 

1900  *  15  A. 

1781   15  A. 

1821   22  A. 

1861  31  M. 

1901   7  A. 

1782  31  M. 

1822   7  A. 

1862  20  A. 

1902  30  M. 
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Tafel    XXXI. 

NB.    Im  Schaltjahre  sind  die  Daten  im  Januar  und  Februar  um  1  zu  ver- 
mehren (ausser  Ostersonntag). 


Ostern 

22 

23 

24 

25 

26 

März 

Neujahr 

Donners- 

Mitt- 

Diens- 

Mon- 

Sonn- 

tag 

woch 

tag 

tag 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

4 

5 

— 

— 

— 

Januar 

1-                                / 

11 

12 

13 

7 

8 

Januar 

2. 

— 

— 

14 

15 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

1                           < 

— 

— 

\ 

4. 

Epiphanias 

— 

^- 

— 

— 

— 

6.  ^ 

V 

— 

— 

— 

— 

— 

• 

Septuagesimae    •   .   . 

18 

19 

20 

21         22 

Januar 

Fastnacht 

3 

4 

5 

6 

7 

Februar 

Jubilate 

12 

18 

14 

15 

16 

April 

Himmelfahrt    .... 

30 

1 

2 

3 

4  - 

Mai 

Pfingsten 

10 

11 

12 

13 

14 

Mai 

Trinitatis 

17 

18 

19 

20 

21 

Mai 

22.x                               ( 

18 

19 

20 

21 

22 

October 

23. 

25 

26 

27 

28 

29 

October 

24. 

Sonntag  nach 

1 

2 

3 

4 

5 

November 

25. 

Trinitatis 

8 

9     ^ 

10 

11 

12 

November 

26. 

. 

15 

16 

17 

18 

19 

November 

27.^                              ^ 

22 

23 

24 

25 

26 

November 

1.  \                             t 

29 

30 

1 

2 

3 

December 

2 

'  \        Advent 
3. 

6 

7 

8 

:      9 

10 

December 

13 

14 

15 

16 

17 

December 

4.  J 

20 

21 

22 

23         24 

December 

Weihnachten 

Frei- 
tag 

Donners- 
tag 

Frei- 
tag 

Diens- 
;   tag 

1 

1  Mon- 
tag 

Sonntag  nach  Weihn. 

27 

28 

29 

30 

31 

December 

1.  ^                            / 

11 

12 

13 

14 

15 

Februar 

2.  ^           . 

\     Qaatember     - 

3.  1 

13 
16 

14 
17 

15 

18 

16 
19 

17 

20 

Mai 
September 

4. 

i                            l 

16 

17 

18 

19 

20 

December 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

27 

28 

29 

30 

31 

März 

Neujahr 

Sonn- 

Frei- 

Donners- 

Mitt-    1 

Diens- 

abend 

tag 

tag 

woch 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

2 

3 

4 

5 

Januar 

1.  ^ 

* 

9 

10 

11 

12 

13 

Januar 

2. 

16 

17 

18 

19 

20 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

1                           ' 



— 

— 

— 

— 

4. 
6. 

Epiphanias 

— 

— ^ 

— 

— 

6.  ^ 

1 





-~ 

— 

.^ 

Septuagesimae     .  .   . 

23 

24 

25 

26 

27 

Januar 

Fastnacht ; 

8 

9 

10 

11 

12 

Februar 

Jubilate 

17 

18 

19 

20 

21 

April 

Himmelfahrt    .... 

6 

6 

7 

8      . 

.    .9 

Mai 

Pfingsten 

15 

16 

17 

18 

19 

Mai 

Trinitatis  ...... 

22 

23 

24 

25 

26 

Mai 

22.  X                             ^ 

23 

24 

25 

26 

.27 

October 

23. 

30 

31 

1 

2 

3 

November 

24. 

Sonntag  nach 

6 

7 

8 

9 

10 

November 

25. 

Trinitatis 

13 

14 

15 

16 

17 

November 

26. 

20 

21 

22 

23 

24 

November 

27.  ^                            ^ 

— . 

• 

— 

— 

— 

1..                             ( 

27 

28 

29 

30 

1 

December 

2. 

\       Advent 

4 
U 

5 
12 

6 
13 

7 

14 

8 
15 

December 
December 

4.  J 

18 

19 

20 

21 

22 

December 

Weihnachten 

Sonn- 
abend 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag 

Donners- 
tag 

Mitt- 
woch 

« 

Sonntag  nach  Weihn. 

26 

27 

28 

29 

December 

!•)                               ( 

16 

17 

18 

19 

20 

Februar 

2. 
3. 

Q'uatember 

18 
21 

19 
15 

20 
16 

21 
17 

22 

18 

Mai 
September 

4. 

i 

14 

15 

16 

17 

18 

December 

Tafeln. 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

1 

2 

3 

4 

5 

April 

Neujahr 

Mon- 

Sonn- 

Sonn- 

Frei- 

Donners^- 

tag 

tag 

abend 

tag 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

— 

— 

2 

3 

4 

Januar 

1.    • 

' 

7 

8 

9 

10 

11 

Januar 

2. 

14 

15 

16 

17 

18 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 
Epiphanias 

21 

22 

23 

24 

25 

Januar 

4. 
5. 

^^^ 

_, 

"~^ 

^^^^ 

^^ 

6.    >                            ^ 
Septuageflimae    ..   .   . 

28 

29 

30 

31 

1 

Februar 

Fastnacht 

13 

14 

15 

16 

17 

Februar 

Jnbilate 

22 

23 

24 

25 

26 

April 

Bimmelfahrt    .... 

10 

11 

12 

13 

14 

Mai 

Pfingsten 

20 

21 

22 

23 

24 

Mai 

Irinitatis 

27 

28 

29 

30 

81 

Mai 

22.  N                             , 

28 

29 

30 

31 

1 

November 

23. 

4 

5 

6 

7 

8 

November 

24. 

Sonntag  nach 

11 

12 

13 

14 

15 

November 

25. 

*                                                     ^ 

TrinitatiB 

18 

19 

20 

21 

22 

November 

26. 

25 

26 

— 

— 

— 

November 

27.  >                             ^ 

— 

— 

— 

1.                                 i 

2 

3 

27 

28 

29 

November 

2. 

....._. 

9 

10 

4 

5 

6 

December 

16 

17 

11 

12 

13 

December 

4.                                  l 

28 

24 

18 

19 

20 

December 

Weihnachten 

Diene- 
tag 

Mon- 
tag 

Sonn- 
tag 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag 

Sonntag  nach  Weihn. 

30 

31 

— 

26 

27 

December 

1-  )                             { 

21 

22 

23 

24 

25 

Februar 

2. 
3. 

Quatember     { 

23 
19 

24 
20 

25 
21 

26 
15 

27 
16 

Mai 
September 

4. 

t 

19 

20 

14 

15 

16 

December 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung), 

Ostern 

6 

7 

8 

9 

10 

April 

Neujahr 

Mitt- 

Diens- 

Mon- 

Sonn- 

Sonn- 

woch 

tag 

tag 

tag 

abend 

Sonntag  nach  Neujahr 

5 

—    .     — 

— 

2 

Januar 

!•)                              / 

12 

13           7 

8 

9 

Januar 

2. 

19 

20 

14 

15 

16 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

26 

27         21 

22 

23 

Januar 

4. 
5. 

Epiphanias 

na— 

^^^^ 

— 

30 

Januar 

6.^                             l 
Septuageeimae    .   .   . 

2 

8 

4 

5 

6 

Februar 

Fastnacht 

18 

19    ;    20 

21 

22 

Februar 

Jubilate 

27 

28 

29 

30 

1 

Mai 

Himmelfahrt    .... 

15 

16 

17 

18 

19 

Mai 

Pfingsten 

25 

26 

27 

28 

29 

Mai 

Trinitatis 

1 

2 

3 

4 

5 

Juni 

22.                                , 

2 

3 

4 

5 

6 

November 

23. 

9 

10 

11 

n 

13 

November 

24. 

Sonntag  nach 

16 

17         18 

»          1 

19 

20 

November 

25. 

Trinitatis 

23 

24 

25 

26 

« 

November 

26. 

— 

— 

— 

— 

— 

27. 

1 

— 

— 

— 

— 

— 

1.    V                                            / 

30 

1 

2 

3 

27 

November 

\       Advent 

7 

8 

9 

10 

4 

December 

14 

15 

16 

17 

11 

December 

4.  ) 

21 

22 

23 

24 

18 

December 

Weihnachten 

Donners- 
tag 

Mitt- 
woch 

Diens- 
tag 

Mon- 
tag 

Sonn- 
tag 

Sonntag  nach  Weihn. 

28 

29 

30 

31 

— 

December 

^'\                            { 

26 

27 

28 

1 

2 

März 

2. 
3. 
4.  - 

Quatember     ■ 

28 
17 

29 

18 

30 
19 

31 
20 

1 
21 

Juni 
Septem  l.*er 

t 

17 

18 

19 

20 

14 

December 

Tatein. 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 


11 


12 


13 


14 


15 


April 


Neujahr 

Sonnt apr  nach  Neujahr 
1. 
2. 
3. 
4. 


5. 


Sonntag  nach 
Epiphanias 


6.  ^ 


Soptuajj^esimae 
Fastnacht  .  . 
Jubilate  .  . 
Hinimelfahit 
Pfingsten  .  . 
Trinitatis  .  . 
22. 
23. 

24.  Sonntag  nach 

25.  Trinitatis 
26. 


27.  ' 


1. 


■ 


2. 

4.  ) 


Advent 


I 


Weihnachten 

Sonntag  nach  Weihn. 
l. 
2. 
3. 

4. 


Quatember 


Frei-    Donners- 
tag tag 


3 
10 
17 
24 
31 


7 
23 

2 
20 
30 

6 

7 
14 
21 


28 

5 

12 

19 

Sonn- 
abend 

20 

3 

2 
15 
15 


4 

U 

18 

25 

1 


8 
24 

3 
21 
31 

7 

8 
15 
22 


29 

i\ 

13 

20 

FVei- 
tag 

27 

4 

3 

16 

IG 


Mitt- 
woch 


5 


12 

19 

20 

2 


9 

25 

4 

22 

1 

8 

9 

16 

23 


30 

7 

14 

21 

Donners- 
tag 

28 


5 


4 
17 
17 


Diens-  Mon- 
'    tag       tag 


13 

20 

27 

3 


10 

26 

5 

23 

2 

9 

10 

17 

24 


1 

8 

15 

22 


7 
14 
21 

28 
4 

11 
27 

6 
24 

3 

10 
11 
18 
25 


2 

9 

16 

23 


Mitt-   Diens- 
woch      tag 


29 
6 


5 


18 
18 


30 

7 

6 

19 

19 


Januar 
Januar 
Januar 
Januar 
Januar 
Februar 

Februar 

Februar 

Mai 

Mai 

Juni 

Juni 

November 

November 

November 


Decpmber 
Deceniber 
December 
December 


December 

März 

Juni 

September 

December 


L4flka,  mathem.  yorxnelnsammluu)<- 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

IG 

17 

18 

19 

1 
1  - 

20 

April 

Neujahr 

Sonn- 

Sonn- 

Frei- 

Donners- 

Mitt- 

tag 

abend 

tag 

tag 

woch    . 

Sonntag  nach  Neujahr 

2 

3 

4 

5 

Januar 

1)                             ( 

8 

9 

10 

11 

12 

Januar 

2. 

15 

16 

17 

18 

i        19 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

22 

23 

24 

25 

,       26 

Januar 

4. 

Epiphanias 

29 

30 

31 

1 

2 

Februar 

5. 

5 

6 

7 

8 

^ 

Februar 

6.^                              ^ 

^^^ 

1 

1 

Septuagesimae     .   .    . 

12 

13 

14 

15 

16 

Februar 

Fastnacht 

28 

1 

2 

3 

1          4 

März 

Juhilate 

^ 
/ 

8 

9 

10 

11 

Mai 

Himmelfahrt    .... 

25 

26 

27 

28 

29 

Mai 

Pfingsten 

4 

5 

6 

7 

8 

Juni 

Trinitatis 

11 

12 

13 

14 

15 

Juni 

22.  X                              ^ 

12 

13 

14 

15 

i        16 

November 

23. 

19 

20 

21 

22 

23 

November 

24. 

Sonntag  nach 

26 

— 

— 

— 

NovemWr 

25. 

> 

Trinitatis 

26. 

—  . 

27.  ^                               ^ 

,      . 

— 

— 

1.                                  / 

2. 

Advent 
3.  I 

3 

27 

28 

29 

30 

.Xovenibt-r 

10 
17 

4 
11 

5 
12 

6 
13 

7 
14 

DecemWr 
December 

4.  J 

24 

18 

19 

20 

21 

DecembtT 

Wt'ih  nachten 

Mon- 
tag 

Sonn- 
tag 

Sonn- 
abend 

Frei- 
tag 

Donners- 
tag 

Sunntaor  nach  Weihn. 

31 

26  ; 

27 

28 

Decembt^r 

1.  j 

8     . 

1 

9 

10 

11 

12 

März 

2. 

yurtlember 

Um 

0^ 

t 

20     1 

8 
21 

9 
15 

10 
16 

11 
17 

Juni 
Septembt»r 

4.  ' 

20     1 

14 

15 

16 

17 

December 

Tafeln. 
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Tafel  XXXI  (Fortsetzung). 


Ostern 

21 

22 

23 

24 

25 

April 

• 

Neujahr 

Diens- 

Mon- 

Sonn- 

Sonn- 

Frei- 

tag 

tag 

tag 

abend 

tag 

Sonntag  nach  Neujahr 

— 

2 

3 

Januar 

1)                             / 

13 

7 

8 

9 

10 

Januar 

2. 

20 

14 

15 

16 

17 

Januar 

3. 

Sonntag  nach 

27 

21 

22 

23 

24 

Januar 

4. 

1 

Epiphanias 

3 

2S 

29 

30 

31 

Februar 

5. 

« 

10 

4 

5 

6 

7 

Februar 

6.»              y 

11 

12 

13 

14 

Februar 

Septuagesimae     .   .   . 

17 

18 

19 

20 

21 

Februar 

Fastnacht 

ö 

6 

7 

8 

9 

März 

Jubilate 

12 

13 

14 

15 

16 

Mai 

Himmelfahrt    .... 

30 

31 

1 

2 

3 

Juni 

Pfingsten 

9 

10 

11 

12 

13 

Juni. 

Trinitatis 

16 

17 

18 

19 

20 

Juni 

22 

17 

18 

19 

20 

21 

November 

23. 

24 

25 

26 

— 

November 

24. 

Soontag  nach 

— 

— 

— 

— 

25. 

1 

Trinitatis 

— 

— 

— 

— 

— 

26. 

— 

— 

— 

— 

— 

27. 

— 

— 

— 

— 

1.    X                                                    / 

1 

2 

3 

27 

28 

* 

November 

2. 

[        Advent 

4.  J 

8 

9 

10 

4 

5 

December 

15 

16 

17 

11 

12 

December 

22 

23 

24 

18 

19 

December 

Weihnachten 

Mitt- 
woch 

Diens- 
tag 

Mon- 
tag 

Scmn- 
tag 

Sonn- 
abend 

Sonntag  nach  Weihn. 

29 

30 

31 

— 

26 

December 

1.    V                                                  / 

13 

14 

15 

16 

17 

März 

2. 

>     Quatember 

12 

18 

13 
19 

14 
20 

15 
21 

16 
15 

Juni 
September 

4.  . 

1                             l 

18 

19 

20 

14 

15 

December 
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XXXII.    Tafel  zur  Auflösung  der  Kepler'schen  Gleichung; 

M  =  E  —  e  fiin  E, 

Mit  den  Arj^umenten  K  und  e  ergiebt  sich  M, 


3,027 
3,207 
3,395 
3,589 
3,791 
4,001 

4,217 
4,442 
4,674 
4,915 
5,165 
5,423 


0,011 
0,01' 

o,(n^« 
0,0:^7 

0,(i»>* 

OJ»?.- 
0,111 

O.i:^ 

0.171 
0.207 

0,2*i'» 
0,347 
0.41M 
0,4tM 

0.'>;{7 

o/.i ; 

0.69» 
0,7?*. 

1.101 

1.22o 

lA'^J 
1,4*^1 
l.iwt^ 
1,7J»4 
l,Mbl 

2,1:;; 


5,690     2,32:2 


Tafeln. 
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Tafel  XXXII  (Fortsetzung). 


TT.' 

e 

Jv 

0,1 

0.2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

360 

32,6 

29,3 

25,9 

22,5 

19,2 

15,79 

l 
12,43      9,06 

5,69 

2,32 

37 

33,6 

30,1 

26,7 

23,2 

19,8 

16,31     12,86 

9,42 

5,97 

2,52 

38 

34,5 

30,9 

27,4 

23,9 

20,4 

16,84 

13,31 

9,78 

6,25 

2,73 

39 

35,4 

31,8 

28,2 

24,6 

21,0 

17,37 

13,76 

10,15 

6,55 

2,94 

40 

36,3 

32,6 

29,0 

25,3 

21,6 

17,90 

14,22 

10,54 

6,85 

3,17 

41 

37,2 

33,5 

29,7 

26,0 

22,2 

18,45 

14,69 

10,93 

7,17 

3,41 

42 

38,2 

34,3 

30,5 

26,7 

22,8 

19,00 

15,16 

11,33 

7,50 

3,66 

43 

39,1 

35,2 

31,3 

27,4 

23,5 

19,55 

15,65 

11,74 

7,83 

3,92 

44 

40,0 

36,0 

32,1 

28,1 

24,1 

20,12 

16,14 

12,16 

8,18 

4,20 

45 

40,9 

36,9 

32,8 

28,8 

24,7 

20,69 

16,64 

12,59 

8,54 

4,49    . 

46 

41,9 

37,8 

33,6 

29,5 

25,4 

21,27 

17,15 

13,03 

8,91 

4,79 

'     47 

42,8 

3'^,6 

34,4 

30,2 

26,0 

21,86 

17,67 

13,48 

9,29 

5,10 

48 

43,7 

39,6 

35,2 

31,0 

26,7 

22,45 

18,19 

13,94 

9,68 

5,42 

49 

44,7 

40,4 

36,0 

31,7 

27,4 

23,06 

18,73 

14,41 

10,08 

5,76 

50 

45,6 

41,2 

36,8 

32,4 

28,1 

23,67 

19,28 

14,89 

10,50 

6,11 

51 

46,5 

42,1 

37,6 

33,2 

28,7 

24,28 

19,83 

15,38 

10,93 

6,47 

52 

47,5 

43,0 

38,5 

33,9 

29,4 

24,91 

20,40 

15,88 

11,37 

6,85 

53 

4S,4 

43,8 

39,3 

34,7 

30,1 

25,55 

20,97 

16,39 

11,82 

7,24 

54 

49,4 

44,7 

40,1 

35,5 

30,8 

26,19 

21,55 

16,92 

12,28 

7,65 

55 

50,3 

45,6 

40,9 

36,2 

31,5 

26,84 

22,15 

17,45 

12,76 

8,07 

56 

51,3 

46,5 

41,8 

37,0 

32,3 

27,50 

22,75 

18,00 

13,25 

8,50 

57 

52,2 

47,4 

42,6 

37,8 

33,0 

28,17 

2S,,36 

18,56 

13,75 

8,95 

58 

53,1 

48,3 

43,4 

38,6 

33,7 

28,8ö 

23,99 

19,13 

14,27 

9,41 

59 

54,1 

49,2 

44,3 

39,4 

34,4 

29,53 

24,62 

19,71 

14,80 

9,89 

60 

55,0. 

50,1 

45,1 

40,2 

35,2 

30,23 

25,27 

20,30 

15,34 

10,38 

61 

56,0 

60,0 

46,0 

41,0 

35,9 

30,93 

25,92 

20,91 

15,90 

10,89 

62 

56,9 

51,9 

46,8 

41,8 

36,7 

31,65 

26,59 

21,53 

16,47 

11,41 

63 

57,9 

52,8 

47,7 

42,6 

37,5 

32,87 

27,26 

22,16 

17,05 

11,95 

64 

58,9 

53,7 

48,6 

43,4 

38,3 

33,10 

27,95 

22,80 

17,65 

12,50 

65 

59,8 

54,6 

49,4 

44,2 

39,0 

33,84 

28,65     23,46 

18,27 

13,07 

66 

60,8 

55,5 

50,3 

45,1 

39,8 

34,59 

29,36  ,  24,13 

18,89 

13,66 

67 

61,7 

56,5 

51,2 

45,9 

40,6 

35,36 

30,08    24,81 

li),53 

14,26 

68 

62,7 

>   57,4 

52,1 

46,8 

41,4 

36,13 

30,81  ;  25,50 

20,19 

14,88 

69 

63,7 

58,3 

.   53,0 

47,6 

42,3 

36,91 

31,56     26,21 

20,86 

15,51 

70 

64,6 

59,2 

53,8 

48,5 

43,1 

37,70 

32,31     26,93 

21,54 

16,16 

71 

65,6 

60,2 

54,7 

49,3 

43,9 

38,50  i  33,08     27,66 

1 

22,24 

16,83 

72 

66,6 

61,1 

1 

55,7 

50,2 

44,8 

39,31 

33,86 

28,41 

22,96 

17,51 
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Tafel  XXXII  (ForteetzuDg). 


£ 

€ 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

72« 

66,6 

61,1 

55,7 

50,2 

44,8 

39,3 

33,9 

28,4 

23,0 

17,:> 

73 

67,5 

62,0 

56,6 

51,1 

45,6 

40,1 

34,6 

29,2 

23,7 

18.2 

74 

68,5 

63,0 

57,5 

52,0 

46,5 

41,0 

35,4 

29,9 

24,4 

i^.y 

75 

69,5 

63,9 

58,4 

52,9 

47,3 

41,8 

36,3 

30,7 

25,2 

:  19.7 

76 

70,4 

64,9 

59,3 

53,8 

48,2 

42,6 

37,1 

31,5 

26,0 

:  20,1 

77 

71,4 

65,8 

60,3 

54,7 

49,1 

43,5 

37,9 

32,3 

26,8 

'  21,2 

78 

72,4 

66,8 

61,2 

55,6 

50,0 

44,4 

38,8 

33,2 

27,6 

22,0 

79 

73,4 

67,8 

62,1 

56,5 

50,9 

45,3 

39,6 

34,0 

28,4 

22.> 

8(» 

74,4 

68,7 

63,1 

57,4 

51,8 

46,1 

40,5 

34,9 

29,2 

23.« 

81 

75,3 

69,7 

64,0 

58,4 

52,7 

47,0 

41,4 

35,7 

30,1 

21  1 

82 

76,3 

70,7 

65,0 

59,3 

53,6 

48,0 

42,3 

36,6 

30,9 

2ö.>i 

83 

77,3 

71,6 

65,9 

60,3 

54,6 

48,9 

43,2 

37,5 

31,8 

26,1 

84 

78,3 

72,6 

66,9 

61,2 

55,5 

49,8 

44,1 

38,4 

32.7 

27.n 

85 

79,3 

73,6 

67,9 

62,2 

56,5 

50,8 

45,0 

39,3 

33,6 

27,ii 

86 

80  3 

74,6 

68,9 

63,1 

57,4 

51,7 

46,0 

40,3 

34,6 

2^.H 

87 

81,3 

75,6 

69,8 

64,1 

58,4 

52,7 

46,9 

41,2 

35,5 

20ß 

88 

82,3 

76,5 

70,8 

65,1 

59,4 

53,6 

47,9 

42,2 

36,5 

30,7 

89 

83,3 

77,5 

71,8 

66,1 

60,4 

54,6 

48,9 

43,2 

37,4 

31,7 

90 

84.3 

78,5 

72,8 

67,1 

61,4 

55,6 

49,9 

44,2 

38,4 

32,7 

91 

85,3 

79,5 

73,8 

68,1 

62,4 

56,6 

50,9 

45,2 

39,4 

33.7 

92 

86,3 

80,5 

74,8 

69,1 

63,4 

57,6 

51,9 

46,2 

40,5 

34.7 

93 

87,3 

81,6 

75,8 

70,1 

64,4 

58,7 

52,9 

47,2 

41.5 

3ö.> 

94 

8S,3 

82,6 

76,9 

71,1 

65,4 

59,7 

54,0 

48,3 

42,6 

36> 

95 

89,3 

83,6 

77,9 

72,2 

(>6,5 

60,8 

55,0 

49,3 

43,6 

37.1* 

96 

90.3 

84,6 

78,9 

73,2 

67,5 

61,8 

56.1 

50,4 

44,7 

39. » 

97 

91,3 

85,6 

79,9 

74,3 

6S,6 

62,9 

57,2 

51,5 

45,8 

10. 1 

98 

92,3 

86,7 

81,0 

75,3 

69,6 

64,0 

58,3 

52,6 

46,9 

41,:; 

99 

93,3 

87,7 

82,0 

76,4 

70,7 

65,0 

59,4 

53,7 

48,1 

42,1 

100 

94,4 

88,7 

83,1 

77,4 

71,8 

66,1 

60,5 

54,9 

49,2 

4ö,« 

101 

95,4 

89,8 

84,1 

78,5 

72,9 

67,3 

61,6 

56,0 

50,4 

44  ^ 

102 

96.4 

90,8 

85,2 

79,6 

74,0 

68,4 

62,8 

57,2 

51,6 

46,0 

103 

97,4 

91,8 

86,3 

80,7 

75,1 

69,5 

63,9 

58,3 

52,8 

47,2 

104 

98,4 

92,9 

87,3 

81,8 

76,2 

70,6 

65,1 

59,5 

54,0 

48,J 

105 

99,5 

93,9 

88,4 

82,9 

77,3 

71,8 

66,3 

60,7 

55,2 

49,7 

106 

100,5 

95,0 

89,5 

84,0 

78,5 

73,0 

67,4 

61,9 

56,4 

50.? 

107 

101,5 

96,0 

90,6 

85,1 

79,6 

74,1 

68,6 

63,2 

57,7 

52.2 

108 

102,6 

97,1 

91,7 

1 

86,2 

80,8 

75,3 

69,9 

64,4 

59,0 

53,5 
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Tafel  XXXII  (Fortsetzung). 


>; 

* 

e 

0,1, 

0,2 

0,3 

0,4 

0.5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1,0 

1080 

102,6 

97,1 

91,7 

86,2 

80,8 

75,3 

69,9 

64,4 

59,0 

53,5 

109 

103,6 

98.2 

92,7 

87,3 

81,9 

76,5 

71,1 

65,7 

60,2 

54,8 

110 

104,6 

99,2 

93,8 

88,5 

83,1 

77,7 

72,3 

66,9 

61.5 

56,2 

111 

105,7 

100,3 

95,0 

89,6 

84,3 

78,9 

73,6 

68,2 

62,9 

57,5 

112 

106,7 

101,4 

96,1 

90,8 

85,4 

80,1 

74,8 

69,5 

64,2 

58,9 

113 

107,7 

102,5 

97,2 

91,9 

86,6 

81,4 

76,1 

70,8 

65,5 

60,3 

114 

108,8 

103,5 

98,3 

93,1 

87,8 

82,6 

77,4 

72,1 

66,9 

61,7 

115 

109,8 

104,6 

99,4. 

94,2 

89,0 

83,8 

78,7 

73,5 

68,3 

63,1 

116 

1 10,9 

105,7 

100,6 

95,4 

90,3 

85,1 

80,0 

74,8 

69,7 

64.5 

117 

111,9 

106,8 

101,7 

96,6 

91,5 

86,4 

81,3 

76,2 

71,1 

65,9 

118 

112,9 

107,9    102,8 

97,8 

92,7 

87,6 

82,6 

77,5 

72,5 

67,4 

119 

114,0 

109,0    104,0 

99,0 

93,9 

88,9 

83,9 

78,9 

73,9 

68,9 

4 

120 

115,0 

110,1 

105,1 

100,2 

95,2 

90,2 

85.3 

80,3 

75,3 

70,4 

121 

116,0 

111,2  1  106,3 

101,4 

96,4 

91,5 

86,6 

81,7 

76,8 

71,9 

122 

117,1 

112,3     107,4 

102,6 

97,7 

92,8 

88,0 

83,1 

78,3 

73,4 

123 

118,2 

113,4 

108,6 

103,8 

99,0 

94,2 

89,4 

84,6. 

79,8 

74,9 

124 

119,3 

114,5  ;  109,8 

105,0 

100,3 

95,5 

90,8 

86,0 

81,3 

76,5 

125 

120,3 

115,6     110,9 

106,2 

101,5 

96,8 

92,1 

87,5 

82,8 

78,1 

126 

121,4 

116,7     112,1 

107,5 

102,8 

98,2 

93,6 

88,9 

84,3 

79,6 

127 

122,4 

117,8 

113,3 

108,7 

104,1 

99,5 

95,0 

90,4 

85,8 

81,2 

128 

123,5 

119,0 

114,5 

109,9 

105,4 

100,9 

96,4 

91,9 

87,4 

82,9 

129 

124,5 

120,1     115,6 

111,2 

106,7 

102,3 

97,8 

93,4 

88,9 

84,5 

130 

125,6 

121,2 

116,8 

112,4 

108,1 

103,7 

99,3 

94,9 

90,5 

86,1 

131 

126,7 

122,4 

118,0 

113,7 

109,4 

105,1 

100,7 

96,4 

92,1 

87,8 

132 

127,7 

123,5 

119,2 

115,0 

110,7 

106,5 

102,2 

97,9 

93,7 

89,4 

133 

128,8 

124,6  *  120,4 

116,2 

112,0 

107,9 

103,7 

99,5 

95,3 

91,1 

134 

129,9 

125,8     121,6 

117,5 

113,4 

109,3 

105,1 

101,0 

96,9 

92,8 

135 

130,9 

126,9     122,8 

118,8 

114,7 

110,7 

106,6 

102,6 

98,5 

94,5 

136 

132,0 

128.0  ,  124,1 

i;>o,i 

116,1 

112,1 

108,1 

104,2 

10U,2 

96,2 

137 

133,1 

129,2 

125,3 

121,4 

117,5 

113,6 

109,6 

105,7 

101,8 

97,9 

138 

134,2 

130,3 

126,5 

122,7 

118,8 

115,0 

111,2 

107,3 

103,5 

99,6 

139 

135,2 

131,5 

127,7 

124,0 

120,2 

116,4 

112,7 

108,9 

105,2 

101.4 

140 

136,3 

132,6 

129,0 

125,3 

121,6 

117,9 

114,2 

1 10,0 

106,9 

103,2 

141 

137,4 

133,8 

130,2 

126,6 

123,0 

119,4 

115,8 

112,2 

108,5 

104,9 

142 

1.38,5 

i  134,9 

131,4 

127,9 

124,4 

120,8 

117,3 

113,8 

110,3 

106,7 

143 

139,6 

i  136,1 

132,7 

129,2 

125,8 

122,3 

118,9 

115,4 

112,0 

108,5 

144 

140,6 

137,3 

133,9 

130,5 

127,2 

123,8 

12i),4 

117,1 

113,7 

110,3 
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E 

• 

e 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

l,n 

1440 

1 

140,6 

137,3 

133,9 

130,5 

127,2 

123,8 

120,4 

117,1 

113,7 

IKM 

145 

141,7 

13.«,4 

135.1 

131,9 

128,6 

125,3 

122,0 

118,7 

115,4 

112.1 

146 

142,8 

139,6 

136,4 

133,2 

130,0 

126,8 

123,6 

120,4 

117,2 

114.«) 

147 

143,9 

140,8 

137,6 

134,5 

131,4 

128,3 

125,2 

122,0 

118,9 

IhV 

148 

145,0 

141,9 

138,9 

135,9 

132,8 

129,8 

126^7 

123,7 

120,7 

ii7,t; 

149 

146,0 

143,1 

140,1 

137,2 

134,2 

131,3 

128,3 

125,4 

122,4 

119.n 

150 

147,1 

144,3 

141,4 

138,5 

135,7 

132,8 

129,9 

127,1 

124/2 

121,4 

151 

148,2 

145,4 

142,7 

139,9 

137,1 

134,3 

131,6 

128,8 

126,0 

1 2iJ/2 

152 

149,3 

146,6 

143,9 

141,2 

138,6 

135,9 

133,2 

130,5 

127,8 

125.1 

153 

150,4 

147,8 

145,2 

142,6 

140,0 

137,4 

134,8 

132,2 

129,6 

127JI 

154 

151,5 

149,0 

146,5 

144,0 

141,4 

138,9 

136,4 

133,9 

131,4 

12>/.« 

155 

152,6 

150,2 

147,7 

145,3 

142,9 

140,5 

138,0 

135,6 

133,2 

loO.- 

156 

153,7 

151,3 

149,0 

146,7 

144,3 

142,0 

139,7 

137,4 

135,0 

132,7 

157 

154,8 

152,5 

150,3 

148,0 

145,8 

143,6 

141,3 

139,1 

136,9 

Io4.H 

158 

155,9 

153,7 

151,6 

149,4 

147,3 

145,1 

143,0 

140,8 

138,7 

130.^ 

159 

156,9 

154,9 

152,8 

150,S 

148,7 

146,7 

144,6 

142,6 

140,5 

IS'^.ö 

160 

158,0 

156,1 

154,1 

152,2 

150,2 

148.2 

146,3 

144,3 

142,4 

UiW 

161 

159,1 

157,3 

155,4 

153,5 

151,7 

149,8 

147,9 

146,1 

144,2 

142,o 

162 

160,2 

158,5 

156,7 

154,9 

153,1 

151,4 

149,6 

147,8 

146,1 

144.:; 

163 

161,3 

159,6 

158,0 

156,3 

154,6 

152,9 

151,3 

149,6 

147,9 

146.2 

164 

ir,2,4 

160,8 

159,3 

157,7 

156,1 

L>4,5 

152,9 

151,4 

149,8 

U>:J 

165 

163,5 

162,0 

160,6 

159,1 

157,6 

156,1 

154,6 

153,1 

151,7 

1">0.2 

166 

164,6 

163.2 

161,8 

160,5 

159,1 

157,7 

156,3 

154,9 

153.5 

152,1 

167 

105,7 

164,4 

163,1 

161,8 

160,(j 

159,3 

158,0 

156,7 

,  löM 

154,1 

168 

KKi.S 

165,6 

164,4     163,2 

162,0 

160,9 

159,7 

158,5 

157,3 

ir>«^.i 

169 

167.9 

166,8 

165.7  '  164,6 

163,5 

162,4 

161,3 

160,3 

159,2 

i,>j 

170 

169.0 

168,0 

167,0  1  166,0 

165,0 

164,0 

163,0 

162,0 

161,0 

MV. 

171 

170,1 

169,2 

• 

168,3 

167,4 

166,5 

165,6 

164,7 

163,8 

162,9 

162.1» 

172 

171.2 

170,4 

169,6 

168,8 

168,0 

167,2 

166,4 

165,6 

164,8 

164.0 

173 

172,3 

171,6 

170,9 

170,2 

169,5 

168,8 

168,1 

l67,4 

166,7 

1660 

174 

173,4 

172,8 

172,2     171,6 

171,0 

170,4 

169,8 

1  169,2 

168,6 

lliSi' 

175 

17-4,5 

174,0 

173,5  1  173,0 

172,5 

172,0 

171,5 

1  171,0 

'  170,5 

170,1- 

176 

175,6 

175,2 

174,8 

174,4 

174,0 

173,6 

173,2 

172,8 

172,4 

172,0 

177 

176.7 

176,4 

176,1 

175,8 

175,0 

175,2 

174,9 

174,6 

174,3 

'   174.»^ 

178 

177,8 

177,6 

177,4 

177,2 

177,0 

176,8 

176,6 

176,4 

176,2 

176,1' 

179 

178,9 

178,8 

178,7 

178,6 

178.5 

178,4 

178,3 

178,2 

178,1 

17>i 

IHO 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

180,0 

1 

180,0 

180,0 

180,0 

1 

180,0 

,   lölM' 

1 

1 
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XXXIII.    Tafel   der  Grössen  ElEHZEl 


a 

log  El 

%iu 

El 

logE^4. 

—  0,40 
39 

9»»,81869 
8246S 

9«,93107 
93027 

+  1,56086 
57302 

9,38847 

38588 

38 

83056 

92949 

58510 

38331 

37 

■  83633 

92871 

59710 

38077 

36 

84201 

92793 

60904 

37826 

35 

84760 

92716 

62090 

37577 

34 

85309 

92639 

63269 

37331 

33 

85850 

92563 

64442 

37086 

32 

86382 

92488 

65608 

36845 

31 

86905 

92413 

66768 

36605 

—  0,30 
29 

9»«,87420 

87928 

9«,92339 
92265 

+  1,67921 
69067 

9,36368 
36133 

28 

88427 

92191 

70208 

35900 

27 

88920 

92118 

71343 

35670 

26 

89405 

92046 

72471 

35441 

25 

898S3 

91974 

73594 

35214 

24 

9J354 

91903 

74711 

34989 

23 

90818 

91831 

75822 

34767 

22 

91276 

91761 

76928 

34546 

21 

91728 

91691 

78028 

34327 

—  0,20 
19 

9».92173 
92613 

9»»,9162l 
91552 

4- 1,79123 
80212 

9,34110 
33894 

18 

93047 

91483 

81296 

33681 

17 

93475 

91414 

82375 

33469 

16 

93897 

91346 

S3449 

33259 

15 

94314 

91279 

84518 

33050 

14 

94726 

91211 

85582 

32843 

13 

95133 

91145 

86642 

32638 

12 

95534 

91078 

87696 

.  32434 

11 

95931 

91012 

88746 

32232 

0,10 
9 

9»S96323 
96710 

9'S90946 

90881 

+  1,89791 
90831 

9,32031 
31832 

8 

970*)  i 

90816 

91867 

31634 

7 

97471 

90751 

92899 

31438 

6 

97845 

90687 

93926 

31243 

5 

98214 

90623 

94949 

31050 

4 

98579 

90560 

95967 

30858 

3 

981)40 

9)497 

96982 

30667 

2 

99297 

90434 

97992 

30478 

1 

99651 

90371 

98998 

30290 

—  0,00 

O'sOüOOO 

9»,90309 

+  2,00000 

• 

9,30103 
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Tafel  XXXm  (Fortsetzung). 


6 

log  El 

log  El 

K 

logi:: 

+  0,()0 

0»»,00000 

9»S90309 

+  2,00000 

9,30103 

1 

00346 

90247 

00998 

29918 

2 

00687 

90186 

01992 

29733 

3 

01026 

90124 

02982 

29550 

4 

01360 

90063 

03969 

293GS 

5 

01692 

9<X)03 

04951 

291SS 

6 

02019 

89942 

05930 

29lK)8 

7 

02344 

89882 

06905 

28830 

8 

02665 

89823 

07876 

28653 

9 

02983 

89763 

08844 

28477 

+  0,10 

0«,03398 

9«,89704 

+  2,09808 

.   9,28302 

11 

03610 

89645 

10769 

28128 

12 

03918 

89587 

11726 

27956 

13 

04224 

89528 

12680 

27784 

14 

04527 

89470 

13630 

27613 

15 

Olb27 

89413 

14577 

27444 

16 

05124 

89355 

15520 

27275 

17 

05418 

89298 

16461 

271<>< 

18 

05710 

89241 

17308 

26911 

19 

05999 

89185 

18331 

20776 

+  0,2() 

0*»,06285 

9«  89128 

+  2,19262 

9,26611 

21 

06569 

89072 

20189 

2^147 

22 

06850 

89016 

21113 

26285 

23 

07128 

88961 

22035 

261*23 

24 

07405 

88905 

22953 

25962 

25 

07678 

88850 

23868 

25SCn2 

26 

07950 

88795 

24780 

25613 

27 

08219 

88740 

25689 

254>vi 

28' 

08486 

88()86 

26f95 

25328 

29 

08750 

88632 

27499 

25171 

+  (),3() 

0«,09012 

9'«,8a'578 

+  2,28399 

9;i5016 

31 

09273 

88524 

29297 

2486 1 

32 

09531 

88471 

30191 

24707 

33 

09786 

88417 

31083 

24551 

3t 

10040 

88364 

31972 

24402 

35 

10292 

88312 

32859 

24250 

36 

10542 

88259 

33743 

21100 

37 

10789 

88207 

34624 

23950 

38 

1 1035 

88155 

35502 

23801 

39 

11279 

88103 

36378 

23652 

+  0,40 

0M,11521 

9",88051 

+  2,37251 

9,23505 

Tafeln. 


1035 


^9*       ^J'       ^w*       ^^       ^^       ^^       ^J*       ^^       ^5^       ^5*       ^J*       ^9*       ^5»       ^J*       ^^       ^J'       iQ       ifcj 


MJk 


5  33  *® 

^J<       ^4       ^* 


Ol     CO     O     lO     o 

|>-     ^     CD     O     O 

»O     »O     O     O     h-     t^     t«- 


^C<«<OCC(N^OO-H 

££22SSSe3S 


l>  X  C^  l^  CO 


So« 
I». 


Ol 


O  CO 


05 


CS  »3 


Od  Od  O  l>> 


2P 

Ol 


CO     "i*     -^     CO 


»*f  OIOIOICCCOCOW0030 

s 


CO  t^ 

OD  CO 


O  h»  00  00  OP  0> 
00  ^^  Od  04  O  CO 
»O-^iOiOt^Odi-H 
«— iCOOb»Od«— iCQiOt«»0 
'^"^"^r|<'^rJ<»OiOiO»OCO 


L  • 


»-•i-iC^0IC0C0'^'^O»0C0C0l^l>»X000>0d 


Ol 


0) 


'^i^cococpoxÄfXi^goodOdOD'-'CdOoi 
CO    CO    cocococococococococococo^co^^ 


C0t»"^I^C00d-*Olfl0CO50i-* 

wj>     '*j«r>»i-H"<iiXi-i»ßCdOicoQ"^ 
•^     ;ocor*t*t^xxxcdCdOO 


Od  b»  X  l>»  b»  Od 

•-<  lO  Od  CO  r>*  •— • 

•^  ^  i-H  Ol  Ol  CO 


Ol  Od  X 
Ol  Od  ^ 


M> 


OdCpX»ÄXl^i^CO*--h»Pi-<»HOl>-iÄ 
OXOdTj<OI'Tt*QOdOIQpOCO^COQpX 
Ot«-COQXq?'^CO»-^«-«00'-'OICO'*ceOd^»0 
COl'-ODXOdC'-iOlOI'^OCOr'-XCdC^CO"^ 

^     ,-1     ^     ^     ^     ^,^     ^     ^     ^     Ol     Ol     Ol     Ol 


«4-1 

Co 


fe 


kO 


o 

lA 

O 

lO 

o 

iC 

o 

lo 

g 

lO 

^H 

*-« 

Ol 

Ol 

CO 

CO 

•^ 

"^ 

o 

lA     O     lA     O     ^ 

CO    t*    r*    v/3    00 


Od 


XI 

xi 


1^0X00-^)1-^©     —      -^OIOI'-COCOCOCOCO 
OICOC4COCOCOCOCOCOCOCOCOCOCOCOCOCOCO 


SJj-     l  -^COCO^-^^^-^OlOlCO-^COXOdOlOOp»-!^ 

^  *^Tft'»OCOCOCdOliOX«^-*l'^QTj<I^O'^l^ 

^  i-i,-i,-i^OIOIOICOCO»5"^-^"^»5»00 


«/. 


M*l>"0     —     OICO"^COX»-^»O^OdXO 

^laCOCOCOOl— «COXI^XCOO^CD 

•-^OICOOt*Od^rJ«t^i-HiOOdCO 

•-*     i-H     i-H     Ol     Ol     Ol     CO 


lO     CO  -^  X 

CO    "^  X  »o 

"     CO  X  '«»< 

"^  ^  »o 


s 


»o    o    »a 
o    ^    »^ 


o>ÄCioOiOOioo»co»oQiao»'^ 
oioicocO'«*<'^io»oco:ob»i>aooo^Od 


1036 


Tafeln. 


XXXV.    Tafel  für  lo(j  i^^  mit  dem  Argumente  h. 


h 

logn^ 

h 

log  »j* 

0,000 

0,0000000 

0,05 

0,0444607 

1 

9634 

6 

525626 

2 

19243 

7 

604398 

3 

28800 

8 

681057 

4 

38332 

9 

755725 

w 

o 

47832 

10 

82a5l3 

6 

57298 

11 

899523 

7 

66732 

12 

968849 

8 

76133 

13 

1036576 

9 

85502 

14 

1 102783 

0,010 

0,0094838 

0,15 

0,1167544 

11 

104144 

16 

1230927 

12 

113417 

17 

1292994 

13 

122660 

18 

1353804 

14 

131871 

19 

1413412 

15 

141052 

2) 

1471869 

16 

150202 

21 

1529222 

17 

159322 

22 

1585516 

18 

168412 

23 

1640793 

19 

177471 

24 

1695092 

0,020 

0,0186501 

0,25 

0.1748451 

21 

195502 

26 

1800903 

22 

204474 

27 

1852483 

28 

213416 

28 

1 90322« » 

24 

222330 

•29 

1953145 

25 

231215 

30 

20022a5 

26 

21(K)7l 

31 

2050667 

27 

248900 

32 

2098315 

28 

25771H) 

33 

2145253 

29 

266473 

34 

2191505 

0,030 

0,0275218 

0.35 

0,2237OS> ) 

31 

283936 

36 

2282081 

32 

2)2626 

37 

2326346 

33 

301290 

38 

23711058 

34 

309926 

39 

2413171 

35 

318536 

40 

2455716 

36 

327120 

41 

2497705 

37 

335677 

42 

2539153 

38 

344208 

43 

2580075 

39 

352713 

44 

26J0486 

0,040 

0,0369646 

0,45 

0,2660397 

41 

378075 

46 

269Jfr524 

42 

386478 

47 

2788778 

43 

394856 

48 

2777272 

44 

403209 

49 

2815316 

45 

411537 

50 

2852923 

46 

419841 

51 

2890102 

47 

428121 

52 

•2926804 

48 

436376 

53 

2963220 

49 

54 

2999178 

IJafoln.  iö37 


Tafeln  zur  Auflösung  des  Kepler'schen 

Problems. 

Schreibt  man  die  aufzulcisende  Gleichung 

E  —  e  sin  E  =  M 
wie  folgt: 

E  —  M=e  cosM.  sin  (E  —  M)  +  esinM  .  cos  (E  —  M) 
und  setzt  der  Kürze  wegen 

E—  M=(p 
e  cos  M  ^=  a 
e  sin  M  =  h 

und    benutzt    die    von    Lambert  (Beiträge  II,   §.  76)   gegebene 

Gleichung 

28  s/«  (p  -j-  sin  2y  y^ 

^  "~  ""18  -Pr2  cos  9?  ~  "^  2100  ~^  ' 

so  folgt  mit  Weglassung  der  Glieder 

— ) —  •  ■  • 

2100  ^ 


<vg)  = 


wobei 

- 14  -i-  cosq) 

^        9-1-0  cos  <p 

Die  nachstehende   Tafel  giobt  diese  (irösse  mit  dem  Argu- 
mente cos  Äo  für  alle  Fälle,  in  welchen  E  —  M  <C  11^. 
Man  hat  also  folgende  Operationen  auszuführen: 

a  =  e  cos  M 
b  ^=  c  sin  M 

aus  der  Tafel 

_  14  -j-  cosq>^ 

mit  dem  Argument  cos  qp,, 

,  /> 


lÖ3d  Tadeln. 

Eventuell  kann  diese  Rechnung  wiederholt  werden.    Beispit^l 

(Oppolzer  I,  S.  56): 

loge  =  9,389726 

J»f  =832<>28'55". 
Man  findet 

tg(pu  =  9V  60946. 
Aus  der  Tafel 

/o  =  1,003457 
damit 

E  --  M  =  —  8n2'23" 
also 

E=  3240 16' 32", 

während  Oppolzer  bei  siebenstelliger  Rechnung 

E=  3240 16' 29", 

findet.    /  kann  man  auch  direct  berechnen.    Setzt  man  näiniich 

coü  g>  =  1  —  d, 
so  wird 

d         2^2        4  A3        8S*  2*~i 

^  •     3  ^    15  ^   75  ^  375    '  ^  3.5*-» 

Mit  Hülfe  dieser  Reihe  ist  auch  die  nachstehende  Tafel  l>e- 
rechnet.  Noch  schneller  kommt  man  zum  Ziele,  wenn  man  der 
Tafel  XXXII  einen  Näherungswerth  für  qpo  entnimmt.  Dann  fällt 
der  erste  Theil  der  Rechnung  hinweg. 

Für  die  logarithmische  Berechnung  kann  man  der  Reihe  / 
noch  die  Gestalt  geben 

/=!  +  ¥  |l  +  l«  {l  +  l*  (^  +  1*   {l+    •• 

Man  braucht  also  zur  Berechnung  von  /  nur  die  Logarithmeri 

8  .     2ö 

-    und    ^. 

Nach  dieser  Formel  hat  die  directe  Berechnung  von  /  gür 
keine  Schwierigkeit. 
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1ÖS() 


cosgf 

/ 

€08  (p 

/ 

C08(p 

/ 

1,000000 
0,99999 
8 

1,000000 
3 
7 

0,90960 

0,99959 

8 

1,000133 
137 
140 

0,99920 
0,99919 

8 

1,000267 
270 
273 

7 

10 

7 

143 

7 

277 

6 

13 

6 

147 

6 

280 

5 

17 

5 

150 

5 

283 

4 

20 

4 

153 

4 

287 

3 

23 

3 

157 

3 

290 

2 

27 

2 

160 

2 

293 

1 

30 

1 

163 

1 

297 

0,99990 

0,99989 

8 

1,000033 
37 
40 

0,99950 

0,99949 

8 

1,000167 
170 
173 

0,99910 

0,99909 

8 

1,000300 
303 
307 

7 

43 

177 

7 

310 

6 

47 

6 

180 

6 

313 

5 

50 

5 

183 

5 

317 

4 

53 

4 

187 

4 

320 

3 

57 

3 

190 

3 

323 

2 

60 

2 

193 

2 

327 

l 

63 

l 

197 

1 

330 

0,99^i80 

0,99979 

8 

1,000067 
70 
73 

0,99940 

0,99939 

8 

1,000200 
203 
207 

0,99900 

0,99899 

8 

1,000333 
337 
340 

7 

77 

7 

210 

7 

343 

6 

80 

6 

213 

6 

347 

5 

83 

5 

217 

5 

350 

4 

87 

4 

220 

4 

353 

3 

90 

3 

223 

3 

357 

2 

93 

2 

227 

2 

360 

1 

97 

1 

230 

1 

363 

0,99970 
0,99969 

8 

1,000100 
103 
107 

0,99930 
0,99929 

8 

1,000233 
237 
240 

0,99890 

0,99889 

8 

1,000367 
370 
373 

7 

110 

7 

243 

7 

377 

6 

113 

6 

247 

6 

380 

5 

117 

5 

250 

5 

383 

4 

120 

4 

253 

4 

387 

3 

123 

3 

257 

3 

390 

2 

127 

2 

260 

2 

393 

1 

130 

1 

263 

1 

397 

i()4ö 


Tadeln. 


cosg) 

/ 

COH(f.' 

/ 

cos  q) 

/ 

0,99880 

1,000400 

0,99840 

1,000533 

0,99800 

l,('00t'*6S 

0,99879 

403 

0,99839 

537 

0.99799 

671 

8 

407 

8 

540 

8 

675 

7 

410 

7 

543 

7 

67^ 

6 

413 

6 

547 

6 

t;si 

5 

417 

5 

550 

5 

6!N> 

4 

420 

4 

553 

4 

6S^ 

3 

423 

3 

557 

3 

691 

2 

427 

2 

560 

2 

095 

1 

430 

1 

563 

1 

69"? 

0,99870 

1,000433 

0,99830 

1,000567 

0,99790 

1,(W701 

0,99869 

437 

0,99829 

570 

0,99789 

7m  j 

8 

440 

8 

573 

8 

7»-^ 

7 

443 

7 

577 

7 

i      711 

6 

447 

.  6 

580 

6 

715 

5 

450 

5 

583 

5 

71^ 

4 

453 

4 

587 

4 

7-2! 

3 

457 

3 

590 

3 

i     72:> 

2 

460 

2 

593 

2 

1      72S 

^ 

463 

1 

597 

1 

731 

0,99860 

1,000467 

0,99820 

1,000600 

0,99780 

l,00073n 

0,99859 

470 

0,99819 

603 

0,99779 

73^ 

8 

473 

8 

607 

8 

741 

,  7 

477 

7 

610 

7 

745 

6 

4S0 

T) 

613 

6 

74^- 

5 

483 

5 

617 

5 

751 

4 

487 

4 

620 

4 

3 

490 

3 

623 

3 

75s 

2 

493 

2 

627 

2 

7«;i 

1 

497 

1 

630 

1 

7<o 

0,99850 

1,000500 

0,99^10 

1,0(X)633 

0,99770 

i,ooo7rv> 

0,99849 

503 

0,99809 

637 

0,99769 

771 

rt 

507 

8 

640 

8 

77,5 

7 

510 

7 

643 

7 

77^ 

ß 

513 

6 

6^7 

6 

1^\ 

5 

517 

5 

650 

5 

7S5 

4 

520 

4 

653 

4 

7N^ 

3 

523 

3 

657 

3 

7yi 

2 

527 

2 

660 

2 

7y5 

1 

530 

1 

664 

1 

79> 
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cos  ip 

m 

/ 

eo8  (p 

/ 

C08  q) 

m 

/ 

0,99760 
0,99759 

8 

1,000801 
805 

808 

0,99720 
0,99719 

8 

1,000934 
937 
941 

0,99680 

0,99679 

8 

1,001067 
1071 
1074 

7 

811 

7 

944 

7 

1077 

6 

815 

6 

947 

6 

1081 

5 

818 

5 

951 

5 

1084 

4 

821 

4 

954 

4 

1087 

3 

825 

3 

957 

3 

1091 

2 

828 

2 

961 

2 

1094 

1 

831 

1 

964 

1 

1098 

0,99750 
0,99749 

8 

1,000634 
837 
841 

0,99710 

0,99709 

8 

1,000967 
971 
974 

0.99670 
0,99669 

8 

1,001101 
1104 
1107 

7 

844 

7 

977 

7 

1111 

6 

*847 

6 

981' 

6 

1114 

5 

851 

5 

984 

5 

1117 

4 

854 

4 

987 

4 

1121 

3 

857 

3 

991 

3 

1124 

2 

'861 

2 

994 

2 

1127 

1 

864 

1 

998 

1 

1131 

0,99740 
0,99739 

8 

1,000867 
871 

874 

0,99700 

0,99699 

8 

1,001001 
1004 
1007 

• 

0,99660 

0,99659 

8 

1,001134 
1137 
1141 

7 

877 

7 

1011 

7 

1144 

6 

881 

6 

1014 

6 

1147 

5 

884 

5 

1017 

5 

1151 

4 

887 

4 

1021 

4 

1154 

3 

891 

3 

1024 

3 

1157 

2 

894 

2 

1027 

2 

1161 

1 

897 

1 

1031 

1 

1164 

0,99730 

0,99729 

8 

1,000901 
904 
907 

0,99690 

0,99689 

8 

1,001034 
1037 
1041 

0,99650 

0,99649 

8 

1,001168 
1171 
1174 

7 

911 

7 

1044 

7 

1178 

6 

914 

6 

1047 

6 

1181 

5 

917 

5 

1051 

5 

1184 

4 

921 

4 

1054 

4 

1188 

8 

924 

3 

1067 

3 

1191 

2 

927 

2 

1061 

2 

1194 

1 

931 

1 

1064 

1 

•  1198 
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cos  g) 

/ 

• 

cos  q> 

/ 

cosq> 

/ 

0,99640 
0,99639 

8 

1,001201 
1204 
1208 

0,99600 
0,99599 

8 

1,001335 
1338 
1342 

0,99560 
0,99559 

8 

1,001469 
1473 
1476 

7 

1211 

7 

1345 

7 

1479 

6 

1214 

6 

1348 

6 

1483 

5 

1218 

5 

1352 

5 

14^16 

4 

1221 

4 

1355 

4 

1489 

3 

1224 

3 

1358 

3 

1493 

2 

1228 

2 

1362 

2 

1496 

1 

1231 

1 

1365 

1 

1499 

0,99630  . 
0,99629 

8 

1,001235 
1238 
1241 

0,99590 

0,99589 

8 

1,001369 
1372 
1375 

0,99550 
0,^549 

8 

1,001503 
1506 
1510 

7 

1245 

7 

1379 

7 

151S 

6 

1248 

6 

1382 

'  6 

1516 

5 

1251 

5 

1385 

5 

1520 

4 

1255 

4 

1389 

4 

1523 

3 

1258 

3 

1392 

3 

1526 

2 

1261 

2 

1395 

•  2 

1590 

1 

1265 

1 

1399 

1 

1533 

0,99620 

0,99619 

8 

1,001268 
1271 
1275 

0,99560 
0,99579 

8 

1,001402 
1405 
1409 

0,99540 
0,99539 

8 

1,001536 
1540 
1543 

7 

1278 

7 

1412 

7 

1546 

6 

1281 

6 

1415 

6 

1550 

5 

12.S5 

5 

1419 

5 

1553 

4 

.  1288 

4 

1422 

4 

1556 

3 

1291 

3 

1425 

3 

1560 

2 

1295 

2 

1429 

2 

1563 

1 

1298 

1 

1432 

1 

1566 

0,99610 
0,99609 

8 

1,001302 
1305 
1308 

0,99570 
0,99569 

8 

1,001436 
1439 
1443 

0,99530 

0,99529 

8 

1,001570 
1573 
1576 

7 

1312 

7 

1446 

7 

1580 

6 

1315 

6 

1449 

6 

158S 

5 

1318  : 

5 

1453 

5 

1586 

4 

1322 

4 

1456 

4 

1590 

3 

1325 

3 

1459 

3 

1593 

2 

1328 

2 

1463 

2 

1596 

1 

1332 

1 

1466 

1 

IGOD 
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C08  gf 

/ 

C08q> 

/ 

C08(p 

f 

0,99520 

1,001603 

0,99480 

1,001737 

0,99440 

1,001871 

0,99519 

1606 

0,99479 

1740 

0,99439 

1874 

8 

1610 

8 

1743 

8 

1877 

7 

1613 

7 

1747 

7 

1881 

6 

1616 

6 

1750 

6 

1884 

5 

1620 

5 

1753 

5 

•  1887 

4 

1623 

4 

1757 

4 

1891 

3 

1626 

3 

1760 

3 

1894 

2 

1630 

2 

1763 

2 

1897 

1 

1633 

1 

1767 

1 

1901 

0,99510 

1,001636 

0,99470 

1^001770 

0,99430 

'  1,001904 

0,99509 

1640 

0,99469 

1773 

0,99429 

1907 

8 

1643 

8 

1777 

8 

1911 

7  ' 

1646 

7 

1780 

7 

1914 

6 

1650 

6 

1783 

6 

1917 

5 

1653 

5 

1787 

5 

1921 

4 

1666 

4 

1790 

4 

1924 

3 

1660 

3 

1793 

3 

1927 

2 

1663 

2 

1797 

2 

1931 

1 
1 

1666 

1 

1 

1800 

1 

1934 

0,99600 

1,001670 

0,99460 

1,001804 

0,99420 

1,001937 

0,99499 

1673 

0,99459 

1807 

0,99419 

1941 

8 

1676 

8 

1810 

8 

1944 

7 

1680 

7 

1814 

7 

1947 

6 

1683 

6 

1817 

6 

1951 

5 

1686 

5 

1820 

5 

1954 

4 

1690 

4 

1824 

4 

1957 

3 

1693 

3 

1827 

3 

1961 

2 

1696 

2 

1830 

2 

1964 

1 

1700 

1 

1834 

1 

1967 

0,99490 

1,001703 

0,99450 

1,001837 

0,99410 

1,001971 

0,99489 

1706 

0,99449 

1840 

0,99409 

1974 

8 

1710 

8 

1844 

8 

1977 

7 

1713 

7 

1847 

7 

1981 

6 

1716 

6 

1850 

6 

1984 

5 

1720 

5 

1854 

5 

1987 

4 

1723 

4 

1857 

4 

1991 

3 

1726 

3 

1860 

3 

1994 

2 

1730 

2 

1864 

2 

1997 

1 

1733 

1 

1867 

1 

2001 
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€08  g> 

/ 

C08  9) 

f 

€08  q)    - 

/ 

0,99400 

1,002005 

0,99360 

1,002139 

0,99320 

1,002278 

0,99399 

2008 

0,99359 

2142 

0,99319 

2276 

8 

2011 

8 

2145 

8 

2279 

7 

2015 

7 

2149 

7 

2283 

6 

2018 

6 

2152 

6 

2280 

•5 

2021 

5 

2155 

5 

2289 

4 

2025 

4 

2159 

4 

2293 

3 

2028 

8 

2162 

3 

2296 

2 

2031 

2 

2165 

2 

2299 

1 

2085 

1 

2169 

1 

23(fö 

0,99390 

1,002038 

0,99350 

1,002172 

0,99310 

1.002306 

0,99389 

2041 

0,99349 

2175 

0,99309 

23CÖ 

8 

2045 

8 

2179 

8 

2313 

7 

2048 

7 

2182 

7 

231B 

6 

2051 

6 

2185 

6 

2319 

5 

2055 

5 

2189 

5 

2323 

4 

2058 

4 

2192 

4 

2326 

3 

2061 

3 

2195 

3 

2329 

2 

2065 

2 

2199 

2 

2333 

1 

2068 

1 

2202 

1 

4 

2336 

0,99380 

1,002072 

0,99340 

1,002206 

0,99300 

1,002340 

0,99379 

2075 

0,99339 

2209 

0,99299 

2343 

8 

2078 

8 

2212 

8 

234r. 

7 

2082 

7 

2216 

7 

2350 

6 

2085 

6 

2219 

6 

2353 

5 

2088 

5 

2222 

5 

2356 

4 

2092 

4 

2226 

4 

2360 

3 

2095 

3 

2229 

3 

2363 

2 

2098 

2 

2282 

2 

2366 

1 

2102 

1 

2286 

1 

2370 

0,99370 

1,002105 

0,99380 

1,002239 

0,09290 

1,002373 

0,99369 

2108 

0,99329 

2242 

0,99289 

2376 

8 

2112 

8 

2246 

8 

2380 

7 

2115 

7 

2249 

7 

2383 

6 

2118 

6 

2252 

6 

2396 

5 

2122 

5 

2256 

5 

2391» 

4 

2125 

4 

2259 

4 

2393 

3 

2128 

3 

2262 

3 

2396 

2 

2132 

2 

2266 

2 

2400 

1 

2135 

1 

2269 

1 

2403 
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€08  g> 

/ 

C08g> 

/ 

C08  fp 

/ 

• 

0,99280 

1,002407 

0,99240 

1,002541 

0,99200 

1,002675 

0,99279 

2410 

0,99239 

2544 

0,99199 

2678 

8 

2413 

8 

2548 

8 

2682 

7 

2417 

7 

2551 

7 

2685 

6 

2420 

6 

2554 

6 

2688 

5 

2423 

5 

2558 

5 

2692 

4 

2427 

4 

2561 

4 

2695 

3 

2430 

3 

2564 

3 

2698 

2 

2433 

2 

2568 

2 

2702 

1 

2437 

1 

2571 

1 

J705 

0,99270 

1,002440 

0,99230 

1,002574 

0,99190 

1,002708 

0,99269 

2443 

0,99229 

2578 

0,991^9 

2712 

8 

2447 

8 

2581 

8 

2715 

7 

2450 

7 

2584 

7 

2718 

6 

2453 

6 

2588 

6 

2722 

5 

2457 

5 

2591 

5 

2725 

4 

2460 

4 

2594 

4 

2728 

3 

2463 

3 

2598 

3 

2732 

2 

2467 

2 

2601 

2 

2735 

1 

2470 

1 

2604 

1 

2738 

0,99260 

1,002474 

0,99220 

1,002608 

0,99180 

1,002742 

0,99259 

2477 

0,99219 

2611. 

0,99179 

2745 

8 

2480 

8 

2614 

8 

2748 

7 

2484 

7 

2618 

7 

2752 

6 

2487 

6 

2621 

6 

2755 

5 

2490 

5 

2624 

5 

2758 

4 

2494 

4 

2628 

4 

2762 

3 

2497 

3 

2631 

3 

2765 

2 

•  2500 

2 

2634 

2 

2768 

1 

2504 

1 

2638 

1 

2772 

0,99250  ' 

1,002507 

0,99210 

1,002642 

0,99170 

1,002776 

0,99249 

2510 

0,99209 

2645 

0,99169 

2779 

8 

2513 

8 

2648 

8 

2783 

7 

2517 

7 

2652 

7 

2786 

6 

2520 

6 

2655 

6 

2789 

5 

2523 

5 

2658 

5 

2793 

4 

2527 

4 

2662 

4 

2796 

3 

2530 

3 

2665 

3 

2799 

2 

2533 

2 

2668 

2 

2803 

1 

2537 

1 

2672 

1 

2806 
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cosg) 

/ 

e08q) 

f 

C08g> 

/ 

0,99160 

1,002809 

0,99120 

1,002944 

0,99080 

1,00307$ 

0,99159 

2813 

0,99119 

2947 

0,99079 

3081 

8 

2816 

8 

2950 

8 

3084 

7 

2819 

7 

2954 

7 

•Jüöb 

6 

2823 

6 

2957 

6 

3091 

5 

2826 

5 

2960 

5 

3094 

4 

2829 

4 

2964 

4 

3098 

3 

2833 

3 

2967 

3 

3101 

2 

2836 

2 

2970 

2 

3104 

.  1 

2839 

1 

2974 

1 

3106 

• 

0,99150 

1,002843 

0,99110 

1,002978 

0,99070 

1,00311:2 

0,99149 

2846 

0,99109 

2981 

0,99069 

3115 

8 

2850 

8* 

2984 

8 

3119 

7 

2853 

7 

2988 

7 

3122 

6 

2856. 

6 

2991 

6 

3125 

5 

2860 

5 

2994 

5 

3129 

4 

2863 

4 

2998 

4 

3132 

3 

2866 

3 

3001 

3 

3135 

2 

2870 

2 

3004 

2 

3139 

1 

2873 

1 

3008 

1 

3142 

0,99140 

1,002876 

0,99100 

1,003011 

0,99060 

1,003145 

0,99139 

2880 

0,99099 

3014 

0,99059 

3149 

8 

2883 

8 

3018 

8 

3152 

7 

2886 

7 

3021 

7 

3155 

6 

2890 

6 

3024 

6 

3159 

5 

2893 

5 

3028 

5 

3162 

4 

2896 

4 

3031 

4 

3165 

3 

2900 

3 

3034 

3 

3169 

2 

•2903 

2 

3038 

2 

3172 

1 

2906 

1 

3041 

1 

3175 

0,99130 

1,002910 

0,99090 

1,008044 

0,99050 

m 

1,0031?J 

0,99129 

2913 

0,99089 

3048 

0,99049 

3182 

8 

2916 

8 

3051 

8 

3185 

7 

2920 

7 

3054 

7 

3189 

6 

2923 

6 

3058 

6 

3192 

5 

2926 

5 

3061 

5 

3195 

4 

2930 

4 

3064 

4 

3199 

3 

2933 

3 

3068 

3 

3^2 

2 

2936 

2 

3071 

2 

3205 

1 

2940 

1 

3074 

1 

3209 
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COSip 

/ 

cos  fp 

/ 

0,99040 

1,003212 

0,99000 

1,003347 

0,99039 

3215 

0,98999 

3350 

8 

3219 

8 

3353 

7 

3222 

7 

33Ä7 

6 

3225 

6 

3360 

5 

3229 

5 

3363 

4 

3232 

4 

3367 

3 

3235 

3 

3370 

2 

3239 

2 

3373 

1 

3242 

1 

3377 

0,99030 

1,003246 

0,98990 

1,003380 

0,99029 

3249 

0,98989 

3383 

6 

3253 

8 

3387 

7 

3256 

7 

3390 

6  . 

3259 

6 

3393 

5 

3263 

5 

3397 

4 

3266 

4 

3400 

3 

3269 

3 

3403 

2 

3273 

2 

3407 

1 

3276 

1 

3410 

0,99020 

1,003280 

0,98980 

1,003414 

0,99019 

3283 

0,98979 

3417 

8 

3287 

8 

3421 

7 

3290 

7 

3424 

6 

3293 

6 

3427 

5 

3297 

5 

3431 

4 

3300 

4 

3434 

3 

3303 

3 

3437 

2 

3307 

2 

3441 

1 

3310 

1 

3444 

0,99010 

1,003313 

0,98970 

1,003447 

0,99009 

3317 

0,98969 

3451 

8 

3320 

8 

3454 

7 

3323 

7 

3457 

6 

3327 

6 

3461 

5 

3330 

5 

3464 

4 

3333 

4 

3467 

3 

3337 

3 

3471 

2 

3340 

2 

3474 

1 

3343 

1 

3477 

0,98960 
0,98959 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98950 
0,98949 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98940 
0,98939 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0,98930 
0,98929 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


1,003481 
3484 
3487 
3491 
3494 
3497 
3501 
3504 
3507 
3511 

1,003515 
3518 
3522 
3525 
3528 
3532 
3535 
3538 
3542 
3545 

1,003548 
3552 
3555 
3558 
3562 
3565 
3568 
3572 
3575 
3578 

1,003582 
3585 
3588 
3592 
3595 
3598 
3602 
3605 
3608 
3612 


1048 


Tafeln. 


C08q> 

/ 

cosg> 

/ 

C08  9> 

f 

0,98920 

1,003616 

0,98880 

1,003750 

0,98840 

1,008885 

0,98919 

3619 

0,98879 

3753 

0,98889 

oooo 

8 

3623 

8 

3757 

8 

3892 

7 

8626 

7 

3760 

7 

3895 

6 

3629 

6 

3763 

6 

38^ 

5 

3633 

5 

3767 

5 

3902 

4 

3636 

4 

3770 

4 

3905 

3 

3639 

3 

3773 

3 

3908 

2 

3643 

2 

3777 

2 

3912 

1 

3646 

1 

8780 

1 

3915 

0,98910 

1,003649 

0,98870 

1,003784 

0,98880 

1,003919 

0,98909 

3653 

0,98869 

3787 

0,98829 

3922 

8 

3656 

8 

3791 

8 

3926 

7 

3659 

7 

3794 

7 

3929 

6 

3663 

6 

3797 

6 

3932 

5 

3666 

5 

3801 

•  5 

3936 

4 

3669 

4 

3804 

4 

3939 

3 

3673 

3 

3807 

8 

3942 

2 

3676 

2 

3811 

2 

3946 

1 

3679 

l 

3814 

1 

3949 

0,98900 

1,003683 

0,98860 

1,008818 

0,98820 

1,003952 

0,98899 

3686 

0,98859 

3821 

0,98819 

3956 

8 

3689 

8 

3825* 

8 

3959 

7 

3693 

7 

3828 

7 

3962 

6 

3696 

6 

3831 

6 

3966 

5 

3699 

5 

3835 

5 

3969 

4 

3703 

4 

3838 

4 

3972 

3 

3706 

3 

3841 

3 

3976 

2 

3709 

2 

3845 

2 

3979 

1 

3713 

1 

3848 

1 

3982 

0,98890 

1,003716 

0,98850 

1,008851 

0,98810 

1,003986 

0,98889 

3719 

0,98849 

3854 

0,98809 

3989 

8 

3723 

8 

3858 

8 

3992 

7 

3726 

7 

3861 

7 

3996 

6 

3729 

6 

3864 

6 

3999 

5 

3733 

5 

3868 

5 

4002 

4 

3736 

4 

3871 

4 

4006 

3 

3739 

3 

3874 

3 

4009 

2 

3743 

2 

8878 

2 

4012 

1 

3746 

1 

3881 

1 

4016 
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cos  g> 

/ 

cos  g) 

f 

cosg) 

/ 

0,98800 

1,004019 

0,98760 

1,004153 

0,98720 

1,004288 

0,98799 

4022 

0,98759 

4156 

0,98719 

4291 

8 

4026 

8 

4160 

8 

4295 

7 

4029 

7 

4163 

7 

4298 

6 

4092 

6 

4166 

6 

4301 

5 

4036 

5 

4170 

5 

4305 

4 

4039 

4 

4173 

4 

4308 

3 

4042 

3 

4176 

3 

4311 

2 

4046 

2 

4180 

2 

4315 

1 

4049 

1 

4183 

1 

4318 

0,98790 

1,004053 

0,98750 

1,004187 

0,98710 

1,004322 

0,98789 

4056 

0,98749 

4190 

0,98709 

•4325 

8 

4060 

8 

4194 

8 

4329 

7 

4063 

7 

4197 

• 

7 

4332 

6 

4066 

6 

4200 

6 

4335 

5 

4070 

5 

4204 

5 

4339 

4 

4073 

4 

4207 

4 

.  4342 

3 

4076 

3 

4210 

3 

4345 

2 

4080 

2 

4214 

2 

4349 

1 

4083 

1 

4217 

1 

4352 

0,98780 

1,004086 

0,98740 

1,004221 

0,98700 

1,004356 

0,98779 

4090 

0,98739 

4224 

0,98699 

4359 

8 

4093 

8 

4228 

8 

4363 

■ 

7 

4096 

7 

4231 

7 

4366 

6 

4100 

6 

4234 

6 

4369 

5 

4103 

5 

4238 

5 

4373 

4 

4106 

4 

4241 

4 

4376 

3 

4110 

3 

4244 

3 

4379 

2 

4113 

2 

4248 

2 

4383 

1 

4116 

1 

4251 

1 

4386 

0,98770 

1,004120 

0,98730 

1,004254 

0,98690 

1,004389 

0,98769 

4123 

0,98729 

4258 

0,98689 

4393 

8 

4126 

•8 

4261 

8 

4396 

7 

4130 

7 

4264 

7 

4399 

6 

4133 

6 

4268 

6 

4403 

5 

4136 

5 

4271 

5 

4406 

4 

4140 

4 

4274 

4 

4409 

3 

4143 

3 

4278 

3 

4413 

2 

4146 

2 

4281 

2 

4416 

1 

4160  . 

1 

4284 

1 

4419 
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cosq) 

/ 

co8g> 

f 

C08  9> 

f 

0,98680 

1,004423 

0,98640 

1,004558 

0,98600 

1,001693 

0,98679 

^4426 

0,98639 

%  4561 

0,98699 

4696 

8 

4429 

8 

4565 

8 

470Ü 

7 

4433 

7 

4568 

7 

4703 

6 

4436 

6 

4571 

6 

4706 

5 

.      4439 

6 

4676 

6 

4710 

4 

4443 

4 

4578 

4 

4713 

3 

4446 

3 

4581 

3 

4716 

2 

4449 

2 

4685 

2 

4^0 

1 

4453 

1 

4688 

1 

4723 

0,98670 

1,004467 

0,98630 

1,004592 

0,98590 

1,001727 

0,98669 

4460 

0,98629 

4695 

0,98589 

4730 

8 

4464 

8 

4699 

8 

4734 

7 

4467 

7 

4602 

7 

4737 

6 

4470 

6 

4606 

6 

4740 

5 

4474 

5 

4609 

5 

4744 

4 

4477 

4 

4612 

4 

4747 

3 

4480 

3 

4615 

3 

47Ö0 

2 

4484 

2 

4619 

2 

4754 

1 

4487 

1 

4622 

1 

4757 

0,98660 

1,004490 

0,98620 

1,004626 

0,98580 

l,0047ft) 

0,98659 

4494 

0,98619 

4629 

0,98579 

4763 

8 

4497 

8 

4633 

8 

4767 

7 

4500 

7 

4636 

7 

4770 

6 

4504 

6 

4639 

6 

4773 

5 

4507 

5 

4643 

5 

4777 

4 

4510 

4 

4646 

4 

4780 

3 

4514 

3 

4649 

3 

4783 

2 

4517 

2 

4663 

2 

4787 

1 

4520 

1 

4666 

1 

4790 

0,98650 

1,004524 

0,98610 

1,004668 

0,98670 

1,004794 

0,98649 

4527 

0,98609 

4661 

0,98569 

4797 

8 

4531 

8 

4666 

8 

4801 

7 

4534 

7 

4668 

7 

4804 

6 

4637 

6 

4671 

6 

4807 

5 

4541 

5 

4675 

5 

4811 

4 

4544 

4 

4679 

4 

4814 

3 

4647 

3 

4682 

3 

4817 

2 

4551 

2 

4686 

2 

4821 

1 

4664 

1 

468^ 

1 

4824 
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cos  g) 

/ 

cosq) 

/ 

cos  g> 

/ 

0,98560 

0,98559 

8 

1,004827 
4831 
4834 

r  0,98520 
' '0,98519 

8 

1,004962 
4965 
4969 

0,98480 

0,98479 

8 

1,005097 
5100 
5104 

7 

4837 

7 

4972 

7 

5107 

6 

4841 

6 

4975 

6 

5110 

5 

4844 

5 

4979 

5 

5114 

4 

4847 

4 

4982 

4 

5117 

3 

4851 

3 

4985 

3 

5120 

2 

4854 

2 

4989 

2 

5124 

1 

4857 

1 

4992 

1 

5127 

0,98550 
0,98549 

8 

1,004861 
4864 
4868 

0,98510 

0,98509 

8 

1,004996 
4999 
5003 

0,98470 

0,98469 

8 

1,005131 
5134 
5138 

7 

4871 

7 

5006 

7 

5141 

6 

4874 

6 

5009 

6 

5144 

5 

4878 

5 

5013 

5 

5148 

4 

4881 

4 

5016 

4 

5151 

3 

4884 

3 

5019 

3 

5154 

2 

4888 

2 

5023 

2 

5158 

1 

4891 

1 

5026 

1 

5161 

0,98540 
0,98539 

8 

1,004895 
4898 
4902 

0,98500 

0,98499 

8 

1,005030 
5033 
5037 

0,98460 
0,98459 

8 

1,005165 
5168 
5172 

7 

4905 

7 

5040 

7 

5175 

6 

4908 

6 

5043 

6 

5178 

5 

4912 

5 

5047 

5 

5182 

4 

4915 

4 

5050 

4 

5185 

3 

4918 

3 

5053 

3 

5188 

2 

4922 

2 

5057 

2 

5192 

1 

4925 

1 

5060 

1 

5195 

0,98530 
0,98529 

8 

1,004929 
4932 
4936 

0,98490 
0,98489 

8 

1,005064 
5067 
5071 

0,Qß450 

0,98449 

8 

1,005199 
5202 
5206 

7 

4939 

7 

5074 

7 

5209 

6 

4942 

6 

5077 

6 

5212 

5 

4946 

5 

5081 

5 

5216 

4 

4949 

4 

5084 

4 

5219 

3 

4952 

3 

5087 

3 

5222 

2 

4956 

2 

5091 

2 

5226 

1 

4959 

1 

5094 

1 

5229 

1052 
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» 

C08  9> 

/ 

cos  g> 

/ 

cosgf 

f 

0,98440 

1,005233 

0,98400 

1,005367 

0,98360 

1,005504 

0,98439 

5236 

0,98399 

5370 

0,98359 

5507 

8 

5240 

8 

5374 

8 

5511 

7 

5243 

7 

5377 

7 

5514 

6 

5246 

6 

5380 

6 

5517 

5 

5250 

5 

5384 

5 

5521 

4 

5253 

4 

5387 

4 

5524 

3 

5256 

3 

5390 

3 

5527 

2 

5260 

2 

5394 

2 

5531 

1 

5263 

1 

5397 

1 

55S4 

0,98430 

1,005267 

E0,98390 

1,005401 

0,98350 

1,005537 

0,98429 

•  5270 

0,98389 

5404 

0,98349 

5540 

8 

5274 

8 

5408 

•  8 

5544 

7 

.  5277 

7 

5411 

7 

5547 

6 

5280 

6 

5414 

6 

555Ö 

5 

5284 

5 

5418 

5 

5554 

4 

5287 

4 

5421 

4 

5557 

3 

5290 

3 

5424 

3 

5660 

2 

5294 

2 

5428 

2 

5563 

1 

5297 

1 

5431 

1 

5566 

0,98420 

1,005300 

0,98380 

1,005435 

0,98340 

1,005569 

0,98419 

5303 

0,98379 

5438 

0,98339 

557-2 

8 

5307 

8 

5442 

8 

5576 

7 

5310 

7 

5445 

7 

5579 

6 

5313 

6 

5448 

6 

5582 

5 

5317 

5 

5452 

5 

558Ö 

4 

5320 

4 

5455 

4 

5569 

3 

5323 

3 

5458 

3 

5592 

2 

5327 

2 

5462 

2 

55^ 

1 

5330 

1 

5465 

1 

5600 

0,98410 

1,005334 

0,98370 

1,005469 

0,98330 

1,005601 

0,98409 

5337 

0,98369 

5472 

0,98329 

5607 

8 

5341 

8 

5474 

8 

5611 

7 

5344 

7 

5479 

7 

5614 

6 

5347 

6 

5482 

6 

5617 

5 

5351 

5 

5484 

5 

5621 

4 

5354 

4 

5489 

4 

5624 

3 

5357 

3 

5492 

3 

.5627 

2 

5361 

2 

5494 

2 

5631 

1 

5364 

1 

5500 

1 

5634 
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C08q> 

/ 

cosg) 

/ 

C08q> 

/ 

0,98320 
0,98319 

8 

1,005638 
5641 
5645 

0,98290 

0,98289 

8 

1,005739 
5742 
5746 

0,98260 

0,98259 

8 

1,005840 
5843 
5847 

7 

5648 

7 

5749 

7 

5850 

6 

5651 

6 

5752 

6 

5853 

5 

5655 

5 

5756 

5 

5857 

4 

5658 

4 

5759 

4 

5860 

3 

5661 

3 

5762 

3 

5863 

2 

5665 

2 

5766 

2 

5867 

1 

5668 

1 

5769 

1 

5870 

0,98310 
0,98309 

8 

1,005671 
5674 
5678 

0,98280 
0,98279 

8 

1,005772 
5775 
5779 

0,98250 
0,98249 

8 

1,005874 
5877 
5881 

7 

5681 

7 

5782 

7 

5884 

6 

5684 

6 

5785 

6 

5887 

5 

5688 

5 

5789 

5 

5891 

4 

5691 

4 

6792 

4 

5894 

3 

5694 

3 

5795 

3 

6897 

2 

5698 

2 

5799 

2 

5901 

1 

5701 

1  / 

< 

5803 

1 

6904 

0,98300 

0,98299 

8 

1,005705 
5708 
5712 

0,98270 

0,98269 

8 

1,005807 
5810 
5814 

0,98240 

0,98239 

8 

1,005907 
5910 
5914 

7 

5715 

7 

5817 

7 

5917 

6 

5718 

6 

5820 

6 

5920 

5 

5722 

5 

5824 

h 

5924 

4 

5725 

4 

5827 

4 

5927 

3 

5728 

3 

5830 

3 

5930 

2 

5732 

2 

5834 

2 

5934 

1 

5735 

1 

5837 

1 

6937 
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Das  nachstehende  Verzeichniss  enthält  diejenigen  Fehler,  die 
vom  Autor  in  dem  nunmehr  abgeschlossenen  Werke  gefundeD 
worden  sind;  ausserdem  bringt  es  hier  und  da  einige  wichtige 
Ergänzungen.  Dass  es  nicht  erschöpfend  sein  und  sämmtliche 
Fehler  oder  alle  etwa  vorhandenen  Lücken  ausfüllen  kann,  dörfte 
einleuchten.  Die  Kraft  des  Einzelnen  reicht  wohl  kaum  aus, 
um  ein  so  gewaltiges  Material  von  Formeln,  Tabellen  u.  s.  w.,  wie 
das  vorliegende,  in  wünschenswerth  correcter  Weise  auszugestalten. 
Von  den  vielen  Tausend  Formeln,  die  das  Buch  bringt,  dürfte 
daher  vielleicht  mitunter  die  eine  oder  andere  eine,  wenn  auch 
oft  nur  kleine  Unrichtigkeit  enthalten;  es  war  dem  Autor  trotz 
des  besten  Willens  eben  nicht  möglich,  eine  jede  Formel  auf 
ihren  genauen  Werth  zu  prüfen  und  —  wenn  nöthig  —  richtig 
zu  stellen;  er  muss  sich  in  dieser  Hinsicht  auf  die  von  ihm 
benutzten  und  überall  angegebenen  Quellen  beziehen.  Nur  durch 
das  Zusammenwirken  Aller,  die  das  Buch  benutzen  und  ihm 
Interesse  entgegenbringen  und  im  vorkommenden  Falle  dem  Autor 
oder  der  Verlagshandlung  Mittheilung  von  etwa  bemerkten 
Irrthümern  oder  Druckfehlern  machen  würden,  dürfte  es  gelingen, 
die  nächste  Auflage  so  weit  zu  verbessern,  dass  sie,  aussergewöhn- 
liche  Fälle  ausgenommen,  als  ganz  correct  zu  bezeichnen  wäre. 

Manche  Formeln,  von  deren  Richtigkeit  ich  mich  nicht  habe 
überzeugen  können,  waren  so  interessant,  dass  ich  sie  dem  Leser 
nicht  habe  vorenthalten  können.  Es  giebt  jedoch  gewisse  Kri- 
terien ,  an  welchen  man  die  Richtigkeit  einer  Formel  erkennt 
Diese  sind: 

Bei  den  unbestimmten  Integralen  die  Differentiation.    Ist 


/• 


f{x)dx  =  tp(x), 
so  muss 

sein.     Dadurch  können  alle  in  diesem  Werke  vorhandenen  In- 
tegrale vor  dem  Gebrauche  geprüft  werden. 
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Bei  den  Dreiecksformeln  ist  es  die  cyklische  Vertausphung 

aach  dem  Schema 

A 

b  c 

C  B 

a 

Eine  jede  allgemein  geltende  Dreiecksform  muss  eine  cyklische 
Vertauschung  gestatten. 

Bei  unendlichen  Reihen  ist  endlich  auf  die  Convergenz  zu 
Eichten. 

Es  folgen  nun  die  bemerkten  Fehler  und  einige  Ergän- 
zungen. 

Seite  2,  Formel  8  ist  ardq  ,  zi  ^  del. 

Bemerkung,  del.  ist  Abkürzung  für  delendum,  d.  h.  zu 
streichen. 

Dafür  zu  ergänzen: 

ardg^l^  +  «»"^  Ve  +  «rc^  Vs  =  j 

ardg  1/3  +  arOg  V5  +  ofrdg  1/7'+  «**^  Vs  =  -j 

<^<^  Vi  +  2  ardg  Vs  =  j 

4  ardg  Vs  —  arc^gr  Vms  =  j 

ST 

4  ardjf  1/5  —  «^^  V70  +  ardg  V99  =  -j- 
Seite  3  unten,  §.  1,  Zusatz.    Aus 

.   1  /l  —  a;  , , 

arcstn  y  — ^ —  =  |),    V«  arcsm  a?  =  g 

kommt 

2  sin!^  |>  =  1  —  a? 

sin  2  g  =  0?, 
daraus 

2sm«p  -|-  sin  2g  =  1. 

Es  ist  auch  weiter  (Seite  4)  für  sin  (n  —  2q)  gesetzt  cos  2  9, 
was   unrichtig  ist.     Es  muss  in  der  zu  beweisenden  Gleichung 

statt  77,  -T-  gesetzt  werden,  dann 

2      4 
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1  =  2sin^p  -|-  8in2q  =  2sin^p  -\-  sin  (^  —  2j)K 

woraus 

1  —  cos2p  =  2sin*p. 

Seite  4. 

sina  a    i.  1    i_ 
=  cos  T-ps  falsch. 

«  Vs 

Dafür  zu  ergänzen: 

Kästner,  Gesch.  I,  S.  416.   Formel  von  Snellius  (1621). 

_  tg(p  +  2sinfp  _  1     , 
^  —  3  20  '^    •  '  • 


Girard,  Tables  (1626). 

4tgw  -\-  S2 sin q>  —  3 sin 2 w       '  , 
V  =      ^^'^ 3^^^ ^  -  Vio5  9'  .  • 

Lambert,  Beiträge  II,  §.  76. 


Seite  6  zu  ergänzen: 


i_ 


lim  —  =00     a  >  1  Mw  o}**  =  1 

Gl 

fi) 

1_ 

limioe'"  =  00  Wm*'^ci  +  «^  =  1 

Seite  8.    Statt 

-  Vs  +  V^tVs,  -  V8-%<V3 

lies 

-  V»  + V2*V3,  -  Vf-V2iV3. 

Seite  10.    del.  Formel  16: 

n    .     1  ,     —  a;  —  1 

Seite  11.    Functionentheorie  statt  Funkentheorie;  femer 

Seite  12,  Formel  8  lies 

sifihyp  9  =  Vj(^  —  ^'^) 
cos  hyp  q>  =  V«  (ev  -(-  e"»»). 
Seite  20,  Zeile  11  lies  s  statt  g. 
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Seite  31  lies 

log  \^  =  2[x-^^Ux^  +  y,  a<>  +  .  .  . 

Zu  ergänzen: 
1o<fx  =  V»[%(«  +  1)  +  %(x  -  1)] 

Thomson's  Reihe. 
Seite  32.    Zu  ergänzen: 

^^  IT  ~  6"  "^  180  "^  2835  "^  12600  "• 

^^    a?    ~  3    "*"   90   "^  2835  "^  18900  "• 

Seite  34.    Zu  ergänzen: 
X  =  sinx  ^  -^  sin^  x  -| — ^  sm'>  a:  -j "nT^  ^^^^ a:  -|-  •  •  . 

Seite  37.    Zu  ergänzen: 

1)  Ist 

a;  =  ay  +  6y2  _[_  cj^s  4-  dy4  -|-  .  .  ., 

so  ist 

a:         6a:2        2fta  —  «c  5aJ^_aad  — 56» 

2/  = -{ X^  -j ; X*  -i 

2)  Ist 

so  ist 
_  X        hx'^       3fe«  —  ac  8aftc  — ggfl! -"I2fe3 

3)  Ist 

ay  -f-  ftj/*  +  ^J/^  +  •••  =  aa?  -f-  /^^^  +  7^^  +  •••i 
so  wird 

J'  =  ä  ^  -  -^  ^  +  — ¥ —  ^  -  - 

+  (uß»  +  2/Sy  —  ay  —  /3>)a:<  +  ••• 

L&ska,  mathem.  Formelnaammlung.  gy 


X 

Xj\-  1 

2 
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Seite  38.    Zu  ergänzen: 

(1  +  o;)"  =  1  +  -J  x(x  4-  1)  +  "•"  ~  ^  :r«(l  +  xy 

Schlömilch,  Mathem.  Abhandl.  1850. 
Seite  43.    Zu  ergänzen: 

^«^"'"^  ^^  =  0  +  0^-375^* +577^'-- 

Seite  44.     Ueber  Lambert's  Reihe   siehe   Baltzer's  Ge- 
sammelte Werke,  IV.  Bd.,  S.  595. 

Seite  46,  §.31,    Reihen  1)  bis  6)  deL 
Seite  48.    Zu  ergänzen: 

^      (1  -  a?)  (1  -  a;»;(l  —  a:»)      ^    «   ^^ 
Compt.  rend.  XCVI,  p.  674  und  743.   Cayley,  Ellipt.  Funci, 
S.  296. 

\ 1  4.  1  -  (1  -  ^Y 

(1  —  a)«  (1  —  ft)2(l  —  c)2...  —  ^  t-       (1  _  ^)a 

1  ^  (1  -  6).  1  -  (1  ^  ,)» 

"^    (1  —  a)2  (1  —  hy  "^  (l  —  a)2  (1  —  6)2  (i  _  e)»  "^ 

Mess.  (2)  II,  S.  138. 

Die  Formel  für  co%x  (§.  32,  8)  soll  heissen: 


co^x  = 


rij-[iHpq]=('-^('-^0 


■     •    • 


Seite  49,  Formel  13  lies: 

1  +  a?8  statt  1  —  x\ 

Seite  50.    Zu  ergänzen: 

c  =  2V«  3V3  5V5  6~Ve  7>/7  lO-Vio  iiVn  .  . 

Baltzer's  Product. 
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Seite  57.    Zeile  13  von  oben  lies: 

(1  —  Va)  statt  (l  —  -). 
Seite  91,  letzte  Zeile  lies: 

-       q—l 
Seite  108,  Formel  10  lies: 

dcosecx  =  —  dg  X  rosecx  dx, 
Seite  121,  Formel  5  lies: 

i3 


/ 


Seite  133.    Soll  sein: 

x^dx  1t, 

Seite  138.    Soll  sein: 


/ 


/ 


xdx         ,  1 


1  —  X  ^  l  —  X 

Seite  190.    Zu  ergänzen: 

Crelle's  Journ.,  Bd.  30. 


/ 


^^         -         ^         /o^l+Vi^ii^    ,>1. 


l+esm2g)        2Ve—  1     -^  l  —  Ve  —  1  ^(79? 
Seite  191.    Zu  ergänzen: 


/u-\-ßcosx    ,     Csinx  T   A-{-Bcosx 

[a-\-h cos x\^  [a -(- 6 cos x\^-^  '  J    \a-\-b cos a:]*»-* 


aa  —  bß      j  n  —  2  aß  —  6« 

a2  —  Ä«  '         ~  n  —  1    a«  —  i^ 


^~(n—  l)(a2  — 68) 
Seite  215.    Zu  ergänzen: 


67* 


1060  YerzeichniBs  bemerkter  Fehler  tind  Nachträge. 

Seite  233.  In  Folge  der  Benutzung  einer  falschen  Quelle 
sind  hier  viele  Fehler  entstanden.  Verbessert  nach  Berliner 
Jahrb.  Seite  311,  1863. 

Im  2.  bis  8.  Integral  fehlt  rechts  bei  jedem  Gliede  h.  Ausser- 
dem lies: 

7  7 

beim  2.  Integral  ^  statt  — , 


7J 


3. 


5. 


7. 


8. 


25 

96     " 

2989 
17280 

1209 


95 
96' 

statt 


2089 
17280' 


5900 
16175 


,  ,,  1209 
statt  TT 


199884 
Seite  241,  Formel  52  lies: 


5600' 


statt  — 


16175 
199584' 


—  ^—  statt  —  ^- 

Seite  407,  Formel  6  del. 

Seite  526,  §.  165,  Formel  1  lies: 


sin^G)  = 


cosß  cosy 
cosß'  cosy 


+ 


+ 


cosu  cos  ß    ^ 
cos  et!  cosß' 


cosy  cosu 
cosy'  cos  od 

Bei  dieser  Berichtigung  sei  noch  auf  ein  Kriterium  der  Rich- 
tigkeit hingewiesen:  die  Symmetrie,  welche  sofort  erkennen  lässt. 
dass  diese  Formel  falsch  hingeschrieben  wurde. 

In  Bezug  auf  die  Tafeln  sei  bemerkt,  dass  die  Tafel  VI 
zum  §.  224  gehört 

Einige  Eigennamen  wurden  fast  ständig  falsch  geschrieben, 
so  Balzer  statt  Baltzer.  Da  es  aber  bekannte  Namen  sind,  so 
dürften  diese  Versehen  leicht  zu  bemerken  sein. 
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Krümmung  536. 

—  Ebene  der  537. 

—  Maass  der  557. 

—  BadiuB  der  537. 

—  Winkel  der  540. 
Krümmungskreis  480. 

linien  558. 

Kugel  536. 

Kugelf unction      I.  Art  585. 

—  II.     ,     585. 


III. 


386. 


Kugel  welle  719. 


L. 


Ladung  732. 
Länge  586. 

—  des  Sekundeupendels  h7S. 
Längeudifferenz-Berechnuug  849. 


Latente  Wäi>me  620. 
Lebendige  Kraft  579. 

—  Erhaltung  der  634.  672. 

—  Satz  der  684. 
Leitungs-Ellipsoid  727. 

—  Gleichung  741. 

—  specifische  73&. 
Lemniskate  518. 
Libration  858. 
Licht-Theorie  760. 
Lineare  Excentricität  499. 

—  Polarisation  608. 

—  Substitution  78. 

—  YergrÖsserung  612. 
Linie,  elastische  701. 

—  Frauenhofer'sche  617. 

—  geodätische  558. 

—  indikatorische  555. 
Liniencoordinaten  455.  457. 
Linse  613. 

—  System  613. 

—  unendlich  dünne  614. 
Logarithmische  Curve  523. 

—  Potential  697. 

—  Beihen  31. 

—  Spirale  513. 

—  unendlich  303. 
Longimetrisch  4'db, 
Longitudinalschwingung  721. 

M. 

Maass,  absolutes  577. 

—  des  Biegungsmomeuts  702. 

—  elektrisches  579. 

—  elektromagnetisches  581. 

—  der  Krümmung  557. 

—  magnetisches  579. 

—  mechanisches  579. 

—  der  Präcission  771. 

—  praktisches  582. 

—  statisches  582. 
Magnetismus  581.  730.  752.  755. 
Magnetische  Axe  753. 

—  Induction  754. 

—  Intensität  581.  755. 

—  Maass  579. 

—  Moment  581. 

—  Potential  581. 

—  Theorie  von  Ampere  751. 
Mantelfläche,  Hyperboloid  mit  564. 
Masse  631. 

Massenbestimmung  307. 
Massenmittelpunkt  661. 
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Materie  630. 

Maxima  114. 

Mechanik  630. 

Mechanische  Quadraturen  232. 

—  Wärmetheorie  620. 
Medium,  absolutes  617. 

—  anisotropisches  738. 

—  dielektrisches  737. 

—  isotropes  739. 
Mehrdeutige  Function  304. 
Mehrfache  Argumente  343. 
Menge  des  Magnetismus  581. 
Meridian  585. 

—  Bestimmung,  genäherte  830. 
Merkurdurchgang  844. 
Meteoritenbahn  908. 
Mikroskop  615. 

Mikroskopische  Diffraktion  766. 
Mittelebene,  astatische  698. 
Mittelpunkt  563.  661. 
Mittelpunktsgleichung  499.  901. 
Mittel werthe  7. 

Moment  659. 

—  Axe  des  681. 

—  magnetisches  581. 

—  des  Punktes  661. 

—  statisches  579. 
Mond-Distanzen  838. 

—  Finsternisse  851. 

—  Libi*ation  8 '8. 

—  -Phasen,  Berechnung  der  857. 

—  Pol,  Bestimmung  der  859. 

—  Theorie  304. 
Monogene  Functionen  304. 


N. 


Nahepunkt  615. 
Näherungswerthe  4. 
Nepper' sehe  Analogien  442. 
Neumann's  elektrodynamisches  Potential 

697. 
Neutrale  Axe  702. 

—  Faser  700. 
Newton's  Farbenriuge  763. 

—  Gesetz  697. 

—  Secantengesetz  764. 
Nichtrest  59. 
Niveauflächen  731. 
Normalbeschleunigung  642. 

—  Form  von  Legendre  331. 
-Jacobi  331. 

Numerische  Excentricität  499. 

—  Reihen  46. 


0. 


Oberflächen  553. 
Oben-eihe,  harmonische  717. 
Objektiv  616. 
I  Ocular  616. 
Oeffhung,  Ausfluss  durch  eine  710. 
Ohm's  Gesetz  58i2.  740. 
Optik  760. 

Ordnung  der  Curve  475. 
Orthogonale  Substitution  78. 
Osculatorische     Fläche     «weiter    Ürc 
nung  556. 


p. 


n  Numerische  "Werthe  95. 

Parabel  506. 

Parabolische  Bahn  888.  917. 

—  -Oylinder  565. 
Paraboloid,  elliptisches  564. 

—  hyperbolisches  364. 
Parallaxe  592. 

—  äquatoreal-horizoutale  801. 

—  horizontale  801. 
Parallele  Curven  488. 
Parallelismus  d^r  Schichten  710. 
Parüaltöne  717. 

Pendel  686. 
Perihel  800. 
Perioden-Paai*e  310. 

—  -Parallelogramm  310. 
Periodische  Functionen  310. 
Permutation  16. 

Phase  760. 

Planetenbahnbestimmung  912. 
Polbestimmung    für    beliebige   Epocti^ 

809. 
Polare  477.  498.  562. 
Polarisation  580. 
Polarisirt  608. 

Polhöhe,  Bestimmungen  der  825. 
Polyedralzahlen  22. 
Polygon  der  Geschwindigkeiten  640. 
polygonalzahlen  22.. 
Polynomialreihen  40. 
Ponderomotorisches  Integral^esetz  74f 

—  Kräfte  745. 
Potential  580.  688.  731. 

—  -Diö'erenz  580. 

—  des  Ellipsoids  696. 

•  —  das  logarithmische  697. 

—  das  Newton'sche  697. 


Genei*alregi8ter. 
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Potential  von  Neumann  746. 
Präcession  806. 
Primfiinction  305, 
Princip  von  d'Alembert  638,  720. 
Dirichlet  693. 

—  —  Gauss  666. 

Hamilton  634. 

Hooke  720. 

—  —  der  kleinsten  Wirkung  675. 

—  der  Superposition  736. 

—  von  der  virtuellen   Verschiebung 

671. 
Prisma  616. 

—  achromatische  617. 

—  von  Amici  617. 

Problem,  das  allgemeine  der  drei  Kör- 
per 982. 

—  Gyldens    Behandlung    desselben 
950. 

■ 

Process,  Kreisprocess  der  Wännetheorie 
621. 

Q. 

g-Function  377.  378. 
Quadratische  Gleichungen  68. 

—  Nichtreste  59. 

—  Variante  66. 
Quadratriz  515.  516. 
Quadraturen,  mechanische  232. 
Quotient,  vollständiger  55. 


R. 


Radiant  908. 

Rationale  Function  118.  305. 

Rationalmachen  63. 

Raum,  analytische  Geometrie  des  525. 

—  -Curven  543. 
Räumliche  Dilatation  699.  708. 
Reciprocitätssatz  von  Jacobi  62. 

—  von  Legendre  61. 
Reciproke  Determinante  77. 
Rectascension  779. 
Bectiflcante  589. 
Rectiflcation  485. 
Beducente  68. 

Reduction  auf  ein  anderes  Aequinoctium 
880. 

die  Ekliptik  878. 

Reelle  Wurzeln  71. 
Regöl  von  Avogardo  628. 
Regula  falsi  74. 
Reibung  673. 


Beibungscoefficient  663. 

Reihe,  allgemeine,  für  Arcus  Sinus  33. 

—  für  BernouUi's  Zahlen  30. 
Binomial-  38. 

—  von  Borda  32. 

—  - —  Bürmann  28. 

—  Fortsetzung  der  304. 

—  von  Gauss  (hypergeometrische^  45. 

—  halbconvergente  279. 

—  von  Lagrange  28. 
Lambert  44. 

—  —  Lam^  45. 
Maclaurin  27. 

—  periodische  966. 

—  recurrente  41. 

—  Bummlrung  42.  271. 

—  von  Taylor  27.  116.  231. 
Belationsscala  (Moivre)  41. 
Relative  Bewegung  654.  657. 
Repulsive  Kry stalle  769. 
Rollcurven  493. 

Rotation  und  Translation  658. 
Rotationsflächen  568. 

—  geschwindigkeit  658. 
Bückkehrsebene  543. 

—  kante  571. 

—  punkt  473.  543. 

—  tangente  543. 


s. 


Saite  720.  722. 

Satz  von  d'Alembert  633. 

Brianchon  497. 

Budan  Fourier  70. 

Camot  674. 

Coriolis  643. 

Descartes  70. 

Dirichlet  692. 

du  Gua  70. 

Dulong  626. 

Dupin  558. 

Euler  58.  79.  555.  557. 

Green  693. 

Joachimsthal  558. 

Jacobi  (Beciprocität)  62. 

Jwory  697. 

Lagrange  43. 

—  --  Laueret  540. 

Laurent  307. 

Legendre  (Beciprocität)  64. 

Meusnieur  555. 

Pappus  669. 

Sturm  70. 


